第十二章 非Fisher统计

（Lisa Tauxe著，黄宝春译）
建议读物
背景知识：Borradaile (2003)第一章；Efron和Tibshirani (1982)；Tauxe等(1990)

详细了解：Fisher等(1987)第二、三、四、五章
12.1 前言

自上世纪五十年代以来，古地磁学研究人员对单位矢量数据的分析一直依赖于Fisher (1953)提出的特殊的统计方法。基于Fisher统计模型，各种功能强大且实用性很强的工具使得古地磁参数的定量化分析成为可能；如地块的旋转量、平均地球磁场是否为一不依赖于其极性的轴向地心偶极子场。然而，所有这些古地磁学工具，均要求古地磁数据服从Fisher分布。

事实上，在多种情况下，Fisher分布并不能充分地描述古地磁数据，或者地球磁场的方向本身很可能根本不服从Fisher分布（Creer等，1959）。对最近五个百万年以来的全球古地磁方向数据的分析（如：McElhinny和McFadden, 1997）表明，赤道地区的数据分布具显著拉长的特征（图12.1a），只有高纬度地区的数据对称性较好（图12.1c）。

方向数据之所以不符合Fisher统计模型，是因为地球磁场本质上为一个轴向地心偶极子场和其它高阶项产生的“噪声”的矢量和；这样的模型相对应的虚地磁极（VGP）是圆对称分布的。随着采样点靠近赤道地区，圆对称分布的VGP数据转换成方向数据后，其分布变得更加拉长（参见图12.1b, c）。在古地磁数据中，远离磁极的VGP对应于相对较弱的磁场强度；而在地磁场的许多模型中，由于Fisher分布假设了剩磁矢量为单位矢量，因而过分地强调了“外围”的贡献，导致平均倾角比真平均倾角要浅（如：Creer, 1983）。

不服从Fisher分布的另一个情况是地球磁场有两个稳定的极性状态。由于Fisher分布为单峰分布，因此，在对双极性古地磁数据进行平均之前，需要将其分解为两组单一极性进行计算，或者需要将其中一种极性“翻转”成其对称极性进行计算。此外，由多个组分构成的剩磁矢量易于形成条带分布。构造的复杂性（如：褶皱）也有可能造成方向数据呈条带分布。

可见，古地磁数据的确存在非Fisher分布的情况。由此，基于Fisher统计的各种不恰当的检验可能导致错误的解释。在第十一讲中，我们学习了Fisher统计的基本理论以及如何检验数据是否服从Fisher分布。在这一讲中，我们将讨论当古地磁数据不服从Fisher分布时，该如何进行统计与分析。我们将首先介绍几种主要的处理非Fisher分布数据的参数统计方法；然后再讨论如何在古地磁学中应用这些统计方法，如解靴带法（Bootstrap, 或叫自产生法）和折叠刀法。

12.2 古地磁剩磁矢量的非Fisher分析法
12.2.1 Kent分布
如图12.1a 所示，赤道地区最近五个百万年以来样品的剩磁方向（D′，I′）具有椭圆化的分布，因此并不服从Fisher分布（对称分布）。处理这样的数据，应用Fisher置信椭圆并不适当；而应用一种允许数据在椭圆长轴方向上离散的分布（即椭圆分布）则更贴切。与Fisher分布相对应的椭圆分布是Kent分布（Kent，1982）；其分布密度函数可

[image: image1.png]


图12.1：a) PSVRL数据库内收集的赤道两侧0－5º纬度带内古地磁方向数据（参见McElhinny和McFadden (1997)）。倒转方向用其对趾点表示。所有方向均采用第二讲中介绍的 D′和I′转换方法旋转至以期望方向（五角星：D = 0º, I = 0º）为中心的坐标系中。上半（下半）图面的方向比期望方向倾角浅（陡）；右半（左半）图面的方向位于期望方向的右手（左手）方位。b) 由Tauxe和Kent（2004）统计场模型，在北纬30º（图中由正方形所表示的观测点）处获得的地磁场矢量换算得到的虚地磁极位置（VGP）。三角形代表地理极。黑色圆环代表了纬度为北纬60º的虚地磁极位置。c) 由图 b）中黑色圆环所代表的纬度为北纬60º的虚地磁极位置，转换得到的观测点（图b中正方形）处的剩磁方向。这些方向被投影至以观测点的期望方向（三角形）为中心的坐标系中。值得注意的是，一个以地理极为中心的圆对称圆环上的VGP数据转换成方向数据后，其分布是不对称的，且有显著的倾角浅化现象（引自Tauxe和Kent, 2004）。

表示为：

F = c(κ, β)-1 exp (κ cos α + β sin2 α cos 2φ)
其中，α 为给定方向与真平均方向间的夹角（由方向矩阵 T 的最大特征值对应的特征向量 V1（参见第九讲附录C）来估计；φ 是给定方向在垂直于真平均方向的平面内的投影所确定的某一角度，当 φ ＝ 0 时，投影与该平面内的主要特征向量 V2 相平行。κ 是聚集参数，类似于Fisher统计中的精度参数；β 为“椭圆度”参数。c(κ, β) 是 κ 和 β 的一个复杂函数。当 β 为零时，Kent分布简化为Fisher分布。附录中给出了Kent分布95％置信椭圆的详细计算方法。

如果我们在赤道地区采集数据，可以得到一系列如图12.1b中所示分布的数据。亮篮线代表了Fisher分布的95％置信圆，而粗红线代表其Kent分布的95％置信椭圆。显然，由于Kent分布的置信椭圆与数据本身具有一致的拉长方向，Kent分布的置信椭圆比Fisher分布的置信圆更有效地表示了数据的分布特征。

12.2.2 Bingham分布

相比于Fisher分布，Kent分布具有能够处理椭圆分布数据的优势。然而，许多古地磁数据还具有双峰分布的特点；而无论是Kent分布，还是Fisher分布都仅能处理单一极性的古地磁数据。为了处理双峰、椭圆分布的数据，Bingham分布（1974）应运而生。其分布密度函数为：
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图12.2：取自图12.1a中的部分数据；亮篮线代表其Fisher分布的95％置信圆，粗红线代表其Kent分布的95％置信椭圆。
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其中，α 和 φ 与Kent分布相类似；k1，k2 为聚集参数（k1 ＜ k2 ＜ 0）且d(k1, k2)为归一化常数。k1，k2 值可通过数值积分估计，且可转换为95％置信椭圆的参数；有关估计方法详见附录。在一个果壳状的椭球体中，方向矩阵的特征向量 V1（对应于最大特征值，参见第九讲）的方向为平均方向，其95％置信椭圆的半长轴为中间特征值和最小特征值。因此，Bingham平均值是不必与Fisher平均值相同的。如果我们将每一个矢量端点看作为质量，则Bingham平均值为系统最小转动惯量的方向；与此不同的是，Fisher平均值实为单位矢量的合矢量方向。相对于Fisher平均值而言，Bingham平均值受外围数据点的影响较小，因而更接近于数据的质量中心。

由于Bingham分布的方向矩阵计算使用了包括正、负极性在内的全部数据，因而其主要缺点是假定了正、负极性的数据是相互对趾的，且具有相同的分布。事实上，正、负极性数据是否相互对趾，是否具有相同的分布仍然是一个值得探讨的问题！我们可以对正、负极性的数据分开进行Bingham统计，然而这样也就丧失了Bingham统计的应用前提。

12.2.3 Bingham-Le Goff近似

对Bingham分布椭圆参数的精确估计，在计算上很繁琐；且所有可用的软件均需要查用Mardia和Zemloch (1977)给出的计算表（参见附录）。Le Goff等(1992)提出了一些近似的计算方法；对集中分布的情况，这些近似也许是正确的；同时，他们还引入了根据一些可靠性指数进行加权的概论。然而，在一般情况下，对于单峰分布的数据，应用严格的Kent椭圆分布(1982)也许更可取。当然，只要愿意，我们也可以根据一些可靠性指数进行加权处理。

12.2.4 双高斯分布
到目前为止，我们一直沿用了Fisher分布中的单位矢量的假设。正如早已指出的那样，在矢量数据的分析中，忽略矢量的大小是会引起偏差的。据此，Love和Constable (2003) 开始探索在参数估计问题中引入矢量大小的方法。他们提出的方法可以处理类似于图12.3中所示的双峰球面高斯分布数据。对Love参数的估计，显然超越了本讲座的范围。此外，如前所述，许多数据本身并非球面对称，因而，Love和Constable (2003)的方法必须从现今仅能处理类“棉花球”状分布数据推广至处理更象“刀片”状的、椭圆分布的数据。
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图12.3：一个适合于Love和Constable (2003)分析方法的双高斯分布矢量数据（引自Love和 Constable, 2003）。

12.3 简单解靴带法(Bootstrap, 或自产生法)分析
正如我们已经看到的那样，“真正”的数据，包括双峰分布的和椭圆分布的数据，在个别方向上，其分布也许是病态的。无论是Kent统计方法，还是Bingham统计方法均没有提出有效的一致性检验；而对于古地磁学研究来说，这一检验至关重要。此外，在迄今为止我们所介绍的统计方法中，还没有哪一种方法能够给出偏心平均值的置信椭圆，而这种情况在地球磁场记录中是很可能出现的（参见图12.1c）。最后，古地磁数据还可能受到重磁化、或地磁场极性转换期间记录的影响，而导致平均方向的“不稳定”或不对称；这种情况下，常规的统计方法也是不合适的。在这一部分中，我们将讨论另一种非常灵活的、能够包容上述所有缺点的估计置信区间的方法，前提是有足够大的数据量。

在图12.4a中，我们展示了一个很典型的、数据量“不太大的”古地磁数据。这一数据具有双峰椭圆分布的特点，且人们怀疑其正、负极性数据既不相互对称，也不服从相同的分布。显然，处理这样的数据需要非参数的处理方法。这里我们将要介绍一种以自产生统计法为基础的表述矢量的不确定性的方法。大家将会看到，解靴带法在处理类似图12.4a所示的笨拙数据时具有很强的灵活性。

附录中给出了解靴带法的原理。从本质上来说，我们感兴趣的参数（如平均矢量）是从许多重新采集的子数据集中计算得到的；每一个子数据集的数据点从原始数据中随机抽取。由于解靴带法得到的估计“模拟出”了参数的可能分布，因而可以对置信区间进行估计。在我们将附录中所给出的标量的解靴带法推广至矢量的分析之前，很有必要指出的是，解靴带法假定了子数据集的分布是由数据本身确定的，因而要求必须具有足够大的数据量。此外，解靴带法仅仅是渐进性地逼近真值，因而，要获得正确的置信区间估计，必然需要大量的解靴带法计算。因此，拥有一台计算速度快、硬盘容量大的计算机将十分有利。

对于古地磁数据，有多种利用解靴带法对置信区间进行估计的方法。我们将首先介绍与Fisher统计最为接近的、处理单一极性单位矢量的解靴带法；然后，进一步讨论双极性古地磁数据的解靴带法，以及与Fisher分布中那些非常有用的检验方法相类似的检验方法。
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图12.4：假想的非Fisher分布数据；正、负极性数据不对称分布；实心（空心）圆圈代表下半（上半）球面的投影。b) 从图a)数据集中随机抽取的500个平行子数据集的解靴带法平均值的等面积投影图；小圆点（十字）代表每一个子数据集中正（负）极性平均值在下半（上半）球面的投影。c) 与图a)中正极性数据相对于的虚地磁极位置在极区等面积投影图上的投影；虚线代表由方向数据的α95转换得到的95％置信椭圆，而实线为由解靴带法计算得到的置信椭圆。

对一组单一极性数据（如图12.4a中的正极性数据）进行简单解靴带法分析，首先从图12.4a所示数据中随机采集 N 个数据点；每一组包含 N 个数据点的新数据集为一个“平行数据集”（也称之为“视取样”）。然后，计算子数据集的Fisher平均值（图12.4b中的小圆点）；重复进行子数据集的采样和Fisher平均。在图12.4b中，我们给出了500个这样的Fisher平均值。

现在，我们可以计算解靴带法平均值的95％置信区间。一种非参数的方法是绘一张包含95％的解靴带法平均值的等值线图。在古地磁学的许多应用中，古地磁学研究人员均希望有一种更简洁的方法来表示置信区间（比如说列表），这就需要一些假定的参数来表示（子数据集的）平均值的分布。针对这一单一目的，对95％置信区间的近似估计可以通过假定解靴带法平均值服从Kent（1982）椭圆分布获得。

如图12.4a所示，当古地磁数据为双峰分布时，我们可以从两种分析方法中择其一而行。我们可以象Bingham统计那样，对每一个解靴带法的子数据集仅仅计算其方向矩阵的主特征向量（V1）, 或先将数据分解成正、负极性两个子数据集，然后再计算其Fisher平均值（如图12.4b所示）。

在将数据分解成正、负极性两个子数据集时，我们首先计算其方向矩阵和主特征向量V1。通过将数据转换至 V1 坐标系（参见第二讲附录），转换得到的倾角可以用于极性判断。极性判断可以通过一种自动化的、没有任何误差的方法实现。数据被分解成正、负极性两个子数据集后，可以分别计算其Fisher平均值。另一方面，如果我们想得到“平均”方向的更精确估计，我们可以分别计算子数据集的主特征向量 V1；相对而言，外围数据对主特征向量 V1 的计算贡献较小。
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图12.5：解靴带法的一致性检验：a) 两组模拟的Fisher分布数据（三角形和圆点）的等面积投影图；分布的精度参数κ均为20；b) 图a中两组数据的Fisher平均值及其95％置信园α95；c) 500个子数据集的解靴带法平均值的 x1 分量的直方图；图中同时给出了每一组数据的95％置信区间；它们之间几乎不相重叠；d) 同图c，但为 x2 分量；e) 同图d，为 x3 分量；但两组分的置信区间相互重叠。

12.4 参量解靴带法分析
上一节中刚刚描述的解靴带法是一种“简单的”或“理想的”解靴带法。尽管对数据本身的分布特征没有做任何假定，但我们还是假定了数据固有的不确定性反映在数据的分布特征中。如果数据量小于 N ＝ 20，则上述方法会导致置信椭圆过小（Tauxe等, 1991）。 许多古地磁数据的数据量都小于此，但它们被证明服从非Fisher分布。幸运的是，比如说对于一个给定采样点的数据，如果我们能够假定一些参量的表达形式，则就能够应用一种被称作为参量解靴带法的高级技术。在此，假定每个采样点有 Ns 块样品，且服从Fisher分布（原则上，这是一个可以验证的假设）；然后，随机选取一个属于子数据集的特殊采样点，从Fisher分布中提取 Ns 个新的方向数据，保证其平均方向、精度参数 κ 和样品数 N 均不变；至此，我们可以计算一个替代的平均方向，并用于子数据集。之后，按照前面介绍的程序进行即可。

对于数据量较大的古地磁数据（N ＞ 25），参量解靴带法和简单解靴带法所得到的置信椭圆大致相当；而对于数据量较小的古地磁数据，参量解靴带法给出的置信椭圆相对较大，但也许更接近实际情况。
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图12.6：从图1所示数据中采集的子数据集的平均值在直角坐标系中直方图。下方图中，倒换方向被转换至其对趾方向 xi´上；下方三个图中还给出各分量的95％置信区间。由于两组数据各分量的95％置信区间相互重叠，正、负极性在95％置信水平上无法区分，因此，通过了解靴带法的倒转检验。
12.5 VGP计算上的应用
之前我们已经讨论过服从Fisher分布的方向数据转换成VGP时，能引起失真，导致圆对称数据转变为椭球分布数据。为了检验我们所假定的正极性数据分布（图12.4a）换算成VGP数据后的分布情况，我们分别计算了其对应的Fisher分布置信椭圆 dp，dm（第十一讲）和解靴带法置信椭圆。图12.4c为VGP位置的投影图；虚线代表Fisher分布置信椭圆 dp，dm。由于计算过程中没有考虑磁偏角，Fisher置信椭圆的半长轴 dp 必然指向采样点方向（图中三角形）；而所谓的95％置信区域的长轴与实际分布的拉长方向相垂直。用解靴带法计算得到的95％置信椭圆由实线表示在图中；显然，解靴带法置信椭圆的长轴方向与数据的实际分布一致，因而更好地表示了数据的不确定性。

12.6 两套数据什么情况下是显著差异的？
一致性检验试图回答这样的问题：“两组数据的平均方向是否一致？”；换句话说：“如果检验一组解靴带法得到的平均值，那么它们是两组截然不同的方向呢，还是仅仅为同一组方向？”。我们采用第十一讲中讨论Watson的 Vw 检验时所用的、服从Fisher分布的数据来讨论这些问题。图12.5给出了两组精度参数均为20的Fisher分布数据（分别用三角形和圆圈表示）；每组数据的平均值均落在另一组数据的置信区间之外；Watson检验给出检验值为 11.7，远大于其临界值 6.3，因此没有通过一致性检验。

为了建立一种与 Vw 检验相类似、用于非Fisher分布数据的解靴带检验方法。我们首先将一组解靴带法得到的平均值转换至直角坐标系中。从这些平均值各分量在直角坐标系中分布（图12.5c-e）中可以看出，x2分量是显著不同的，因而证实了这两组方向在95％置信水平上是截然不同的。

12.7 “倒转检验”上的应用
古地磁学的所谓倒转检验实质上是不同极性数据的一致性检验；检验之前需要将其中的任一种极性“空翻”成另一种极性。我们对图12.4所示数据施以解靴带法一致性检验。图12.6为其解靴带法得到的平均值各直角坐标系分量的分布图；检验显示出两个“驼峰”。然而，正极性数据和负极性的对称数据的置信区间相互重叠，表明它们在95％置信水平上是不能区分的；因而，图12.4的数据通过了解靴带法倒转检验。

[image: image8.png]


图12.7：a) 地理坐标系中一组古地磁方向数据的等面积投影图；其分布具有条带状分布的特点；相应的极性是不确定的。b) 100％倾斜校正后的数据；其极性更容易分辨（根据Tauxe和Watson (1994)数据重新绘制）。

12.8 褶皱检验上的应用

古地磁学中最后一种非常有用的检验是褶皱检验（第十一讲）。古地磁学研究的关键问题之一是确定在什么坐标系中（地理坐标、倾斜校正后的坐标、或其间的某一点）方向数据的集中程度最高。如果岩石在其形成之后发生了变动，那么岩石中保存的剩磁是岩石形成时获得的，还是现今获得的，还是在其间的某一时间点上获得的呢？此外，绕走向方向的简单旋转能否将倾斜地层恢复至原始位置？在Graham（1949）提出的经典褶皱检验中，假定了一个变形了的岩石单元，在获得磁化时，其方向是最接近于相互平行的。因此，如果岩石在经历了一系列的褶皱或倾斜事件后，仍能保存其原始磁化方向，则在将岩石单元恢复至其原始状态之后，其磁化方向的集中程度最佳。显然，这一假设对如图12.1a所示呈拉长分布的数据是不正确的。

[image: image9.png]- 0 40 80 120
Percent unfolding




图12.8：图12.6中所示数据的代表性子数据集的方向矩阵的最大本征值 τ1 随褶皱水平的变化。所有子数据集的方向数据均进行了从 －50％ 到 150％ 的逐步倾斜校正；本征值 τ1 的最大值出现在接近 100％ 完全倾斜校正后。图中显示了500个最大本征值 τ1 的分布，以及其95％置信区间。结果显示这一数据“通过了”解靴带法褶皱检验（根据Tauxe和Watson (1994)数据重新绘制）。

初看起来，褶皱检验很简单，然而事实并非如此。其首要问题是古地磁学的方向矢量永远不是完全相互平行的。古地磁数据本身的离散性意味着我们必须建立一种统计学上的检验方法，来确定其集中程度在什么情况下是“显著地”提高了。

在第十一讲中，我们曾建议用F－检验比较不同分布的方差来比较数据的相对集中程度；因而，在很长一段时间中，古地磁学是通过比较倾斜校正前后的精度参数的估计值（McElhinny, 1964）来比较数据的相对集中程度的。通过倾斜校正前后的精度参数 κ 的估计值的比值与标准F－分布表中数据对比；如果比值大于给定样品数N的F－分布值，则倾斜校正后的数据的集中程度被认为是显著提高了，因而代表了一个正的褶皱检验结果。这样的检验是相当简便的，几乎可以在一个信封的背面来完成；但目前仍在被广泛使用。

尽管简便是经典褶皱检验的一大优势，但存在一些问题。首先，地球磁场有两种优选状态，且不是一个完美的偶极子场；因而，古地磁样品中所观测到的剩磁方向不仅仅是分散的，而且还具有双极性。其次，剩磁方向可以在非地理坐标系和非100％完全倾斜校正后的坐标系中，集中程度达到最佳。此外，构造“改正”并非完全已知；这不仅仅包括地层产状本身通常难以精确地测定，而且一些复杂构造，如倾伏褶皱、多期次倾斜等的识别均需要大量的、广泛的野外工作。同时，由于地层绕垂直轴的旋转，对于地层本身是一种看不见的效应；因而，对这种绕垂直轴的旋转的估计，仅仅依靠野外观测几乎是不可能的。正因为此，我们也许会问：如果一组数据，比如说在90％褶皱水平（相对于100％完全展平的情况）时，其集中程度达到最佳，那么这一数据是通过了褶皱检验呢，还是没有通过？

我们首先考虑双极性的问题。图12.7a和b分别为一组数据地理坐标系和倾斜校正后的投影；在地理坐标系中，其极性是不确定的；精度参数κ的计算必须依赖于倾斜校正后数据的极性来确定。由于经典的褶皱检验只能对单一极性的数据进行精度参数κ的计算，显然，依赖于精度参数κ的褶皱检验对这种具双极性的数据来说是不客观的。

另一选择是利用方向矩阵来判断双极性数据的离散度。在方向矩阵中，数据的极性不起作用，分布的“紧密程度”由本征值（τ）的相对大小确定。当数据集中程度提高时，沿最大轴方向的方差增加，而沿其余轴方向的方差减小；因此，我们无需知道其极性，就可以通过检验褶皱展平过程中本征值 τ1 的变化揭示数据在什么时候集中程度达到最佳。

假设我们发现一组数据在98％褶皱水平时，其方向矩阵的最大本征值 τ1 达到最大，那么这是否表明其具有正的褶皱检验结果，因而是褶皱之前获得的磁化呢？还是98％褶皱水平与100％完全展平具有显著差异呢？对此，我们用大家所熟知的解靴带法来回答。我们可以从原始数据中采集众多的子数据集，计算不同褶皱水平上的方向矩阵的本征参数。图12.8为倾斜校正过程中图12.7a所示数据的代表性子数据集的最大本征值 τ1 的变化过程。从500个子数据集的最大本征值 τ1 的频谱（图12.8）可以看出，τ1 的出现具有很强的分选性，且分布达到最佳集中程度（最大 τ1）的95％置信区间可以确定为97％至102％。

图12.7b为图12.7a中数据经100％倾斜校正后的等面积投影图；倾斜校正后，不仅仅数据的集中程度有显著提高，而且绝大多数样品的极性可以很容易地确定。解靴带法的一大优点是在进行检验之前不需要将数据分成正、负两组极性；而在我们所讨论的例子中，极性的分选是一项特别繁重的工作。

对于数据量相对较小的数据，我们理所当然地可以采用参量解靴带法；首先，我们从数据中随机选择一个采样点，然后从具有相同 D, I, N 和 κ 值的Fisher分布中创建众多的子数据集。
附录
A Kent分布95%置信椭圆的估计
Kent分布参数的计算是通过将单一极性方向 x 旋转至新坐标系 x′ 中来进行的；其坐标转换表达式为：

[image: image10.png](A1)




其中，Γ ＝ (γ1, γ2, γ3)，且 Γ 的列向量称之为方向矩阵 T 的限定特征向量。向量 γ1 平行于数据的Fisher平均方向，而 γ2, γ3 （主轴和中间轴）为在 γ1 的限定下，尽可能使方向矩阵 T 对角化的特征向量（参见 Kent (1982)，但需要注意的是这里的 x1 分量对应于常规古地磁学中的 x3 分量）。为此，我们可以计算下列参数：

[image: image11.png](A2)





这里，我们定义 ^μ = R / N（ R 可由第十一讲中的 R 的方程式来紧密逼近）；同时，定义最佳近似：^σ22 = τ2，和 ^σ32 = τ3，其中 τi 为方向矩阵的本征值。由95％置信椭圆的主轴和中间轴确定的半长轴 ζ95 和 η95 分别为：
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其中 g ＝ -2㏑(0.05) / (N ^μ2).

    张量 Γ 是方向矩阵的特征向量 V 的最佳近似值；因此，方向矩阵的特征向量 V 给出了半长轴方向的最佳估计为：
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其中，比如说最小特征向量 V3 的 x2 分量可以表示为 v23。

B Bingham分布95%置信参数的估计
Bingham分布由下列分布密度函数确定：

[image: image14.png]1

F= mexp (k1 cos 26 + ky sin 20) sin 2a




其中，α 和 φ 与Kent分布相类似；k1，k2 为聚集参数（k1 ＜ k2 ＜ 0）且d(k1, k2)为归一化常数，由下式确定：
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与Kent分布参数的计算相似，对Bingham分布置信椭圆的估计，首先计算方向矩阵的本征参数，方法跟第九讲附录中介绍的方法一样。需要注意的是，在我们的讲座中 τi 代表本征值，Vi 为特征向量；方向矩阵的主特征向量 V1 对应于最大本征值 τ1；而在Bingham（1974）文献中，ω1 为本讲座中的 τ3，ω3 为 τ1。在Bingham统计中，主特征向量 V1 的方向为平均方向；然而，这一平均方向并不总是平行于单一极性数据的Fisher统计平均方向。

聚集参数 k1，k2 的最大似然估计可以通过最大化对数似然函数求得：
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为方便起见，我们把Mardia和Zemroch (1977)计算的聚集参数 k1，k2 的最大似然估计值列于表B1中（？）。一旦获得聚集参数的最大似然估计，平均方向 V1 的95％置信椭圆的半长轴由下式确定：
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其中，χp2(v) ＝ 5.99，为自由度 v ＝ 2，精度 p ＝ 0.05（95％置信度）时的χ2 分布值；同时，
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Bingham（1974）设定 k3 ＝ 0，因而，对应于ω3 的主特征向量 V1 的95％置信椭圆的半长轴可表示为：
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由于 k1 ＜ k2 ＜ 0，因而半长轴为正值。请注意，本附录中我们应用了Tanaka（1999）的修正版，而没有应用被更广泛引用但处理有误的Onstott（1980）的方法。同时，为了保持本讲座中处理本征值问题的一致性，我们对ωi 的和进行了归一化处理；因此，计算 σ 时 N 必须已知。在Tanaka（1999）的处理中，没有使用 N ；这也许是因为其本征值的和为 N。最后，需要说明的是ε 的单位为弧度，而在大多数应用中需要转换成角度。
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图B1：解靴带法应用于正态分布数据。a) 从一个平均值为10，标准偏差为2的高斯正态分布中随机抽取500个数据点的分布情况。b) 图a)中数据的Q－Q图；高斯统计给出的平均值的95％置信区间为±0.17。从图a)所示原始数据中随机抽取 N 个数据点，构建10,000个新（平行）数据组。c) 所有平行数据组的平均值的分布直方图；平均值的95％置信区间为10.06±0.16，因而，自产生置信区间与高斯统计的置信区间是一致的。

C 自产生统计

在图B1中，我们举例说明了解靴带统计法的实质。我们将用一个服从正态分布的数据来介绍这一技术。首先，从一个以10为平均值（¯x），2为标准偏差 σ 的正态分布中随机抽取500个数据点，构建一组合成的数据。图B1a是这些合成数据的直方图。在图B1b中，我们将数据表示成与一个正态分布的期望值 zi 成反比的Q－Q图（参见Abramowitz和Stegun, 1970）。

为了计算 zi 的近似值，我们假定一个正态分布：

1. 对 i ＝ 1 → N，计算 p ＝ i / (N + 1).

2. 如果 p﹥0.5, 则 q ＝ 1 － p；如果 p﹤0.5, 则 q ＝ p.

3. 对所有 p ≠ 0.5的情况，计算：
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其中，a1 = 2.515517, a2 = 0.802853, a3 = 0.010328, a4 = 1.432788, a5 = 0.189269, a6 = 0.001388.
4. 如果 p﹥0.5, 则 zi ＝ u；如果 p﹤0.5, 则 zi ＝﹣u.

5. 如果 p ＝ 0.5, 则 zi ＝ 0.

由上述步骤计算得到的，模拟高斯分布的 zi 值被看着成“正常分位数”绘制在图B1b中。在图B1b中，模拟的数据沿一条直线分布，表明它们服从正态分布（如我们所期望的）。为此，我们可以进行更加定量化的检验。我们可以计算 DN＋和 DN－如下：

1. 计算数据的平均值下 －x 和标准偏差 σ.

2. 然后计算：
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3. 将 q 值代入下列表达式（Abramowitz和Stegun (1970) 函数 7.1.26）：
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其中，a1 = 0.254829592, a2 = ﹣0.284496736, a3 = 1.421413741, a4 = ?, a5 = 1.061405429.
4. 改变 erf (q) 的符号，这样，erf (q) 与 q 符号相同。

5. 将 F(x) = 0.5 (1 + erf (q)) 代入第十一讲附录中方程式 D3 和 D4 分别计算 DN＋和 DN－。Kolmogorov-Smirnov 参数 D（如：Fisher等，1987）为 DN＋和 DN－中相对大值。

6. 如果 D 超过临界值 Dc ＝ 0.886 / N  1/2，则在95％置信水平上拒绝接受给定数据为正态分布的假设。

对图B1a中数据按上述步骤进行检验可得 D 值为0.0306。当 N ＝500 时，95％置信水平上参数 D 的临界值 Dc 为0.0396；很幸运，我们的程序所生成的一组500个数，其服从正态分布的假设没有被拒绝。合成数据的平均值为10，其标准偏差为1.9；而通常的高斯统计对平均值的95％置信区间的估计值为 ±1.96 σ /N 1/2 或 ±0.17。

为了用解靴带法估计平均值的置信区间，我们首先从原始数据系列中随机抽取 N 个数据；一些数据点可能被多次抽取，而另一些数据点将根本没有被抽取。然后，计算这一“平行数据组”的平均值。多次重复上述步骤（比如说10,000次）。图B1c为这一系列在产生法平均值的分布直方图。如果对这些平均值进行重新的排列，使得第一个平均值为最小，最后一个平均值为最大，那么95％的平均值将落在第250个和第9750个平均值之间。由于我们相信在大约95％置信水平上，真平均方向落在由第250个平均值和第9750个平均值所组成的区间内，因此，这一区间即为95％置信区间。对图B1a中的数据进行解靴带法分析，可得到其95％置信区间域为 ±0.16；这一置信区间近似重叠于高斯法所得到的95％置信区间。然而，相比于高斯统计，解靴带法需要更大量的计算；因此，对于单一参数的情况，进行解靴带法分析是没有必要的。但是，如果数据本身不服从高斯分布，且又没有简便快捷的解析方法时，解靴带法可作为一种计算置信区间的有效技术。此外，借助于现代计算机，进行图B1中所描述的解靴带法分析计算所需要的时间，事实上是觉察不到的。
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