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摘要：现有岩石局部化变形带发生条件与带角预测模型均只考虑 2 个应力不变量，预测结果与实验观测结果关联

度不好，最近的研究表明第三应力不变量在局部化变形中起重要的作用。在 Rudnicki 与 Rice 单屈服面和 Issen 双

屈服面模型的基础上，通过相似角表征第三偏应力不变量，得到第三偏应力不变量相关性模型判断岩石局部化变

形发生条件和预测变形带角，利用 Mogi 的 Dunham 白云岩轴对称拉伸和压缩状态以及 Haimson 的 Westly 花岗岩

轴对称拉伸实验的变形带角属性作为边界条件，计算得到模型中的弹塑性参数，最后预测得到其他一般应力状态

的变形带角，相较于二应力不变量模型，提高局部化变形带角的预测精度。 
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PREDICTION MODEL OF LOCALIZATION DEFORMATION OF  
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LI Yunzhen1，2，HUANG Tao1，DAI Benlin3，CAI Chen1 

(1. School of Environmental Science and Engineering，Southwest Jiaotong University，Chengdu，Sichuan 610031，China； 

2. Department of Civil and Environment Engineering，Northwestern University，Evanston，IL 60208，USA； 

3. College of Environmental Science and Engineering，Hohai University，Nanjing，Jiangsu 210098，China) 

 

Abstract：Comparing with some other constitutive relations，which only consider the influence of two stress 

invariants，about the deformation behaviour of rocks，a model is proposed considering the influence of the third 

deviatoric stress invariant through a similar angle on the basis of Rudnicki and Rice(RR) single yield surface 

model and Issen two yield surface model. The model is used to obtain the determinant condition of the three types 

of deformation bands and band angles. The axisymmetric stress state data are chosen of Mogis experiment on 

Dunham-Dolomite and Haimsons on Westly granite as boundary condition to deduce the elastoplastic parameters 

in the model，and then to predict the band angle of the other stress states. The results are compared with the data of 

Mogis true trixial test on Dunham-Dolomite，and it is found that the predictions are in reasonable agreement with 

the experiment data more than the two stress invariants model.  

Key words：rock mechanics；localization deformation；RR theory；Issen two yield surface model；critical 

hardening modulus；band angle；third stress invariant dependent model   
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1  引  言 
 

在各种材料中，岩石局部化变形(剪切带、压缩

带和膨胀带)是一种常见的变形方式，广泛存在于砂

岩、泡沫金属、蜂巢和其他多孔结构中[1～5]。局部

化变形结构包括：(1) 压缩带，垂直于最大压缩主

应力方向，是一种只有纯压缩变形的条带结构(见

图 1(a)；(2) 膨胀带，平行与最大压缩主应力方向，

是一种只有纯膨胀变形的结构(见图 1(b)；(3) 剪切

带，特征是剪切变形，常伴有膨胀变形或者压缩变

形，与最大压缩主应力方向之间存在一个角度(见

图 1(c)。图 1 中 III 为最大压缩主应力方向。 
 

 
(a) 压缩带           (b) 膨胀带            (c) 剪切带 

图1  局部化变形结构示意图 

Fig.1  Sketch of localization deformation 

 

在实验室和现场中都发现了多孔颗粒地质材料

中的局部化变形带。该变形可以导致带内孔隙率的

变化，从而形成岩层中流体流动的管道或者产生障

碍作用，以及对二氧化碳的地质储存、油气开采和

储藏的地质产生圈闭作用[6]，且在石油和天然气的

储藏和输运、含水层的管理中都有很高的利用价值，

可以带来很好的经济、环境和社会效应。由于岩石

局部化变形还与地震及一些突发性灾害有密切联

系，所以研究多孔地质材料中局部化变形带的形成

条件以及变形带角的预测就变得尤为重要，一直以

来都是岩石力学、岩石物理和本构模型研究的热点

之一[7]。现有的研究岩石局部化变形发生条件和变

形带角的 Rudnicki 和 Rice 单屈服面模型和 Issen 双

屈服面模型只考虑了 2 个应力不变量，预测精度不

高，在此基础上引进相似角，得到的第三偏应力相

关性模型更加适用于预测岩石局部化变形条件，提

高了变形带角的预测精度。 

 
2  传统预测局部化变形理论 
 
2.1 RR 单屈服面预测模型 

J. W. Rudnicki和 J. R. Rice[8]认为局部化变形是

由于表征岩石材料非弹性变形行为的本构关系失

稳，而引发的一种从均质变形的分叉。这可以解释

为在给定的边界条件下，局部化变形带较之均质变

形带更容易发生，且在变形带内出现一个速度梯

度，该速度梯度在带外消失。这种变形场的非均质

性可以表达为 

( ) ( )i j j iv n x  g n，   (i= 1，2，3；j= 1，2，3) (1) 

式中：g1和 g3为带内的剪切应变，g2为体积应变，

这些分量只沿着 II 的方向变化(见图 1)；n 为变形带

的法线方向， ig 为一个广义向量，带内不等于 0，

带外等于 0。式(1)左端表示带内和带外速度梯度(vi，j)

的差。J. W. Rudnicki 和 J. R. Rice[8]通过下面的本

构关系把岩石变形带应力率和应变率(变形率)联系

起来： 

ij ijkl klL D   (k= 1，2，3；l= 1，2，3)    (2) 

式中：Dkl为变形率，Lijkl为四维张量模量。 

因为均质变形有 g = 0，如果发生局部化变形，

必须满足： 

2 2det | | 0jkL                (3) 

RR 预测模型得到的局部化变形发生时临界硬

化模量的值为 

cr

2 2
22 22 12 23

4
( )( ) ( )

3
4
3

h

GN K GN K G K G N N

G K

 



      
  

  
 

( )G K                                (4a) 

式中：G 为杨氏模量，K 为弹性体积模量。其中，

局部化偏应力状态参数 N22 和
2 2

12 23N N 依据主应力

状态参数定义为 
2 2 2

22 I I II II III IIIN n N n N n N              (4b) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
12 23 I I II II III III 22N N n N n N n N N        (4c) 

式中： KN ( I II IIIK  ， ， )为主应力状态参数。 

RR 理论用的本构关系中的岩石局部化变形带

角(变形带面法线方向和最大压缩主应力的夹角)为 

1
arcsin

4 2RR 
            (5a) 

其中， 

2

2 3(1 )( ) 3 (1 2 )

3 12 3

N

N

       



      (5b) 
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式中：v 为泊松比； ( )f  为屈服面的斜率；

( )g  为膨胀系数，等于体积应变(膨胀为正)的

塑性增量与剪切应变的塑性增量的比值；N 用来表

征偏应力状态，取值范围为－1～1。 

2.2 Issen 双屈服面模型 

为了研究多孔岩石的局部化变形行为，K. A. 

Issen[9]提出一个双屈服面本构模型，包括一个剪切

屈服面和一个帽子屈服面。帽子屈服面和 T. F. 

Wong 等[10]提出的 1/4 椭圆形状帽子很相似。 

K. A. Issen 等[5]用 D. J. Holcomb 等[11]的单屈服

面模型中的表达式，描述第一屈服面和第一塑性势。

本构关系为 

p
1 1( )F f    ，            (6a) 

p
1 1( )g     ，            (6b) 

式中： 为 Mises 等效应力； 为平均正应力； p
为非弹性剪切应变，用来追踪持续加载过程中剪切

屈服面的非弹性应变变化。f1，g1 中的下标 1 表明

是第一屈服面(剪切屈服面或者第一塑性势面)。 

K. A. Issen 等[5]提出的帽子屈服面的表达式为 

p
2 2 ( )F f    ，             (7a) 

p
2 2 ( )g     ，             (7b) 

式中： p 为非弹性体积应变，用来追踪持续加载过

程中帽子屈服面的变化。f2，g2 中的下标 2 代表与

第二个屈服面(帽子屈服面或帽子塑性势面)相关的

参数。 

为了得到应力–应变关系，需要引进连续条件

和流动法则。因为有 2 个屈服面和 2 个塑性势面，

所以对于每个连续条件和流动法则有 2 个解。由连

续条件得到的解包括： 

p 11
d d

2 3
ij

ij kl

s

h


  


 

  
 

        (8a) 

p 2

2

1
d d

2 3
ij

ij kl

s

k


  

 
 

   
 

    (8b) 

式中：1和2分别为剪切屈服面和帽子屈服面的局

部斜率，从屈服面的典型形状，可以得到1恒为正，

2 恒为负；h 为硬化模量，定义为恒定平均正应力

下剪切应力–非弹性剪切应变曲线的斜率； ijs 为偏

应力； ij 为 Kronecker 符号；k 为体积硬化模量，

定义为恒定剪切应力下平均正应力–非弹性体积应

变曲线的斜率。 

因为有 2 个塑性势面，所以由流动法则得到的

非弹性应变的表达式包括： 

p 1
1 1(d ) d

2 3
ij

ij ij

s 
  


 

  
 

          (9a) 

p 2 2
2

2

d
(d )

2 3
ij

ij ij

s 
 

 
 

  
 

         (9b) 

式中：1 和2 分别为第一塑性势和帽子塑性势的局

部斜率，由于塑性势面与屈服面特殊的变形机制有

关，当屈服面上的变形机制为膨胀时，1 为正，当

压缩时，2 为负；d1，d2 分别为第一屈服面和帽

子屈服面非弹性应变，且均是非负常量。 

当 2 个屈服面都激活时，用 K. T. Koiter[12]提出

的多个激活屈服面的方法，总的非弹性应变增量可

以通过各自应变增量相加得到，其表达式为 

p
2

2 2

1 1
(d )

3 22
ij kl

ij ys ijkl ij

s s
C a b

hk
 

  

  
     

  
   

1 1
d

3 32
ij

ij kl kl

s
c d   


      
         (10a) 

其中， 

1 1
( )

2 2 1ijkl ik jl il jk ij kl

v
C

G v
          

   (10b) 

 
2 2 2 1 2

2 2 1 2 2 1 1

( )

( ) ( )

a h k b h k

c h k d h k

    

      

    


    

，

，
  (10c) 

式中： ijklC 为弹性张量模量。 

将张量模量 Lijkl 代入 J. W. Rudnicki 和 J. R. 

Rice[8]的局部化条件|L2jk2| = 0，可以得到 

     2 2 1
cr 2ys

2 2 2

( )
k C

h
k

  
  





          (11a) 

其中， 

22 22( )( )
4
3

i i
i

GN K GN K

G K

 


 
 


 

2 2
21 23( 1) i iG N N K                (11b) 

2 2 2 2
1 2 1 2 22 21 23

4
( )( )[ ( 1)]

3
4
3

G K N N N
C

G K

       



 

(11c) 



第 29 卷  第 7 期                李云祯，等. 考虑第三偏应力不变量的岩石局部化变形预测模型               • 1453 • 

 

式中：(hcr)2ys为临界硬化模量，下标 2ys 代表第三应

变力不变量不相关双屈服面模型。K. A. Issen[9]注意

到如果硬化模量 h 或者 k 其中一个为无限大，则双

屈服面模型就变为单个屈服面模型。 

 
3  第三偏应力不变量相关性模型 

 

RR 本构模型和 Issen 双屈服面预测模型只考虑

两个应力不变量，得到的预测结果大多偏小，最近

J. P. Bardet 等[13，14]的研究表明第三应力不变量在局

部化变形中起重要作用。本文在分析了最近实验观

察和现有本构模型描述岩石材料力学行为的不足

后，比较了现有的一些本构模型，通过修正对第三

偏应力不变量的依赖性，在 RR 预测模型和 Issen

双屈服面模型的基础上，通过引入相似角表征第三

偏应力不变量，得到第三偏应力不变量相关性模型

判断岩石局部化发生条件和预测变形带角。 

3.1 本构关系 

当确定局部化变形条件时，最重要的是定义描

述屈服面和塑性势面的表达式。屈服面是导致弹性

或非弹性变形应力状态的边界，其控制着加载导致

的非弹性应变增量的大小；塑性势是与非弹性塑性

增量向量垂直的面，其控制着非弹性应变增量的方

向[15]。一旦确定了屈服面和塑性势面的表达式，根

据经典塑性力学，可以用相容条件和流动法则来确

定控制材料变形行为的应力–应变关系。因此，需

要首先考虑对屈服面和塑性势面有影响的各种因

素。通过考虑第三应力不变量影响的砂岩实验应力–

应变曲线的分析，在 RR 的二应力不变量单屈服面

模型基础上，基于第三偏应力不变量进行修正得到

一个第三偏应力不变量相关性屈服面模型。本文采

用一个与洛德角类似的角 (称为相似角 ) (1/   
1 3

33)cos (3 3 / 2 )t  来表征模型对 3 (1 / 3) ij jk kit s s s  

(其中 kks 为偏应力)的依赖性。 

屈服面 F 和塑性势面 P 的表达式分别为 
p( )F f     ， ，              (12a) 

p( )P g     ， ，              (12b) 

应用流动法则
3t

d d (d / d )ij ijP   ，得到非弹

性应变增量的表达式： 

    
3

p
t(d ) d

2 3
ij

ij ij ij

s
S

   


 
   

 
      (13) 

式中：下标 t3代表依赖于第三偏应力不变量的模型。 

从非弹性剪切应变的定义，可以得到常数项 d

的表达式： 

2

1
d d

2 31
kl

kl kl kl

s
S

h

   


    
 

   (14) 

把式(14)代入式(13)，得到非弹性剪切应变： 

3t
(d )ij   

2

1
d

2 3 2 31

ijkl
kl kl ij ij kl

ss
S S

h

     
 

       
   

 

(15) 

通过假设弹性各项同性，可以得到弹性应变增

量部分的表达式： 

3

e
t(d ) (1/ 2 )[(1/ 2)(ij ik jlG    )il jk    

/(1 )]dij kl klv v                (16) 

弹性剪切应变和非弹性剪切应变相加可以得到

总的弹性剪切应变，形式为 dij = Rijkldkl，反推可以

得到应力–应变关系式：dij= Lijkldkl。与第三偏应

力不变量相关的单屈服面模型的张量模量 Lijkl 表达

式为 

*

1
ijkl ijkl ij klL M A B

H
             (17a) 

其中， 
2

[( ) ]
1 2ijkl ik jl il jk ij kl

v
M G

v
       


   (17b) 

2ij ij ij ijA GN K G S                (17c) 

2kl kl kl klB GN K G S               (17d) 

* 21H h K G G              (17e) 

式中：Mijkl 为一个四维张量； 2 ijG S ， 2 klG S ，
21  和G 为新增项，与第三偏应力不变量具

有相关性。θ的取值范围是 0～/3，当取/3 时对应

轴对称压缩状态；取/6 时对应纯剪切应力状态；

取 0°对应轴对称拉伸应力状态。 

3.2 临界硬化模量一般表达式 

临界硬化模量 hcr 是用来描述局部化变形发生

条件的参量。由于临界硬化模量随着潜在局部变形

平面的方位而变化，随非弹性连续变形而减小，所

以 RR 应用拉格朗日算子计算得到岩石发生局部化

变形发生在临界硬化模量最大值的屈服面。本文采

用同样的方法来得到岩石局部化变形的判定条件，

即与第三偏应力不变量相关的临界硬化模量 hcr为 
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h C C N C N C N Y

v

C Y C Y C N N C N Y N Y


    



     

 

2 2
3 12 23

2(1 )
( ) 1

3(1 2 )

v
C Y Y

v
 

   


          (18a) 

其中， 

1 1 1 2 2 2 3 3 3

4 1 2 2 1 5 2 3 3 2

6 1 3 3 1

C A B C A B C A B

C A B A B C A B A B

C A B A B

   

    

  

， ，

，     (18b) 

1 1

2

2

3 3
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3(1 2 ) 3 sin 3
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 
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 


  

，

；

     (18c) 

在式(18)中，将新的应力状态参数组合与 RR

模型和 Issen 模型中得到的 hcr的表达式比较，得到

局部应力状态参数(假设 nII=0，合并 Nij和 Yij项)： 

2 2 2
22 I I II II III III

2 2 2 2 2 2
22 I I II II III III

2 2 2
12 23 22 22

2 2 2 4 2 4 2 4 2
12 23 I I II II III III 22

2 3 2 3 2 3
12 12 23 23 I I II II III III 22 22

N n N n N n N

Y n N n N n N

N N Y N

Y Y n N n N n N Y

N Y N Y n N n N n N N Y

   



   

   

     

     

(19) 

主应力状态参数 nK(K = I，II，III)依赖于加载

条件下的偏应力状态。根据 RR 模型 nII=0 的假设，

应力状态参数可以得到简化，应用拉格朗日算子，

可以得到剪切带的 hcr的表达式为 

3

22
II 1 2 2 1
cr t 2
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8(1 )1

T S T SG v
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v S S
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   
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II 1 2

1 2(1 )
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3 3(1 2 )

v v
N S S

v

         
   (20) 

对应的局部化变形带角为 

III

I

1 2
(1 ) cos sin

3
cos

P F v
v

Fk N

N k

 



 




 
 
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  (21a) 

其中， 

1 2
II

1 2

1 2
(1 )

2

T Tv
k v N

S S

 
    

 
     (21b) 

式中：θ为相似角。 

且存在： 

I II III II1
( )

1 3 1

N vN N vN

v v
 

 
  

 
≤ ≤    (22) 

对于一般加载条件，当满足式(22)时，式(20)

的解才有效。如果不满足式(22)左边不等式时，岩

体可能产生压缩带；不满足式(22)右边不等式时，

则岩体可能产生膨胀带。预测结果与 W. A. Olsson

等[3，10]的实验观测结果一致。 

 
4  实例验证 

 

把 Dunham 白云岩和西花岗岩轴对称压缩和拉

伸应力状态属性作为边界条件，推算得到与第三偏

应力不变量有相关性的变形带角预测模型的弹塑性

参数，然后预测其他应力状态的变形带角值，将结

果与 Dunham 白云岩真三轴实验数据进行对比。 

根据经典塑性力学[16]，选用一般形式的三应力

不变量屈服面，其表达式为 

3 2

0 0

4
( ) sin(3 ) 1 0

27
F A

    
 
   

       
   

， ，  

( 0 1A≤ ≤ )              (23a) 

其中， 

1 2 3( ) / 3                  (23b) 

图 2 为 K. Mogi[17]的轴对称压缩和拉伸实验数

据和 B. Haimson[18]轴对称拉伸实验数据，局部化变 
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(a) 轴对称压缩和拉伸实验变形带角–平均正应力图 

 

 

(b) 轴对称试验 τ-σ关系图  

图2  Dunham白云岩和Westly花岗岩试验关系曲线 

Fig.2  Relationship curves of Dunham-dolomite and Westly  

granite in the tests 

 

形带角是变形带法线方向和最大压缩主应力1之间

的夹角。图 2(a)中的直线是试验数据最小二乘拟合得

到，轴对称拉伸和压缩数据的斜率分别是－0.041 和 

－0.015，这样就可以得到 k 进而推算出 A 的值。 

图 2(b)是轴对称压缩和拉伸实验测得的 Mises

等效应力与平均正应力的线性拟合直线图。式(21a)

中 Fτ的表达式可以通过式(23a)很容易算出，如果 A

是常量，那么只有 0 依赖于，则有 

      

2

0

0 0

d1
3

d
F

 
  

  
   
   

           (24) 

因为 A 是一个给定值，所以式(24)中/0的比值

仅依赖于 θ。由于式(21a)中的 P为未知量，但是可

以由轴对称压缩和拉伸实验中测得的带角连同

d0/d求得。换句话说，用式(23a)和图 2(a)中线性

拟合的变形带角数据可以得到 2 个线性方程来解得

τ0P和 d0/d，结果在图 3 中显示。 
 

 
图3  dτ0/d和τ0P随平均正应力的变化曲线 

Fig.3  Variation curves of dτ0/d and τ0P with mean normal  

stress 

 

图 4 是利用图 3 得到的参数 d0/d，τ0P以及 A

值预测得到的变形带角与平均正应力的关系，通过

线性回归分析比较作为平均正应力函数的变形带角

预测值和实验观测值，发现拟合度达到 0.92。 
 

 

图4  预测值和观测到的变形带角比较 

Fig.4  Comparison the band angle of prediction with the  

observation data 

 
5  结  论 

 

现在描述岩石材料变形行为本构模型有很多，

250 300 350 400 450 500 550
58

60

62

64

66

68

70

72

74

平均正应力/MPa 

变
形
带
角

/(
°)

 

 

预测值
45 MPa
65 MPa
85 MPa
105 MPa
125 MPa
145 MPa

M
is

es
等
效
应
力

/M
P

a 

平均正应力/MPa 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

0

100

200

300

400

500

600 Mogi 轴对称压缩试验 
Mogi 轴对称拉伸试验 
Haimson 轴对称压缩试验 

轴对称压缩 
 = 42.7+1.22 

轴对称拉伸 
 = 19.2+0.79 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

平均正应力/MPa 

τ0P 

dτ0/d 

dτ
0/

d
或
τ 0

P
 

50 100 150 200 250 300 350 400 450
55 

60 

65 

70 

75 

80 

85 

平均正应力/MPa 

变
形
带
角

/(
°)

 

轴对称压缩试验数据 
轴对称拉伸试验数据 
Haimson 轴对称压缩试验数据 



• 1456 •                                      岩石力学与工程学报                                      2010 年 

 

但是有的模型只适合一些特别的岩石样本，并不适

合于一般情况，岩石的本构模型必须反映岩石材料

加载过程中的重要性质。通过高应力水平下的轴对

称压缩和拉伸应力状态实验，观察到岩石强度、形

变度和变形带角都受到中间主应力的影响。尽管现

在出现了一些考虑第三偏应力不变量影响的岩石变

形带角研究模型，但是这些模型都没有考虑局部化

变形控制条件，而且这些第三偏应力不变量相关模

型都是用来描述土的应力–应变行为，而不适用于

岩石。 

本文研究了实验观察结果和二应力本构模型预

测岩石材料力学行为的不足，在 RR 单屈服面模型

和 Issen 双屈服面模型的基础上，选用了假设材料

是连续体的本构模型，由经典塑性力学得出岩石材

料的应力–应变行为，通过修正对第三偏应力不变

量的依赖性，提出了一个与第三偏应力不变量相关

的单屈服面模型，得到了临界硬化模量 hcr的一般表

达式，用来判定多孔岩石局部化变形带的发生条件

并得到了局部化变形剪切带角的计算公式，结合特

殊应力状态下的实验数据计算得到模型中的弹塑性

本构参数，得到一般应力状态下的预测值，与实验

观测值关联度更高。岩石是一种复杂的自然地质体，

在结构和构造上都有极其复杂的特性，加之现有的

真三轴实验数据较少，因而给模型的建立以及检验

都带来了很大的难题，进一步的实验可以很好的验

证现有的理论研究以及模型。 
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