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上限有限元法及其在路堤稳定性分析中的应用 
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摘 要：在上限定理的基础上，将铁路路堤离散为三角彤单元，在单元中构造线性速度场， 

根据相关联流动法则以及边界条件建立约束方程，引入数学规划方法寻求路堤承载力的 

上限解．通过和经典解析解相比较知：该方法是一种有效的数值方法． 
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Beating Capacity Analysis of Subgrade Soil Using 

Upper Bound Finite Element Method 
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Abslract：According to upper bound theorem，discrelization of subgrade soil into mangular elements is art 

efficient way to construct kinematically admissible linear veloci~field within elements Functions subject— 

ed to associated flow rule within elements．associated flow rule along discontinuities and boundary"condi— 

tions are solved by the method of mathematical prograrrmnng，and the solution of beanIlg capac for sub一 

adeis obtained Themethod presented inthe paper provesto be correct using analy calsolutions． 
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对于岩土结构物承载力的计算，传统的分析方法主要有两类：一类是弹塑性分析法，即根 

据应力应变关系、具体问题的初始与边界条件、荷载历史逐步求解承载力问题，但由于微分方 

程的复杂性，岩土本构关系的多样性，弹塑性区分界线的不确定性等因素导致弹塑性法计算过 

程相当复杂 另一类是条分法，它是将结构物分成若干条块，根据力的平衡理论求解．条分法简 

单易懂，在工程中广泛应用，但是由于各条块之间的相互作用力复杂，从而影响计算结果的准 

确性．另外，平衡微分方程、流动法则也不能在各条块中的每一点得到满足． 

对许多岩土结构物来讲，有时并不需要知道应力和应变随外荷载如何变化，只需要求出最 

收稿 日期 ~20ol一05—17 

基金项 目：湖南省中青年科学基盘资助项目(OOJZY2140) 

作者简介：扬小札(1971一)，男，安徽安庆^，中南大学讲师，博士生 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


42 长 沙 铁 道 学 院 学 报 2002年 

终达到塑性极限状态(即开始产生无限制塑性流动)时所对应的破坏荷载 20世纪5O年代， 

Drucker和Prager把静力场和速度场结合起来并提出极值理论，建立岩土结构物的极限分析理 

论，为求解岩土极限荷载提供了新的途径．从理论上讲，由平衡条件、屈服条件、流动法则与相 

应的边界条件，足以确定应力场 、速度场和破坏荷载，但由于实际问题的复杂性，要求全面满足 

这些条件的解答几乎不可能．为此，本文在极限分析理论基础上，运用上限定理有限单元法求 

解承载力问题，其基本思路是：将岩土离散为三角形单元，同时构造线性速度，三角形单元中以 

及速度间断线上满足相关联流动法则，速度边界上满足边界条件，最后引人数学规划方法寻求 

问题的上限数值解 ． 

1 上限有限元形成 

虚功率原理表明：对于任意一组静力容许的应力场和任意一组机动容许的速度场，外力的 

虚功率等于物体内能消散功率．在虚功率原理的基础上可推导出上限定理为：在所有的机动容 

许的塑性变形速度场相对应的荷载中，极限荷载为最小 ． 

1．1 单元离散 

对计算区域的结构物按三角形单元离散，并假设三角形中速度场线性分析．即 

[H =[ ]：“． M{ ] (1) 

式中 [ =[ E 啊 ] 

1 -i 

(̈ b,x ，)q 一 I ( ， ) 
b．：yi— c ：一 + J 

， ，k为三角形单元节点，逆时针排列；嘶，b．，c．为系数； ⋯ 分别为节点i，，， 的速度 

分量；A为三角形单元面积；E为2×2阶单位矩阵； 为单元形函数． 

1．2 屈服条件 

在平面应变问题中，以拉应力为正．岩土材料常用的 Mohr-Coulomb屈服准则，可表示为： 

F=(以 一 ) +(2 ) 一[2Ccos0一( + )sin0] =0 (2) 

在(2)式中，C、日表示土体抗剪强度指标．以 一 为横轴，以2 为纵轴，上述表达式是一个 

以2ccos口一(以+以)sin0为半径，以原点为圆心的圆域．由于三角形单元中采用线性速度场模 

式，所以屈服准则需要线性化，为此用一个外切正多边形逼近上述圆域 。 ，如图 1所示 ．设正 

多边形的边数为 m，则第 k边屈屈条件的线性表达式为： 

= A + C{r 一2Coos0 =0 (3) 

式中 Ai=COffa +sin0 =一COffa +sin0 =2sina{ Ⅱ̂ 2 k m k=1，⋯，m 

1．3 三角形单元内满足相关联流动法则 

在用上限定理求解岩土问题时，假设 1)岩土为理想剐塑性体，且服从相关联流动法则；2) 

岩土屈服函数 F与塑性势函数相同．这时有： 

=  ；： ≥0 (4) 

为塑性势函数；de；为塑性应变增量；d̂为一非负比例系数， ≥0．根据屈服函数 与塑性 

势函数相同得： 
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扣 )= d 。 (5) 
将表达式(1)代人(5)式中间项，将表达式(3)代A(5)式右边项，经整理后写成矩阵形式如下： 

纠 d I d 2 ： ● 
d P 

(6) 

表示与屈服函数第k边相关联的比例系数，dk≥0．(6)式是某一个三角形单元相关联流 

动法则的约束方程，对计算区域所有的单元按(6)式合并，得： 

I4”X 一A ：0 且 ≥0 (7) 

l_4 速度间断线上满足相关联流动法则 

速度间断线与水平线的头角为 中，节点 ， 是速度问断线￡上的两点，其速度分量为 ，， 

q，ui， ．，如图2所示． 

图 1 屈服条件线性忧 图2 速度间断线 

△ =( 一M )cos中+( 一 )sin中 (8) 

△ =( 一uj)s_n中+( 一 )(cos中) (9) 

这里令△ ： ；一 i，且 ：、u；都是大于或等于零的数．将它代A(8)式得： 

M 一M；=( 一 )cos~i~+(q一 )s'n中 (10) 

则在速度间断线 L上，长为 l的某一点速度为： 
7 

=u；+手( 一 ) (II) 

一

：u；+手( 一 i) (12) 

△M=M 一M一：(M；一M )+手(M 一 +u；一M；) (13) 

Mohr-Coulomb材料在塑性变形过程中体积应变不等于零，速度间断线两则的法线速度分量和 

切线速度分量均不连续．它们应满足下述关系： 

△ =l△M 1．tan8 (14) 

上述(14)式表明速度问断线上的相对速度△ 与间断线切线方向成口角．由(13)式知：切向速 

度△u在单元中线性分布，在速度线上的某一点可能会改变方向，为此用 s(u 一 一)代替 l△ 

I，s=±1，并将表达式(14)应用于节点 i， 得： 

嘶 

。  

。  

。  

。  

。 一 吣 

。  
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△ =( 一 )sinq~+( 一 )cosq~： ( ：一M )tan~ (15) 

(1O)式和(15)式构成速度间断线上的方程，写成矩阵形式如下： 

一 sin 

一 COS 

COS西 

一

sin西 一
『 ]f t1 【
5tan0 一stan~J【M J 

将(16)式拓展到计算区域全部的速度间断线上，即所有的速度间断线按(16)式合并得 

d̈_ L～_4 X3=0 且 3≥ 0 

1．5 速度边界上满足边界条件 

设节点 i是速度边界上的一点，其速度已知为 

机动容许的速度场须满足下列等式 ． 

(16) 

(17) 

，速度边界线与水平线的夹角为 对 

_s = 
对计算区域所有边界条件按(18)式合并，可得： ， 置 一A =0 (19) 

至此，(7)式、(17)式、(19)式构成下限定理有限单元法求解的基本方程． 

2 路堤稳定性分析 

在路堤稳定性汁算中，所求的荷载常常是沿该路堤边界上的极限荷载．根据虚功率原理， 

外力的虚功率应等于内能消散率，而内能消散率包括：速度间断线上的能量消散率，三角形单 

元的能量消散率． 

三角形单元的能量消散率为： =l(d +d + )dA (2o) 

将表达式(3)代人上式整理得： ：2Acos0 ： l c-dA (21) 

速度间断线上的能量消散率为： ：I c l△ 1．以 (22j 

在上述表达式中，下标 e和￡分别表示三角形单元和速度间断线．(21)式为某一个三角单元的 

内能消散率，(22)式为某一条速度间断线上的内能消散率 将它拓展到整个计算区域，即将所 

有的单元和全部速度间断线上的内能消散率按(21)、(22)两式合并，得： 

c2r +c 置 (23) 

c；、c：为目标系数矩阵．由此可以得到求解路堤稳定性『可题的数学模型· 

求最小值： 口 +c； 1 

约束条件：A L】 一A】2X2=0 A2 LX】一A X3=0} (24) 

A X L—A3：0 丑 ≥0且 X3≥0 J 

(24)式 为极限荷载问题的 目标函数与约束方程，可通过线性数学规化法求解，如 

Sloan(1995)t 采用最陡边有效集法求解，笔者采用仿射变换法求解．图3为铁路双侧路堤的剖 

面示意图．假设 AB线所在的平面为路基面，AB线以上为路堤填土部分，填土为无重粘性土(容 

重 ：0，内摩擦角 0： )；AB线以下为基岩且具有不可压缩性；路堤剖面为对称分布，那么 
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根据极限分析理论，该路基的极限承载力的经典上限、下限解为 ： 

Q =2C·(1+ ) Q =2C·(1+sin ) (25) 

在采用上限定理有限元法求解时，由(3)式可知，m的大小直接关系到计算工作量和计算 

精度 m取得越大，线性化屈服条件就越接近原来的屈服方程(2)式，但约束方程个数随之增 

加．图4为计算结果与 m大小的关系，图中a=45~，C=30Kpa．由图4可知．当m较小时．m 

的大小对计算结果影响较大，如m=6时，计算结果与经典上限解((25)式中的第一式)的误 

差为23 1％；当m较大时，m的大小对计算结果影响较小，如m=18时误差值为9．5％，如m 

= 24时误差值为 4．1％．因此选择台适的 m能够计算足够精确的上限解 ． 

图 3 双 路堤削面 意 图 

在图4中没有考虑土体容重的影响．实际上， 

土体容重是影响路堤承载力的一个重要因素．路 

堤材料台理选择直接关系到路堤的承载力以及路 

堤的工程造价，这一直是铁路勘测设计中一个重 

要的问题．图5为本文上限定理有限元计算结果 

与路堤容重的关系曲线，图中 m=24，坡角 = 

45~，C=30 Mpa．从图5可发现：路堤填土经过压 

囤4 屈服函数线性化 与 限解的关系 

圈5 路理填土容重对极限承载 的影啊 

实后越密实，路堤的承载能力就越大，如填土平均容重 y=30 KN／m3时，其极限承载力比经典 

上限解((25)式中的第一式，它不考虑容重是影响)提高 11％左右 

3 结束语 

上限定理是求解土体极限平衡课题的一种有效工具，但由于土体边界形状不规则、荷载、 

土体容重等因素的影响，路堤承载力解析解的应用范围受到限制．本文在传统方法的基础上应 

用上限有限元理论对路堤承载力的分析，初步得出如下结论： 

1)有限单元法与上限定理相结合，使在复杂条件下求解路堤承载力问题成为可能，为上 

限定理的广泛应用开辟了新的途径． 

2)路堤填土密实度影响路堤的承载能力．n=45~，C=30Kpa，y：30 kN／m3时，路堤承载 

力比经典上限解提高 l2％左右． 
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