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(2)假定土体内流场的等势线是铅直的，某点的孔 

隙水压力的水头等于该点至浸润线的铅直距离：(3) 

根据有效应力原理，采用 “水土分算”原则，即把 

土骨架当作有限元极限分析法中的研究对象，把孔 

隙水压力当作是一种外力荷载作用于土骨架上。 

2．2结构的离散 

结构的离散方式与文【6】相似，只是每个结点的 

变量包括速度变量与孔隙水压力变量，如图 1所 

不 。 

(“h VI，PP1) 

(“2，V2，PP2) (U3，V3，PP3) 

图1 上限法单元模式 
Fig．1 Triangle element of upper bound method 

2-3上限法约束条件 

上限法约束条件包括I6]塑性流动约束条件、速 

度问断面的约束条件、速度边界约束条件以及内功 

功率与外功功率相等约束条件。在考虑孑L隙水压力 

的影响时，孔隙水压力被看作一种外力荷载，被记 

入内功功率与外功功率相等约束条件中，因此，在 

本文中上限法约束条件中的塑性流动约束条件、速 

度间断面的约束条件、速度边界约束条件，都可以 

沿用文【6]的表达形式，这里主要介绍内功功率与外 

功功率相等约束条件的建立方法。 

2．3．i内功功率 

外功功率 (耗散)是指应力分量在相应的应变 

率上所做的功，因为塑性流动既发生在连续体上， 

又发生在速度间断面上，所以内功功率包括连续体 

的内功功率和速度间断面上的内功功率。 

(i)连续体的内功功率 

对于各向同性材料，每一个三角形单元的内功 

功率可按下式计算： 

w =JJ( + + )OA= 

(嚣 +嚣 +罄 j ， 
』J 【 (A + + )】dA 

根据文[6】，上式可写为 

w =』』艺 (2CCOSq~)dA=2c。cos~A。 友 (2) 

写成矩阵形式为 

w =(c； ) (3) 

式 ：c =2A c。cos~o~{1⋯11 ， ={A · 
) ≥o。 
(2)速度问断面上的内功功率 

对于速度间断面，其内功功率可按下式计算： 

w 内d=l
：

i m
。』 』：( ： + )d df： 

毒 甜 ㈣ 
(磋+ 驯捌 = 
』： (五+A2)d = 五．+咖 

式中： 、，2为速度问断面屈服函数：Z为速度间 

断边的长度；C为速度间断面的凝聚力。式 (4)写 

成矩阵形式为 

w =(c ) 3 (5) 

式中： d = {l1 1ll ；X3= ) 

五 l4】 五 1lI≥o，k为公共边的序号。 

2．3_2外功功率 

外功功率包括由孔隙水压力、自重、结点荷载 

在结点速度上所做的动率。 

(1)孔隙水压力所做的外功功率 

孔隙水压力在土体骨架上所做的外功功率可以 

表示为 

w =w + (6) 

式中： 为孔隙水压力在连续体内所做的外功功 

率； 为孔隙水压力在速度间断面上所做的外功 

功率。 

孔隙水压力在连续体内所做的外功功率为 

= L (支+ )dA= 

L l艺 (2sinO)ldA=2fffiA sin l 口 1 p 
l k=l l k=l 

(7) 

将式(7)写成矩阵形式： 

=  pe) (8) 

式中： =(PP1+PP2+PP3)／3；c pe。rk=2fffiAsin 
{1，1⋯1) ； ：={̂ ⋯ ⋯屯) ，且 1>0。 
孔隙水压力在速度间断面上所做的外功功率为 
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= ．【{ (pp~- )‘ 24 建立两种
目标函数 求解超 

{△畦+ △ d 一△畦)】d 登系数的目标函数以及求解强度储备系数的目标函 

U tan~tf等+譬 埘 )+ 2-4．1求超载系数的目标函数 

I +譬 船2 4 )} (9)功率可改写为 
将妄(9)写成矩 形式： w =七- p’ -+ p瑶 08) 

=(c )T ， (10) 

式中： = 胁 { + + + 

+2pp~ +2pp3~} ： = 窟 毋 1 
≥0。 

(2)重力所做的外功功率 

平面应变条件下由白重所做的外功功率为 
一

L。7a,dA=一 L vdA=一 。A。 (11) 

式中 。=( +V2。+v；)／3，规定向上为正方向。 
将式 (11)写成矩阵形式为 

w算=(c k) Xl (12) 

式中 

一 等 ol o1) ；l(13) 
1 ={“l “2 “3 ) l 

(3)其他结点荷载所做的外功功率 

除了孔隙水压力、重力外，一般还有边界集中 

荷载、面荷载等，这些荷载都可以通过等效移植到 

边界结点上，从而可以计算出其在位移增量上所做 

功的功率。写成矩阵形式为 

w lo f
w

lo

0rk
ad) X1 (14) 

式中： 1=【M1 P1 M2 V2 ⋯ ⋯ “ 】T，np 

为结点总数；c load={ 1 Pyl Px2 Py2⋯ ⋯ p聊) 

为等效结点荷载列向量。 

2．3-3内功功率与外功功率相等条件 

总的内功功率为 

H，内=w +H =(c )T 2+(c ) 3 (15) 

总的(譬+譬 )外功功率为 
= + + 耐 = 

(c pcork)T 2+(Cw~ork)T 3+(cw0rkg )T l+(c loorkad) l 

(16) 

由虚功原理可知，wl内、w 必须满足以下条件： 

wl内= (17) 

式中：{p) 为超载的外荷载移置到结点上的等效结 

点荷载：{p) 为不超载的外荷载移置到结点上的等 

效结点荷载； 

当以重度为超载对象求重度的最大值时，重度 

为可变荷载，外荷载不变，此时 

{p) l (c 。rk) l； l(19) 
{p) f、Ⅳlo adk)T 1+(c )T 2+(c )T 3 J 一 

当以外荷载为超载对象，求外荷载的最大值时 

外荷载为可变荷载，重度不变，此时 

三 g }(2o) {p】 =(c、v。rk) l+(c rk) 2+(c ) 3 J 
由 = 得： 

H，内=七l{p) l+{p) (21) 

由于是求解结构的破坏机构，仅与{ )的相对 

大小有关，且由于要保证外力做正功，则令 

{p) 1=1．0 (22) 

于是由式 (18)可得： 

kl=w内一{p) = ) 2+(Cpdow。 )TX3--{p) 

(23) 

通过内功功率对单元和不连续面的累加及虚功 

率原理，可得到整体目标函数： 

min：k1=c 1+c 2+c：x3 (24) 

式中：kl为超载系数；c =-(d ) (重度超载时)， 

或c =一(c W(外力超载时)，q=‰ )T一 )T； 

C；=(c ) 一(c pd0rk) 。 

2．4．2求强度储备系数的目标函数 

边坡稳定的强度储备系数为：将土的抗剪强度 

指标降低 倍，此时坡体刚好达到极限状态，则k， 

称为强度储备系数，即k，=tan ／tan =C／Co。上 

述将强度储备系数作为安全系数的定义方法是经过 
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多年的实践被工程界广泛承认的一种做法。为了避 

免非线性规划问题，本文通过迭代求解超载系数 

k．，使超载系数kl充分接近1米求解强度储备系数。 

2．5线性数学规划模型及其最优化 

根据前述推导，由得到的目标函数式 (24)以 

及文[6】中的上限法约束条件：塑性流动约束条件、 

速度问断面约束条件、速度边界约束条件，可以得 

到考虑孔隙水压力条件下的上限法数学规划模型： 

min： k1=c l+c 2+c 3； f 

A1l 1一A12X2=0； 1X1一 3X3=0 } 

subjectto：A3X1=曰3
，X2 i>0，X3≥o，{p Xl=1．0j 

(25) 

此线性规划问题的特点是约束矩阵的列数远多 

于行数，适合采用单纯形法或内点算法求解。本文 

中采用内点算法对上限法数学规划模型进行优化求 

解。因为内点算法的迭代次数几乎与线性规划问题 

的规模无关，一般迭代20~40次均能正常收敛，所 

以线性规划问题的规模越大，其相对优势越明显。 

3 程 序 

根据所建立的数学模型，编制了考虑孔隙水压 

力的边坡稳定分析上限法程序 UBLPW．EXE，程序 

框图见图2。 

图2 程序框图 

Fig．2 Flow chart 

4 算 例 

根据编制的程序本文对2个土坡算例进行了计 

算分析。 

4．1均质土坡算例 

土坡剖面示意图见图 3。计算方案为：深度系 

数D=2，H=10 m， =45。，均质土体材料性质： 

=18kN／m ，C =20kPa， =15。。水头高度分别 

取： ．．．=2，4，6 m。本文同样采用3种不同密度 

的网格进行计算，如图4所示。计算得到的安全系 

数 (强度储备系数)列于表 l，其中用 Bishop法 

计算时采用文【8]中介绍的原理与程序。图 5给出了 

= 4 m 时由密网格得到的速度矢量图以及 由 

Bishop法计算得到的临界圆弧滑裂面。 

圈3 均质土坡断面示意圈 
Fig．3 Sketehog a simple homogeneous slope 

刈格爹数： ／ × × × × 。个结点 ／< )n爪 ／＼ 
，u l × × × × × 107条公共边 ／< ／ ＼ 

× × × 

稀爹瓤： ／ × × × × ；46个结点 ／＼ 
82个单元 × × × × × × ：55条公共边 

／1 × × × × × × ／ ／＼ 
×f× × Ⅸ × × × × × × 
×_× × ×l× × × × × × × 

(b) 

× × × × × × × 2 
× × × × × × × × 

30 单 ／( × × × × × × × × × 

17条公共边 ／< × × × × × × × × × × 
× × × × × × × × × × × 

Ⅺ> l ×l×>̈ >q× × × × × × × × × × × 
>(1×l×l×lⅪ ×l×_×lxlx × × × × × × × × × × 
)< ×l×l× (1×Ⅸl× × × × × × × × × × × 

(c) 

圈4 均质土坡有限元网格划分示意图 
Fig．4 Grid of homogeneous slope for upper limit method 

表 1 均质士坡安全系数计算结果 
Table 1 Results of safety factors in example 1 

两m的计算结果 B 

下限法 上限法 

isb。p 文【9] 查 鲨 

法 茎下限法粗网格中等网格细网格 
1．23 1．106 

1．166 1．078 

JlO68 l_O25 

，‘ 2 l ∞ 叭 

_ _ _  

9  3  ∞ 叭 

；  

4  2  9  
培 刚 

i  

o0 1 ．牛 ∞ 

l  l  O  

2  6  加 ∞ 

1 6 l m ∞ 

1  l  0  

2  4  6  
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图5 均质土坡极限状态速度矢量图 (且 =4 m) 

Fig．5 Velocity vector diagram of homogeneous 

slope(HI=4m1 

4．2非均质土坡算例 

图 6所示边坡为一非均质边坡[9]，边坡包含 3 

个土层，图中折线 ABCDE为浸润线，土体力学参 

数详见表 2。此算例同样也采用三种不同密度的网 

格进行计算，图7所示为密网格示意图，计算得到 

的安全系数 (强度储备系数)见表 3。图 8为密网 

格计算得到的速度矢量图，以及由Bishop法计算得 

到的临界圆弧滑裂面。 

图6 非均质土坡断面示意图 
Fig．6 An inhomogeneous slope 

， 

0 0 
图7 非均质土坡有限元网格划分示意图 (细网格) 
Fig．7 Grid of inhomogeneous slope for upper 

limit method(fine mesh) 

衰 2 算例 2的土体材料力学参数 
Ta

— —

ble2 Soilparametersin example 2 

表3 非均质土坡安全系数计算结果 
Table 3 Results ofsafety factors in example 2 

B sn。 法 萎 羹 本文方法 粗网格 中等网格 细网格 

图8 非均质土坡极限状态速度矢量图 
Fig．8 Velocity vector diagram of inhomogeneous slope 

通过2个算例分析可知，不同密度网格的边坡 

稳定安全系数计算结果随着网格的加密而逐渐减 

小，但比较接近，网格的疏密程度对计算精度的影 

响相对较小；均质边坡算例中坡体的稳定安全系数 

随着地下水水头的升高而减小，与实际规律吻合。2 

个算例计算得到的速度场反映了极限状态下各边坡 

体内的速度分布，由此可以估计边坡破坏运动趋势， 

其趋势与由 Bishop法得到的临界圆弧滑裂面反映 

的运动趋势比较接近；2个土坡运动趋势均为：在 

平行于临空面方向、深度为 6～8 1TI范围内的土体 

整体向临空面左下方滑动。下限法、上限法安全系 

数非常接近，可以认为边坡的安全系数被界定在下 

限安全系数至上限安全系数这个小范围内，这相对 

于刚体极限平衡法单一的安全系数来说，能使边坡 

的稳定性更加明确。计算结果表明了本文方法与编 

制程序的正确性。 

5 结 语 

本文介绍了如何在有限元塑性极限分析上限法 

中考虑孔隙水压力的影响。由于研究处于初始阶段， 

在研究过程中对孔隙水压力作了简化处理，未能较 

精确地模拟土坡体内的孔隙水压力大小，这是今后 

需要重点研究解决的问题。 
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