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摘要 发展了一种求解理查森方程的一般有限元算法 该方法采用积分法处理孔隙水压力对时间的导数项 采用

集中质量技术处理有限元方程中质量矩阵来保证数值稳定 所采用的质量守恒迭代方法不须改变迭代方式 采用

一般的 迭代方法 该方法能求解入渗 地下水位瞬变和排水等范围广泛的饱和 非饱和渗流问题 对 个

已公开发表具有详细试验数据的算例的模拟表明 该方法对入渗锋 稳定渗流地下水位和非稳定渗流溢出面都模

拟很好 迭代方法效率很高 且无数值振荡发生
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研究背景

很多与水相关的问题都牵涉到饱和非饱和土 这些问题包括湿地 海滩环境 地下含水层的抽取

地下洞室开挖 土石坝渗流控制 边坡稳定等 描述非饱和土中水的流动控制方程一般采用 微

分方程 方程常常表示为 种标准的形式 基于压力水头 基于含水率和同时采用这两个变量

的混合形式 基于压力水头的方式允许同时存在饱和非饱和条件 然而 对于高度非线性问题 如干土

中的降雨入渗问题 这将引起质量平衡误差 迭代效率低和迭代不收敛等问题 差的质量平衡来源

于时间导数项 偏导数 ? 和偏导数 ? ? 为饱和度 为孔隙水压力水头 为时

间 在连续的偏微分方程中是等效的 在离散的方程中却不是 且离散形式的不等性因 ? 的高度非

线性而加剧 这导致了严重的质量平衡误差问题 且这种误差随着时间步长的加大增长 对于基于含

水率的形式 离散近似质量守恒 但这种形式对于完全饱和条件失效 因为饱和条件下压力水头与含水

率的关系不再存在 对于多层介质 因为含水率在介质接触界面不连续 因而这种形式也是失效的 减

小质量平衡误差和增强迭代效率的求解混合形式的数值技术已经得到了发展 等 提出了在时

步内依据孔压变化直接计算含水率变化的改进的皮卡 迭代方法来确保质量平衡 在模拟非饱和

湿润峰问题中表现出很好的质量守恒特性 然而 质量守恒的方法并不能保证计算就一定准确 最大

部分方法 无论是有限差分还是有限单元法 都采用欧拉时间步差分方法来模拟时间项 介质的非饱和

导水系数在一个时步内是不变的 这就需要小的时间步长和细密的网格来确保求解精确 使大尺度和

长时间的多维问题在没有超性能的并行计算机的条件下难以实施 本文的目的是提供一种质量守恒

的 考虑非饱和参数在时步内变化的多维通用的有限元方法

饱和非饱和渗流问题的描述

由达西定律 描述的流体运动可表示为



根据质量平衡原理推导出理查兹 方程

? ? ?

式中 为水头 为压力水头 介质饱和 介质非饱和 量纲为 为饱和度

介质饱和时 为达西流速向量 为参考平面上的高程 为饱和介质渗透张量 各向

异性 为介质孔隙率 为流体的体积压缩系数 为相对导水系数 时

代表源项 指几何坐标下标 为空间维数

式 式 中相对渗透系数 是饱和度的函数 饱和度 是孔隙水压力 的函数 确定了这两

个函数关系式 才能求解 饱和度与孔隙水压力关系常采用文献 中的 公式 公

式 表示 公式如下

非饱和土透水性与饱和度的关系常使用 模型 描述 如式
? ?

式中 为有效饱和度 为残余饱和度 为和平均粒径大小有关的参数 为和粒径均匀性有关的

参数 ?

有限元算法

将空间离散为有限个单元连续区域 对于形函数为 的等参单元 令

将 作为基本变量 根据变分原理和格林或高斯公式 可以推导出有限元方程

?

?

式中 为封闭的边界域 为边界外法线方向流速 为边界外法线方

向的方向余弦

对时间域的离散有差分法和积分法两种 差分法推出的方程是不能保证质量守恒的 因而本文采用

积分法 时间域用上标 设 在 之间式 对时间 积分 对于很多问

题 孔隙水的压缩性和土体孔隙率的变化均可以忽略 所以下式中水的压缩项和孔隙率变化项略去 对

于这两项不可略去的问题 只要在下述方程中增加这两项的推导即可 可得

?

根据积分中值定理 存在一个 不防设

?

设 并对第二项进行近似处理 可得

?



写成简化的形式

? ?

公式中的各分量可表示如下

式 构成了 方程的有限元解法 其中 的取值是算法在饱和 非饱和接触区

域迭代计算是否稳定和质量守恒的关键之一 大量的研究者对此进行过探讨 文献 提出的一种取值

方法得到广泛应用 作者于 年在文献 中提出的 的取值方法不但效果与文献 相同 且

该方法具有不需要改变迭代方式的优越性 其引入符号函数 使饱和非饱和接触区迭代结果的跳

动和该处产生质量误差的问题得以解决 令

在 区间取平均值 为如下的形式

式 则改写为

? 珟 ?

其中

珟

称之为质量矩阵 为非对角占优矩阵 当 很小时 ? 的对角占优特性将改变 甚至

成为病态矩阵 因此有人提出采用集中质量矩阵的方式来处理 处理方式可以借鉴求解含有惯性力的位

移有限元方程的方法 强制 对角占优 本文的取值方式如下

珟

其中 为单元的节点个数 是

式 构成了 方程的一种稳定的有限元求解算法 由于式 为非线性

方程组 式 确定的系数都是变量 的函数 因而需要通过非线性迭代求解 非线性迭代

方法分为 迭代法和 迭代法两种 本文采用 迭代法 即在计算第 次迭代的系数矩

阵时 采用第 次计算所得的结果

验证

公开发表的典型试验结果 常常用来验证算法的有效性 本文用 个试验的结果来验证

例 一维干土中的入渗问题 文献 介绍的一维现场入渗试验被很多研究者 用于检验算法

的正确性和有效性 该试验的土体是典型的粉黏土 在土体深度为 处设置有



张力计测含水率 土体的初始含水率在场地的表面为 向下到 深度线性增长到 以

下含水率均为

先使用 的 溶液浸润土体 使表面保持饱和状态 后 单位面积上 的溶液完

全渗入土中 之后立即使用纯水浸润 再过 后 单位面积上 的水完全渗入土中 入渗共

历时 单位面积入渗总水量

土体的平均饱和含水率为 饱和渗透系数 图 为根据试验测定的含水率 孔压 渗

透系数 按照最小二乘方法回归出土体非饱和土水特征关系参数后 理论值与试验值的对比 可见

公式 公式和 模型 能较好的模拟该非饱和土的本构关系 参数见表

图 非饱和孔隙水压力 渗透系数与含水率关系

表 粉黏土的土体参数

? ? ? ?

取 深度 划分 个高度 的二维 节点计算单元 初始条件依据含水率按 公式计

算 之间孔压介于 以下为 边界条件底部孔压为 表

面孔压为 计算得到各时刻的节点孔隙水压力 采用 的时间步长 收敛标准取两次迭代的孔压

误差为 由于表面为饱和浸水入渗 开始入渗时表面就是饱和的 为了在表面单元靠近入渗面

的高斯积分点一开始就能按较高饱和度计算相对渗透系数 使模拟的入渗情况接近实际 入渗开始的

渗透系数按时步末当前值取值 以后 相对渗透系数按几何平均取值 计算的收敛迭代次数

均介于 之间 可见收敛速度很快 图 为表面入渗速度 累积入渗量和区域内累计增水量与

时间之间的关系 开始入渗时入渗速度达到 在最初的 内随时间急剧下降 然后慢慢下

降 入渗试验结束时 入渗速度下降到 略大于饱和渗透系数 这一规律与对非饱和土

入渗的直观认识一致 将孔压计算结果按 公式转换为含水率 可累计计算区域内的增水量 加上含

底部下渗量可以得到整个区域的增水量 图中计算的区域增水量与计算的累积入渗量结果吻合较好

两者之比值介于 之间 表明本文的算法有很好的质量守恒特性

图 为不同时刻含水率与深度关系试验点与计算曲线的对比 图中各时刻含水率曲线有一个

明显的湿润峰 其形状与实测一致 由于土体的空间变异性 土体的实测饱和含水率值在

之间 注意到计算采用 的值作为饱和含水率 可以说图 中模拟值与实测值相当吻合 到

入渗结束时计算范围内含水量增加 迭加上向深部入渗的水量 计算所得的总入渗水量

共 比试验入渗量仅大 可见从总体的水量平衡看 计算结果与实验也比较吻合

增加时间步长至 或减小时间补长到 计算结果变化很小 可见对本算例的情况与网

格密度 计算结果对时间步长不太敏感

例 二维入渗作用下地下水位问题 年 发表的二维室内入渗试验 也是检验算法的

典型试验 流动区域为 的厚 的土板 底部为不透水边界 两侧为自由排水边界



图 不同时刻入渗速度 累积入渗量与增水量及含水率与深度关系

土体为颗粒分布很规则的河砂 筛余量的粒径为 干密度 饱和含水率 饱和

图 不同时刻地下水位模拟位置

与实测结果的对比

渗透系数 初始水位 在土槽顶部中间

的范围均匀施加降雨强度 共 试验中测量流动

域内的含水率 水压力 湿润峰 出流量和自由水面位置 直

接引用文献 根据试验数据回归的本构模型参数见表

表 砂土的土体参数

? ? ? ?

根据对称性从中线截取区域的右半部分计算 共剖分

个长度为 高 左右的四边形单元 时间步长

收敛标准取两次迭代的孔压误差为 收敛迭

图 排水试验不同时刻地下水位

模拟位置与实测结果的对比

代次数均为 次 图 为不同时刻地下水位模拟位置与

实测结果的对比 模拟与计算吻合较好 当相对渗透系数按

照当前值取值时 计算不能收敛到设定精度

例 二维入渗作用下地下水位模拟问题 等

年介绍了 于 年发表的关于地下水排水试验

的结果 试验装置与例 同 土体的参数见表 饱和含水率

残余含水率 饱和渗透系数

表 砂土的土体参数

? ? ? ?

与例 土体相比 饱和含水率相等 饱和渗透系数大 根据土体的这些参数 推测本实验中所

用的土料与例 同 因而采用例 的非饱和参数 地下水位从 瞬时降落到 并保持边界水

位在 位置 计算参数和计算网格与例 同 右侧 以下为已知水头边界 其上部为可能的溢

出面边界 处理方法见文献 时间步长 两次迭代孔压收敛控制标准为 迭代收敛次

数介于 之间 计算得出各时刻的地下水位与实测结果比较如图 模拟值与试验点测量值的差的

平方的平均值的开方仅为 模拟值和实测值吻合较好

从对以上的 个经典试验的模拟情况看 本文介绍的有限元算法都计算稳定 收敛速度快 计算与

试验结果吻合很好 本文的算例中 相对在时步内取几何平均 收敛性更好 结果差别很小

讨论

提出了一种模拟饱和 非饱和土中非稳定渗流计算的一般的有限单元算法 这种算法对算例所



示入渗问题 湿润峰 瞬变的地下水位和稳定渗流问题具有普遍的有效性 突变函数的引入使迭代求解

过程中水压力在超越 以上的区间变化时其值的变化不引起含水率的变化 从而算法稳定 计算结果质

量守恒 收敛效率高 模拟不同经典算例的成功 使我们有理由相信 有限元法在复杂情况下求解

方程方面依然是可靠 有效的方法
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