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摘要 :　将油井有效半径引入双重介质分形油藏渗流问题的内边界之中 ,从而建立了双重介质分

形油藏的一种渗流模型 ,并在考虑了井筒储集和表皮效应的情况下求得了外边界为无限大、有界

封闭和有界定压三种情况下双重介质分形油藏压力分布的精确解析表达式·　利用拉氏数值反演

Stehfest方法分析了双重介质分形油藏压力动态特征 ,讨论了各种参数对压力动态的影响·　
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引　　言

自从 Chang和 Yortsors[1 ]建立分形油藏渗流模型以来 ,分形油藏渗流理论及应用研究不断

深入 ,同登科[2 ]给出了单重介质分形油藏各类渗流模型的精确解及压力动态特征·　Beier[3 ]和

Aprilian[4 ]基于分形油藏的试井方法解释了油田现场中用传统试井模型难以解释的复杂的试

井结果 ,得到了与现场实验一致的结论·　这说明了分形油藏试井分析也很有意义·　但现有的

研究仅局限于单重介质分形油藏 ,对双重介质分形油藏涉及甚少 ,既是这样很少的研究中还存

在着两方面的问题 ,一方面 ,现有的双重介质分形油藏模型过于复杂 ,参数太多 ,根本无法求

解 ,甚至拉氏空间的解都无法得到 ,更不用说实空间的解 ,因而就谈不上用于实际试井中·　另

一方面 ,在这些研究中也没有考虑井筒储集和表皮效应的影响·　针对上述问题 ,本文只引进分

形扩散指数θ来描述双重介质分形油藏 ,并将井筒有效半径引入油藏内边界之中 ,建立渗流

模型 ,得到了无限大、有界封闭和有界定压三种情况下弱可压缩流体在双重介质分形油藏中向

具有井筒储集和表皮效应井流动时 ,油藏内各点压力分布的精确解 ,讨论了压力动态特征·　

1　双重介质分形油藏无限大地层问题

在建立数学模型时 ,基本假设与Warren- Root [5 ]模型相同 ,只是认为裂缝的连通性不好 ,用

分形指数θ描述 ,连通性越差 ,θ会越高·　设原始地层压力为 p0 ,油层厚度为 h ,在油层中心一

口井 ,并以储层条件下变产量 q ( t) 生产 ,以井轴为中心 ,弱可压缩流体在双重介质分形油藏内

向一口具有井筒储集 (设井筒储集系数为 C) 和表皮效应井渗滤 ,引入等效半径
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　　 rwe = rwe - S ,

其中 rw表示井筒半径 , S 是表皮系数 ,对于污染井 S > 0 ,对于措施井 S < 0 ,此时裂缝渗透率

分布为

　　 kf ( r) = kwe
r

rwe

-θ

, (1)

kwe是 r = rwe处的渗透率·　

设基岩和裂缝的孔隙度分别为φm和φf ,基岩和裂缝的流体密度为ρm和ρf ,那么 ,在裂缝

- 岩块系统中的径向流连续方程可写为

　　 -
1
r

5
5 r

( rρf vr) =
5
5 t

(φfρf) +
5
5 t

(φmρm)·　 (2)

裂缝系统的运动方程为

　　 vr = -
kf ( r)

μ
5 pf

5 r
·　 (3)

将式 (1) 、(3)代入式 (2) ,并注意在裂缝网络中小的压力梯度 ,可简化为

　　
52 pf

5 r2 +
1 - θ

r

5 pf

5 r
=
μ
kwe
φf cf

5 pf

5 t
+φm cm

5 pm

5 t

r
rwe

θ

, (4)

　　 5
5 t

(ρmφm) =ρm qmf·　 (5)

窜流方程为

　　 qmf =
αkm

μ ( pf - pm)·　 (6)

将式 (6)代入式 (5)得

　　
5 pm

5 t
=
αkm

φm cmμ
( pf - pm) , (7)

无量纲量定义为

　　 pD i =
πkwe h (θ+ 2)

μq
( p0 - pi) , 　i = f ,m; rD =

r
rwe

,

　　 tD =σt , 　σ =
kwe (θ+ 2) 2

4μ(φf cf +φm cm) r2
we

; ω =
φf cf

φf cf +φm cm
;

　　λ =
4αkm r2

we

kwe (θ+ 2) 2 , CD =
πh (θ+ 2) C

(φf cf +φm cm) r2
we
·　

方程的无因次形式为

　　
52 pDf

5 r2
D

+
1 - θ

rD

5 pDf

5 rD
= n2 ω

5 pDf

5 tD
+ (1 - ω)

5 pDm

5 tD
r
θ
D , (8)

　　 (1 - ω)
5 pDm

5 tD
=λ( pDf - pDm) , (9)

其中　　 n = (θ+ 2) / 2·　

初始条件为

　　 pDf | t
D

= 0 = pDm | t
D

= 0 = 0 ; (10)

内边界条件为

　　 nCD
5 pDf

5 tD
- r

(1 -θ)
D

5 pDf

5 rD r
D

=1
= nq ( tD/σ) ; (11)

外边界条件为
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　　 lim
r
D
→∞

pDf = lim
r
D
→∞

pDm = 0·　 (12)

对式 (8)～ (12)关于 tD作拉氏变换并化简得

　　
d2 �pDf

d r2
D

+
1 - θ

rD

d �pDf

d rD
= n2 r
θ
D x ( s) pDf , (13)

　　 nCD s�pDf - d �pDf/ d rD r
D

=1 = n�q ( s) , (14)

　　 lim
rD→∞

�pDf = lim
rD→∞

�pDm = 0 , (15)

其中

　　 x ( s) =
s ( as + 1)

bs + 1
, a = ωb , b = (1 - ω) /λ,

　　�q ( s) = L [ q ] =∫
∞

0
e - st

D q ( tD/σ) d tD·　

方程 (13)适合条件 (14) 、(15)的解为

　　�pDf = �V1 ( rD , s) �q ( s) , (16)

而　　　�V1 ( rD , s) =
rθ/ 2
D Kν( x ( s) rn

D)

CD s Kν( x ( s) ) + x ( s) K1 -ν( x ( s) )
, (17)

ν = 1 - 1/ n , Kν( x) 表示ν阶虚宗量贝塞尔函数·　

　　 v1 ( rD , tD) =
1

2πi∫
γ+i∞

γ- i∞
e stD �V ( rD , s) d s·　 (18)

图 1　积分围道

被积函数的奇性仅由 x ( s) 所决定 , x ( s) 的零点为 s1

= 0 , s2 = - 1/ a ; x - 1 ( s) 的零点为 s1
1 = - 1/ b以及无穷

远点 ,因而取如图 1所示的积分围道·　

易知当 R趋于无穷大且小圆周 C1、C2和 C3的半径

趋于零时 ,图 1的四个圆周上的积分都为零·　因此 ,由

Cauchy积分定理知

v1 ( rD , tD) = -
1

2πi∫Ⅰ +∫Ⅱ +∫Ⅲ +∫Ⅳ ·　
若设

u = - s , y =
u (1 - au)

1 - bu
, (19)

则

au2 - (1 + by2) u + y2 = 0 , (20)

x ( s) =
yi　　　割缝上岸 ,

- yi　　割缝下岸·　

v1 ( rD , tD) =
2 r
θ/ 2
D

π∫
∞

0
y∑

2

i = 1

A i ( y) e - u
i
( y) tD Jν( rn

D y) [ y Yν- 1 ( y) + CD ui ( y) Yν( y) ] -

　　　　Yν( rn
D y) [ yJν- 1 ( y) + CD ui ( y)Jν( y) ] ×

　　　　[ ( yJν- 1 ( y) + CD ui ( y)Jν( y) ) 2 + ( y Yν- 1 ( y) + CD ui ( y) Yν( y) ) 2 ] - 1d y , (21)

ui ( y) =
1

2 a
(1 + by2 + ( - 1) i +1 [ (1 + by2) 2 - 4 ay2 ]1/ 2) 　　( i = 1 ,2) , (22)

d ui ( y) = 2 yA i ( y) d y , (23)
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　　A i ( y) =
1

2 a
b + ( - 1) i +1 b (1 + by2) - 2 a

(1 + by2) 2 - 4 ay2 ·　 (24)

由卷积定理得

　　 pDf ( r , t) = p0 -
μσ

πkwe h (θ+ 2)∫
t

0
q ( t - η) v1

r
rwe

,ση dη, (25)

　　 pDm ( r , t) = e -σt/ b p0 +
σ
b∫

t

0
eση/ bpDf ( r ,η) dη ·　 (26)

当θ = 0时 (25) 、(26) 式为通常裂缝油藏渗流问题的精确解[6 ] ,因而更有普遍性·　

2　有界封闭地层问题

定解问题的无因次形式由式 (8) 、(9) 、(10) 、(11)和

　　
5 pDf

5 rD r
D

= r
eD

= 0 (27)

组成·　

拉氏空间的定解问题由 (13) 、(14)和

　　
d �pDf

d rD r
D

= r
eD

= 0 (28)

组成·　方程 (13)满足 (14)和 (28)的解为

　　�pDf ( rD , s) = �V2 ( rD , s) �q ( s) , (29)

而

　　�V2 ( rD , s) =
r
θ/ 2
D ψν,ν- 1 ( rn

D , rn
eD , x ( s) )

CD sψν,ν- 1 (1 , rn
eD , x ( s) ) + x ( s)ψν- 1 ,ν- 1 (1 , rn

eD , x ( s) )
, (30)

其中　　ψm , n ( x , y , u) = Km ( xu) In ( yu) + ( - 1) m + n +1 Im ( xu) Kn ( yu)·　

由贝塞尔函数性质知当 s = - u , y满足方程 (19) 时 ,方程

　　 CD sψν,ν- 1 (1 , rn
eD , x ( s) ) + x ( s)ψν- 1 ,ν- 1 (1 , rn

eD , x ( s) ) = 0 (31)

可化简为

　　 CD ui ( y)φν,ν- 1 (1 , rn
eD , y) + yφν- 1 ,ν- 1 (1 , rn

eD , y) = 0　　( i = 1 ,2) , (32)

式中 ui ( y) 满足方程 (22) ,

　　φm , n (α,β, u) = Ym (αu)J n (βu) - J m (αu) Yn (βu)·　

易证方程 (32)的零点都是实的和一阶的 ,且单调增加 ,且 k →∞时 ,αi
k →∞·　记 si

k = - ui (αk)

( i = 1 ,2 ; k = 1 ,2 , ⋯) ,则有 si
k满足方程 (31) ,且有

　　⋯ < s1
3 < s1

2 < s1
1 < -

1
a

< -
1
b

< ⋯ < s2
3 < s2

2 < s2
1 < 0·　 (33)

下面计算积分

　　 v2 ( rD , tD) =
1

2πi∫
γ+i∞

γ- i∞
�V2 ( rD , s) e - st

Dd s·　 (34)

由贝塞尔函数性质及特征值理论易知 , �V2e - stD在复平面上除去 (33) 式中各点后所得的区域内

单值解析 ,由于 CD ≠0 , s = - 1/ a为它的可去奇点 , s = - 1/ b为非孤立奇点 ,由此可得

　　 v2 ( rD , tD) = Re s �V 2e - st
D ,0 + ∑

∞

k = 1
Re s �V2e - st

D , s1
k + ∑

∞

k =1
Re s �V2e - st

D , s2
k , (35)
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Re s �V2e st
D ,0 =

2
2 CD + n ( r2

eD - 1)
,

Re s �V2e st
D , si

k =

　　　　
r
θ/ 2
D e st

Dψν,ν- 1 ( rn
D , rn

eD , x ( s) )

x ( s) ψν- 1 ,ν- 1 (1 , rn
eD , x ( s) ) + [ CD sψν,ν- 1 (1 , rn

eD , x ( s) ) ]/ x ( s)
′

s = s
i

k

=

　　　　2A i (αi
k) e - u

i
(α

i

k
) t

D Fi ( rD , reD ,αi
k) 　　( i = 1 ,2 ; k = 1 ,2 , ⋯) ,

Fi ( rD , reD , y) =
r
θ/ 2
D φν,ν- 1 ( rn

D , rn
eD , y)

M - CD ui ( y) N/ y
,

M = rn
eDφν,ν- 1 ( rn

eD ,1 , y) - φν,ν- 1 (1 , rn
eD , y) + 2 CD A i ( y)φν,ν- 1 (1 , rn

eD , y) ,

N = rn
eDφν,ν(1 , rn

eD , y) - φν- 1 ,ν- 1 (1 , rn
eD , y) +

2ν
y
φν,ν- 1 (1 , rn

eD , y) ,

v2 ( rD , tD) = 2
1

2 CD + n ( r2
eD - 1)

+ ∑
∞

k = 1
∑
2

i = 1
A i (αi

k) e - u
i
(α

i

k
) t

D Fi ( rD , reD ,αi
k) ·　 (36)

因此 , 有界封闭地层的解仍具有 (25) 、(26)式的形式 , 但式中的 v1 ( rD , tD) 应改为 v2 ( rD ,

tD)·　当θ = 0时 ,即为通常裂缝油藏渗流问题的精确解[6 ] ,因而更有普遍性·　

3　有界定压地层问题的压力分布

定解问题的无因次形式由 (8) 、(9) 、(10) 、(11)和外边界条件

pDf rD = reD
= 0 (37)

组成·　

拉氏空间的定解问题由 (13) 、(14)和

�pDf rD = reD
= 0 (38)

组成·　

方程 (13)满足 (14)和 (38)的解为

�pDf = �V3 ( rD , s) �q ( s) , (39)

而　�V3 ( rD , s) =
r
θ/ 2
D ψν,ν( rn

D , rn
eD , x ( s) )

CD sψν,ν(1 , rn
eD , x ( s) ) + x ( s)ψν- 1 ,ν(1 , rn

eD , x ( s) )
·　 (40)

类似于有界封闭地层可推得

v3 ( rD , tD) = 2∑
∞

k =1
∑
2

i =1
A i (βi

k) e - u
i
(β

i

k
) tD Gi ( rD , reD ,βi

k) , (41)

其中

Gi ( rD , reD , y) = r
θ/ 2
D φν,ν( rn

D , rn
eD , y) / ( M1 + CD ui ( y) N1/ y) ,

M1 = rn
eDφν- 1 ,ν- 1 (1 , rn

eD , y) - φν,ν(1 , rn
eD , y) + 2 CD A i ( y)φν,ν(1 , rn

eD , y) ,

N1 =φν- 1 ,ν(1 , rn
eD , y) + rn

eDφν,ν- 1 (1 , rn
eD , y) -

2ν
y
φν,ν(1 , rn

eD , y) ,

βi
k满足方程

CD ui ( y)φν,ν(1 , rn
eD , y) + yφν- 1 ,ν(1 , rn

eD , y) = 0　　( i = 1 ,2)·　

有界定压地层仍具有 (25) 、(26)式的形式 ,只是 v1 ( rD , tD) 应改为 v3 ( rD , tD) ,当θ= 0时即

为通常裂缝油藏渗流问题的精确解[6 ] ,因而更有普遍性·　
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4　渐近解和压力动态特征

当产量为常量时 ,

　　�pwDf = �V1 (1 , s) / s·　 (42)

1) 渐近解

注意到当 x →∞时 , Kν( x) ≈ π/ 2 xe - x ,

那么 ,当 s →∞时

　　�pwDf =
1

CD s3/ 2
1

s + c
=

1
ω

1
c2 s1/ 2 -

1
cs

+
1

s3/ 2 -
1

c2 ( s + c)
, (43)

其中　　 c = ω/ CD·　

将 (43)式反演得短时渐近解·　

　　 pwDf ( tD) =
CD

ω 2 c
tD

π + e c
2

tDerfc ( c tD) - 1 ·　 (44)

当时间足够长 ,利用Laplace终值定理相当于 s →0时 ,此时 x ( s) = s ,

　　Kν( x) =
2ν- 1Γ(ν)

x
ν ·　 (45)

将 (45)式代入 (42)式并反演得长时渐近解

　　 pwDf ( tD) =
22ν- 1

νΓ(1 - ν) t
ν
D·　 (46)

2) 压力动态特征

由于所给双重介质模型含有 4个参数θ、CD、ω、λ,我们将采用拉氏数值反演方法和渐近

解获得压力动态特征进而讨论各参数变化对系统的影响·　

　　　图 2　依赖于θ的压力与时间双对数图　　　　　　　　图 3　压力与时间双对数图

从渐近解及拉氏数值反演解可知双重分形介质系统的完整压降曲线由 3个不同的流动区

组成 (如图 2)·　1) 初时直线段 ,此时流动只发生在裂缝系统中 ; 2) 过渡段 ,在初始直线段结束

时出现 ,由于在流动过程中岩块参与的增加 ,过渡段裂缝系统的压降减缓 ; 3) 晚期直线段 ,在

裂缝和岩块之间的压力达到平衡时出现·　初时直线段和晚期直线段一般不平行 ,这是双重介

质分形油藏的一个特点·　

从图 2～9中可看出影响压力曲线形态的基本参数有 4个 :分形指数θ,续流系数 CD ,储集

系数ω,介质间流动参数λ,它们的影响表现为 :
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(1)θ在整个流动过程中对压力曲线都有影响 ,只是初时阶段影响较小 ,随着时间的增加 ,

θ的影响越来越明显 ,此时反映在图形上就是压力曲线随着θ的变化而相互发散 ,θ越大 ,无因

次压力越大 (如图 2 ,图 3)·　压力导数曲线的双重介质特征展现得更清楚 ,在晚期段呈现依赖

于时间的幂律曲线 ,这正是分形油藏的特征·　Warren- Root双重介质系统呈“V”形的压力导数

特征 ,而双重介质分形油藏有类似的特征·　只是对于均质系统晚期压力导数逐渐稳定到一个

有限值 ,不象分形油藏那样呈现幂律形式 (如图 6)·　

图 4　依赖于 CD的压力与时间双对数图　　　　　　　　　图 5　压力与时间双对数图

　图 6　依赖θ的 d pwD/ d ln tD与 tD对数图　　　　　图 7　依赖 CD的 d ln pwD/ d ln tD与 tD对数图

　图 8　依赖ω的压力与时间双对数图　　　　　　　图 9　依赖λ的压力与时间双对数图
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(2) CD的影响只是在初时段和过渡段 ,初时段的压力变化完全由 CD 支配着 ,θ越大 , CD

的影响时间越长·　CD越大 ,那么它对压力的影响时间也越长 (如图 4、图 5)·　

(3) ω决定早期直线段和晚期直线段之间的距离 ,较小的ω值将导致较早地出现过渡段

和较大的压力降 (如图 8)·　

(4)λ决定过渡段出现的时间和高度 ,λ越大 ,过渡段出现的时间越早 (如图 9)·　

压力曲线和压力导数曲线中的这些曲线之间没有明显的可区分的特征 ,但 d ln pwD/ d ln tD

中的曲线都有各自的特性 (如图 7) ,可用来拟合现场数据·　
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The Fl ow Pr oble m of Fl ui ds Fl ow i n a Fract al

Res e rvoi r Wi t h Double Por osi t y

TONG Deng- ke1 , 　Zhang Hong- qing2

(11 Depa rtment of Applied Mathematics , Pet roleum Univers ity ( East

of Chi na) , Dongyi ng , Sha ndong 257061 , P R Chi na ;

21 Instit ute of Mathematical Science , Dali a n Univers ity of Technology ,

Dali a n 116024 , P R Chi na)

Abs t ract : The effective radius of oil well is introduced in the inner boundary in the problem of fluids

flow through fractal reservoir with double porosity , and thus a new model is established. Taking the

wellbore storage and steady- state skin effect into consideration , the exact solutions of the pressure

distribution of fluids flow in fractal reservoirs with double porosity are given for the cases of an infinite

outer boundary , a finite closed outer boundary and a bounded domain with the constant pressure out2
er boundary conditions . The pressure behavior of fractal reservoir with double porosity is analyzed by

using a numerical inversion of the Laplace transform solution. The pressure responses of changing

various parameters are discussed.

Key words : fractal ; double porous media ; seepage ; well test analysis
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