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地下水及其污染研究的反问题方法 

李功胜，秦惠增，张 瑞，范小平，刘进庆 
(山东理工大学 数学与信息科学学院，山东 淄博 255049) 

摘 要：介绍了基于数理方程(输运方程)模型的地下水问题研究概况及进展趋势，分析了涉 

及地下水污染的几个关键数学问题．指出主要是鉴于地下水的埋藏特点及其数据的不可直接 

测量性，使得所谓反问题的数学方法成为地下水研究的一种主要途径． 
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Inverse problem method in the research of 

groundwater system and its pollution 

LI Gong—sheng，QIN Hui—zeng，ZHANG Rui，FAN Xiao—ping，LIU J ing-qing 

(School of Mathematics and Information Science，Shandong University of Technology，Zibo 255049，China) 

Abstract：This paper gives an introduction to the research of groundwater problems on the basis 

of model in partial differential equations(transport equations)．Especially，several key mathemat— 

ical problems arising in groundwater po llution are discussed．The analysis shows that inverse 

problem method has become an important direction in the research of groundwater due to its em— 

bedding characteristics and indirectly measured data． 
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随着社会经济的发展，水的供需矛盾 日渐突出．我国是一个水资源并不丰富的国家，人均水资源占 

有量只占世界平均数的 1／4左右．地下水作为水资源的重要组成部分，是举足轻重的供水水源和生态系 

统的重要支撑，对于我国国民经济和社会发展、安全供水保障具有十分重要的作用．由于地下水具有的 

埋藏性和系统的复杂性，其污染问题不如大气和地表水污染等表现直观与突出，不易受到关注，因而长 

期受到忽视，使得污染问题更加突出．已有调查结果显示，我国90％城市地下水不同程度遭受氮、有机 

烃和微量有毒有害元素污染．地下水环境污染已呈现由点向面、由城市向农村扩展的趋势，水环境恶化 

和水质污染迅速发展，已到了极为严重的程度．这使得对污染控制与修复的理论、方法及技术创新的研 

究变得极为迫切． 
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从基础理论研究的角度来看，基于地下水系统的结构复杂性、构成要素的多样性以及污染控制与修 

复涉及的多学科性等特点，急需对多尺度复合污染体系物质循环过程学、污染控制与修复方法学、污染 

地下水系统复合界面传质与物质输运动力学、地下水水质演化的内在机理等领域开展研究与创新，为我 

国地下水污染的控制与修复提供理论与技术支持．这里涉及的关键基础问题是污染模型的科学表述，尤 

其是能否构建相应的数学模型对问题的全面解决往往起着重要的作用． 

地下水研究与反问题 

地下水运移是一种长时间、大范围的非线性行为．对于地下水问题的研究涉及到水文地质、地球物 

理与化学以及生物工程等多学科的方方面面，J，Bear在 60年代末 70年代初关于多孔介质渗流理论的 

研究是地下水动力学的经典著作⋯，对于地下水模型、地下水系统管理的研究，R．Willis等人在80年代 

中的工作[2]具有代表性．对于地下水相关反问题(水文地质逆问题)的研究，从应用数学的角度，中国学 

者山东大学数学院的Sun Ne—zheng先生从20世纪 80年代始就进行了较为系统的研究．_3 J但总体来 

看，对地下水模拟及模型参数识别问题研究较多，针对地下水污染问题的研究相对较少．进入 20世纪 

90年代，随着观测技术的提高、计算方法的进步与长期地下水运移资料的积累，特别是由于计算机技术 

的迅猛发展，地下水相关问题的反问题理论与数值计算方法研究受到数理学界与工程界人士的广泛关 

注[ 9】．虽然这其中以水文地质学者与水利工作者的研究最多，但是数理方程的数值解法、最优化方法 

以及遗传算法等方法却是推动地下水相关领域研究进展的主要方法， 

另一方面，20世纪 70年代初，随着 CT技术的出现，国际上对反问题的研究迅速发展起来，反问题 

是从各个领域、各个学科的实际需求中提出的，它是一门交叉性学科．反问题研究在近 20年来已经成为 

国内外数学、力学、地球物理学、水文地质与环境科学、生物学、医学与工程等领域的一个重要的、非常活 

跃的研究方向，展示了反问题研究的重大理论意义和广阔的应用前景． 

反问题的研究起源于数学物理方程，反问题大都是非线性的。主要表现在未知函数与已知数据的 

关系都蕴涵在微分方程式中．反演算法中包含了微分方程数值解法、最优化方法、积分方程方法以及参 

数估计等新型算法的许多思想和技巧．研究反问题必须进行跨学科、多领域的携手合作，可以说，反问题 

的出现，为传统数理方程的研究开辟了新的领域，反问题研究已成为关联科学创新、并具有重大现实意 

义的学科方向，[1o一13] 

地下水赋存于岩(土)层间隙之中，其运移具有对流、机械弥散、分子扩散等特征；一般满足的是抛物型 

(对流弥散)偏微分方程组．鉴于含水层的水文地质参数大都不能直接测量得到，因而需要通过间接的数学 

方法，主要是所谓反问题的方法加以辨识和确定．这就导致模型参数识别的反问题．其次，对于地下水污染 

问题，有关地下水污染源(汇)的主要信息(位置、强度及持续时间等)往往是不知道的。实际中常常通过现 

场勘测，利用试错法等工程技术方法进行处理，相对来说工作量大、经验性强且缺少统一的标准．这也需要 

尝试运用数学方法及手段，进行数值模拟进而加以确定和识别．这就是所谓污染源反演问题． 

可以看出，地下水流动及其溶质运移过程中提出了大量的反问题．对于这类问题的研究，只要建立 

的模型符合实际，数值算法正确，则一定程度上完全可以用数学方法与数值模拟来代替代价较高的实际 

勘测工程和烦琐的数据整理工作，从而也带来一定的社会效益、经济效益和环境效益． 

2 地下水模型与数理方程反问题 

数理方程反问题与数理方程正问题(定解问题)是相对应的．一般说，正问题描述的是时空域中顺时 

间的物理变化过程，往往是按照某种物理规律(物理模型)，由过去、现在来预测未来；而反问题则逆其道 

而行之，它描述的是时空域中逆时间的物理变化过程，往往由因果关系来识别物理模型中的参数，由外 
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及里，由现在重现过去．譬如，考察下面的数学模型： 

fL“=，， n×(0，T) 

Bu=g， a仃 (1) 

l“=UO． t=0 

其中，L为模型算子(微分算子)；B为边界算子；“=“(z，t)为状态变量；f为源(汇)项；g为边界函 

数；UO不初值函数；n为研究区域；a 为n的边界． 

由式(1)求解 =“(z，t)，(z，t)∈n，这是数理方程正问题．另一方面，若式(1)中除了状态量未知 

以外，还有未知的函数(系数)、或有关区域的几何特征等，此时就导致了所谓数理方程的反问题． 

实际问题往往本质上属于反问题．特别对于赋存于地下介质中的地下水问题，在数学意义上可归于 

数理方程的反问题．一般地下水问题考虑的是二维系统模型．在适当的坐标系下，对应于式(1)，有下面 

的水流方程和溶质输运方程(见文献[3，4]等)． 

水流方程 

=  ( )+ ( )一∑Q X--Xi,y--Yi)+￡ (2) 

式中，h：h(z，Y，t)为水头(水压)函数； 为给水度(弹性释水系数)； 为沿X轴的导水系数；Ty为 

沿y轴的导水系数；Q 为单位时间内第口井的抽水量；(z ，Y )为第 口井点坐标；￡为垂向入渗(降 

水)补给强度． 

溶质输运方程： 

设 M 为含水层厚度(常数)，二维输运模型为 

R 3c+ )一 ·(DV 一∑ (x-xi,y-Yi) (3) 

这里，R为阻滞因子； 为有效孔隙度；c=c(c，Y，￡)为溶质浓度； =( ，Vy)：一 V h为地下水实 

际流速；K为渗透系数张量；D为弥散系数张量；C 为入渗水的浓度． 

若有效选取坐标系，渗透系数张量 K与弥散系数张量D分别具有如下简约形式 

fK一 0 1 

K l K，，l，其中K 及K 分别为沿x轴、Y轴的渗透系数； 
fD 0 ] 

D=l r、l，其中DL，DT分别称为纵向与横向弥散系数． 
I U T J 

地下水问题通常要联立求解水流方程(2)与溶质输运方程(3)．一般求解过程为 1)求水流方程，算 

得水头分布；2)由水头梯度求地下水流速；3)由输运方程求出溶质依时间、空间的浓度分布． 

当然，这里一个关键的问题是模型中参数的确定．弥散系数 D一般可通过实验近似求得，但是渗透 

系数与有效孔隙率往往难以直接确定。这即是模型参数识别反问题．另一方面，在实际问题中，输运方 

程中的右端项，即所谓的源(汇)项及其属性往往也是未知的．此时导致的是识别与确定地下水污染源的 

反问题． 

无论是水力参数的确定，还是源汇项的识别，我们都需要知道关于解的部分(先验)信息．直观地说， 

就是需要另外的条件(越少越好)，称为附加数据(信息)，进行联合求解． 

关于附加数据的提法一般是给出边界处，或部分边界点处的测量信息．有以下3种提法： 

1)Dirichlet数据 “(z，t)l r
．
：h1(-z，t)． 

2)Neumann数据 罢 l ：一h 2(z，t)． 

3)终值数据 “(z，T)=0(z)， z∈n． 

上述提法与一般数理方程反问题的提法是一致的(见文献[13]等)．当给定了某种附加信息以后，连 

同模型(2)与(3)就构成了一个完整的地下水反问题．接下来，同于一般数理方程反问题的研究，主要讨 
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论已给数据的相容性，反问题解的存在惟一性，以及反演算法的条件稳定性等．除了这些理论上的探讨 

之外，还需要进行数值求解方法的研究．地下水反问题的求解也同于一般反问题的解法．其基本思路就 

是在某种误差意义下寻求最优解，也即应用最优化方法求解极小问题． 

需要注意的是，鉴于地下水相关数据获取的困难及其复杂性，求解误差往往较大，因而要开展地下 

水相关问题的研究，需要与实际部门的工程师们进行协作． 

3 地下水研究展望 

对于地下水问题，长期以来人们关心的大都是流量、水位变化与溶质迁移行为的数值模拟与模型的 

数据拟合．实际上问题的关键在于数学意义上的模型参数确定与源(汇)项的识别，特别是当水力参数也 

未知的情况下，对于潜在污染源的同时识别问题．而且，大量的数值模拟结果还有待于理论证明，已有研 

究也大都缺少较为严格的数学分析和推导．比如，地下水模型参数识别的唯一性及其尺度效应是水文地 

质工作者面临的一个主要难题 ．1 ，而关于反演计算的稳定性分析更是为人们所忽视． 

另一方面，有关区域地下水研究还有许多问题没有解决，特别是对于裂隙岩溶地下水，由于地质构 

造的复杂性，目前国内外的通常做法是用试凑法求解或用等价的孑L隙介质模型进行计算，而针对裂隙水 

运移模型及算法应用的研究并不多见．为此，关于裂隙介质中的水流与溶质运移的数学模型还有待于进 
一 步的讨论，主要是渗透系数，有效空隙度与弥散度等模型参数的识别与确定问题[14 ．对于区域地 

下水污染问题，当上述主要水力参数也未知时(现实情况往往如此)，对于污染源与模型参数的联合反演 

问题更具有相当的难度．一大批数学工作者介入这一领域是地下水相关问题研究步入精细化和数字化 

的一个主要推动力． 

对于地下水相关问题，尽管现有文献中关于适定性理论分析的很少，应用数学方法研究也有相当大 

的困难，如模型的过于复杂性与随机性，现有方法对计算机性能和相应正问题解的依赖性，数据的勘测 

误差以及数值求解时的不稳定性等等．但是国内外数学界、工程界对这一类问题的研究方兴未艾，这是 
一 个极具发展空间的研究课题 ． 
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