
4.数值模拟方法 

    核心参考文献：Hodges（2000），Casulli和Cheng（1992），Casulli和Cattani
（1994）。 

4.1引言 

控制方程组被离散到笛卡儿解网格上，离散格式为单速度份量定义在网格表面而标量定义在
网格中心的交错格式。在离散方程组中，单元表面用诸如i+1/2的下标表示，而单元中心用整数
（i，j，k）值表示。下文的叙述采用Casulli 和Cheng的符号表示法。在方程组的离散形式中， 

我们将用下标来表示离散空间(i，j，k)中的位置。令Ui，j
n+1表示n+1时段、速度值在位置(i，j)时

的水柱向量，则时间n*的解空间中所有的K满足： 

 

式中bi，j为位置(i，j)处的水底高程，i，j为自由面的高度，kmax为垂直方向上网格单元的最

大数目。本手册中其它向量也运用类似的定义。 

4.2动量的半隐式格式 

速度场的基本半隐式化演进可被离散到n*的解空间，类似TRIM中的方法，即得： 

 

 

式中G是一显式源项向量，1表示自由水面的“隐性度”（隐性度一般的取值范围为0.5 < 

1 < 1.0已在ELCOM版本1中编码，但未经全面测试）。ＥＬＣＯＭ中默认的半隐格式是对从形

式上看为时间上一阶精确的自由水面演进采用后向欧拉离散法（即1＝1）。 

经证明（Casulli和Cattani，1994），求解流体静力学方程组使用的后向欧拉法可被扩展为

方程4.2和4.3的一般二层格式，从形式来看为二阶精确（当1 =1时）。然而在粗网格模拟中，

数值离散精度的增加不一定导致模型技巧的提高。通常，在对许多湖泊和河口进行模拟时，正
压模态是通过CFL条件来求解的，CFL取值可能为5到10之间或大于10。在这种情况下，半隐式
离散化或许稳定，但水流物理过程表达“准确程度”的决定因素为现研究的流态类型。截断误
差的性质对于了解该方法性能至关重要。若采用一阶方法，导程误差为二阶，且在自由水面上
产生阻尼波。若采用二阶方法，导程误差扩散，且在自由水面产生在水域上传播的数值波；通
常使得线性正压波演化为陡峭前沿涌潮，使得受地形影响的表面波产生局地高速流。因此，一
阶方法可以较好描述自由水面形态和局部正压流速，但显示出自由水面惯性响应的多余阻尼。
相比之下，二阶方法以最低的数值耗散将能量保持为表面波的形式，但对于波的形态描述较
差。在静水力学求解中，弥散波将导致贯穿水柱的人工局部加压的产生，这对于求解技术是不
利的。相比之下，表面波的多余阻尼在风速减弱的时候将导致与正压响应相关的大规模运动的
减弱（即正压模式的“震荡”是衰减的）。总体上，高强度增压系统采用后向欧拉格式模拟较
好，因为两、三个周期以前的波能通常与一阶的物理过程不相关。 

采用二层隐式离散化（Casulli和Cheng， 1992）或其它显式离散化技术，矩阵A可以表示
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为： 

 

中的可以由边界条件确定，a，b，c项分别为： 

 

 

 

系数2通过对数值离散化技术的选择来确定。对于2=1的情况，垂向粘性项通过后向欧拉

法离散。对于2= 0的情况，离散化是显式的，且A除对角外其它的项均为0。ELCOM在用户选

择垂向湍流扩散模拟时取2=1，选择混合层模拟时，取2 = 0。 

公式和中的源项G可被表示为： 

 

 

算子L()表示平流离散化，B()表示正压离散化，D()表示水平湍流扩散离散化。ELCOM的垂
向扩散的计算既可通过采用涡流粘度项，又可使用垂向混合模型。当采用涡流粘度项时，U = 

Un，而混合模型可用如下算子表示： 

  

 

    混合算子M()的具体描述见< .> 。 

4.3水平扩散离散化 

在文献（Casulli和Cheng，1992）提出的原TRIM方法中，当在迹线起点处对水平扩散项进
行离散化处理时，发现增加了其复杂性却并不能给现行方法的精度带来显著提高。因此，方程
4.8和4.9中的水平扩散项(Dx，Dy) 的离散化采用二阶模板，得： 
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4.4斜压离散化 

    在x方向上斜压项B被离散为： 

 

式中k＝F表示包含自由面的单元。在y方向上也得到类似的扩散项和斜压项的表达方式。忽
略动量和标量迁移方程组中的垂向扩散项，目前的方案则可免去TRIM中对每个网格水柱的每个
水平速度份量和传输标量组成的三对角线矩阵求逆的步骤。 

4.5自由面离散化 

自由面演进方程可被离散为: 

 

式中Z 为垂直方向上网格间距的向量，算符x和y表示离散差分，例如：

 

 

用方程4.13代替方程4.2和4.3，则为（n＋1）时段的自由面高度提供一个五对角线系统方程
组，应用共轭梯度法很容易求解该自由面高度。ELCOM中采用的共轭梯度法与TRIM中的相
似，详见文献（Casulli 和 Cheng ，1992）中的阐述。 

4.6 水平对流离散化 

在地球物理尺度上进行数值模拟时，难点之一是可能出现多种流态，尤其是内波可能在局部
范围内间竭地产生强烈的垂直运动。在内波分辨率要重点考虑的区域，数值模拟方法的选择是
由全流场中某个小区域的精确性和稳定性需求来决定的。在CFL < O(1)条件下，许多显式空间
离散方法是稳定的，但是当水流方向与网格边线不重合时，在CFL > O(0.5)条件下，这些方法
的三维计算精度通常很差。 

二次方法的缺点是其计算量很大。然而在低CFL值（CFL<0.1）的区域，二次型半拉格朗日方
法的求解同样受控于使用二次迎风离散化方法所得的七点迎风格式模板的条件，这种相似性可
用于减少低CFL值区域的计算量要求，而又不会使得整个求解方法的精度有显著的降低。在不同
的区域使用不同方法的概念可被归纳为一种“混合”数值方法的概念。通常的混合模型是根据
某种衡量标准把流场划分为不同的水流区域，分别使用不同的求解方法。根据我们的目的，该
标准即是CFL值，在CFL值低时使用一种离散技术，而CFL值高时使用另一种离散技术。 

当前的混合方法已测试到二层格式，在0 < CFL < 2的区域内使用二次半拉格朗日法进行离
散，该CFL值上限为可通过二次SL法计算得出并且在调整模板时无需额外计算量的最大CFL值。
在实际运用中，当CFL>2时，计算精度是不可靠的，因此该上限是一个非常合理的必要条件。在
CFL>2的区域，模型使用线性半拉格朗日离散法（即：TRIM中使用的方法）以使重构模板时的计
算量最小。 
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4.6.1 线性半拉格朗日方法 

对于分层流，半拉格朗日方法效果很理想，因为在0<CFL<1的区域里，该法既精确又稳定。
此外，半拉格朗日法能在CFL值更高的区域里保持稳定，虽然当网格不能很好地处理水流流线
时，该方法在CFL值高的区域的精度会降低。然而，对于分层流，是否能在水平方向上的CFL>1
时提供稳定解对于数值方法的选择是次要的。最大时间步长的选取一般受限于以下两个条件之
一：（1）分层作用最强烈的区域中斜压波的传播速度；（2）在标量迁移过程中可接受的最大
数值扩散。前者要求波的CFL值小于1以维持稳定性，而后者的限制取决于模型结果所需要的网
格分辨率和时段长。 

水平对流的半拉格朗日形式，是通过寻找连续空间中的近似点（拉格朗日点）来获得的，这
些拉格朗日点以△t为时间步长随速度场（U，V，W）平流输送至离散点(i，j，k)。用数值表
达，即质点的位置(i，j，k)沿着用速度场U，V，W表示的流线逆向移动。U，V，W流场可由单
时间层或多时间层获得，这取决于预期的精度和计算复杂程度。半拉格朗日离散方法的评述详
见文献（Staniforth和Cote ，1991）。在线性单时间层的半拉格朗日方法里，拉格朗日点通过
以下公式搜索： 

 
 
 

拉格朗日点处的变量的值可用三线迎风插值法获得： 

 

上述方程便为半拉格朗日法构成了一个线性插值八节点模板。若流场近似于一维均匀流，线
性拉格朗日法在CFL < 1的情况下可简化为线性迎风方法。实际上，我们更容易把线性半拉格朗
日法看作在CFL高值时会不断地重置的三维线性迎风格式模板，因为线性半拉格朗日法表现出的
不可接受的数值扩散水平是线性迎风方法的特点。若拉格朗日点处的变量值采用二次插值方法
求得，则数值扩散可得到改善。 

二次欧拉－拉格朗日方法 

二次半拉格朗日法将使用三线插值（TRIM中已用到）的8点迎风格式模板扩展为使用二次拉
格朗日多项式插值的27点迎风格式模板。运用文献（Casulli 和 Cheng，1992）的符号表示
法，则算子对速度场（x平面）进行内插至位置(i+1/2-a，j-b，k-d)，其中a，b，d为实数，表示
以位置(i+1/2，j，k)为起点的位移。此位置为质点运动轨迹线起点的估计值，该质点穿过时间n
的速度场，经过时间t后移动到位置(i+1/2，j，k)。类似的符号表示法可运用于平面y＝j+1/2。
为方便起见，用上标（p）来标志轨迹线起点，则方程组4.2 和4.3中的平流算子L()（拉普拉斯
算子）可表示为： 

 

    文献（Casulli，1990）中讨论了有关双线性插值的二维轨迹线起点计算过程，图4.1 的二
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维二次拉格朗日插值图解中也对该计算过程加以说明。对于不均匀网格的拉格朗日插值，考虑
采用与计算指数(i，j，k）相关的物理空间坐标(x， y， z）较为方便。如图4.2所示，在y方向

上的三条插值线中运用三维拉格朗日插值法计算得到任意点(x(p)(p) ， y(p)(p) ， z(p)(p) )上的 

U(p)值，其中三条插值线是通过9次如下形式的垂向插值得到的： 

 

    式中，(i，j)下标表示被插值的垂线的位置， 和的取值为+/-{0，1，2}，正负号取决于模板的迎风方向
（U的位置下标增量k的正负号也同理得出）。每条线(i，j)的拉格朗日多项式系数通过如下标准拉格朗日系数
公式(例如：Al_Khafaji和 Tooley，1986）计算： 

 

式中，zp为插值点的垂直坐标；正负号的选择必须满足模版的迎风性。垂向插值之后可得到
y方向上的3次水平插值，形式如下： 

 

最后，x方向上的单次插值如下： 

 

方程组4.22和4.23中的拉格朗日系数通过公式4.21计算，分别用x或y来替代z。拉格朗日差
值法采用二次模板是有利的，因为它降低了八节点线性模板中内波出现的人工阻尼，因而改进
了该方法求解分层流流域的自由运动的能力。这种改进在模拟分层流湖泊时是有必要的，而在
模拟水流物理过程以强制运动为主的河口时可能是次要的。如果不必重新定位模板就能计算出
在取值范围1 < CFL < 2内的流量源项，则二次模板计算的附加必要条件可稍加改进。 
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图4.1运用二次拉格朗日插值法计算欧拉－拉格朗日流线的二维图解 

流速向量A的份量分别为UA 和VA，用于在动量亚时间步长dt内自位置(i，j)追溯质点轨

迹至向量B的起点。速度向量B是在位置(i，j)对速度向量进行九网格点迎风插值得到的。
向量B用于追溯质点轨迹至向量C的起点，其值仍通过对周围9个节点插值而来。该步骤重

复n次直到n dt = t。如果某向量的起点位置不在该网格的9个迎风节点内，则迎风格式模
板需要重置。若出现需要重置的特殊情况，现行程序则运用线性插值的方法。最终得到的
向量为方程组4.8 和4.9中欧拉－拉格朗日算子，即L(Ui，j) ， = ， U(i-a，j-b)。亚时间步长

(n)的个数可被任意设定，其值较大时提供较高精度但计算代价也较高。值得注意的是n＝
1时，各处均相当于二次迎风离散化，其特点是精度较低（除非CFLa << 1）。作为一般原

则，最小的n值要设为网格和流场的局部函数，使得U dt x-1 < 1。 

Page 6 of 10Chapter 4

09/03/2010http://www.cwr.uwa.edu.au/services/models/legacy/cwrsoft/doc/elcom_science_chine...



图4.2运用三维二次拉格朗日插值相继在k、i、j方向上连续插值的示意图 

为清晰起见，该图解展示的是均匀网格上的插值。然而该方法也可被运用于非均匀网格，且
无需修正。 

4.7标量迁移 

经论证，对于强分层流来说，标量迁移是流体动力学数值算法中最重要的一块。如果标量迁
移不够精确，我们则不能获得密度场和内波运动的正确演进过程。在ELCOM中，应用了一种守恒
的三阶标量迁移方法。研究发现，当密度分布通过斜压项反馈到动量方程时，对于分层湖泊和
河口模型，守恒方法的使用是关键。非守恒方法会导致斜压力中动量的损失，从而使得内波耗
散过快，并可能使得驱动潜流的强梯度力消失。使用非守恒方法，在盐度和温度峰面上，质量
的损失和陡峭梯度的衰减还会导致模型能力的降低。 

某标量浓度C的迁移过程的三步数值算法可定义为： 
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    如同动量混合和源项，方程4.24中的混合算子描述了由雷诺压力项引起的垂向混合作用，

在接下来的垂向混合模型章节会详细讨论。方程4.24中的S(c)表示标量源（例如：通过自由水面
传递到风混合层的热能）。方程4.25描述了由分解流场引起的标量场水平对流作用，方程4.26
描述了由湍流运动引起的水平扩散作用。为了使上下文明确，将对流作用（即由方程4.25描

述）定义在时间步长t上；但当MAX(CFLa) > 1时，则定义在亚时间步长t上，其中mt = t，即

方程4.25被迭代m次。在下文的推导过程中，若用t 代替t，用n+mt 代替 n+1，即可使方程反
映出亚时间步长的迭代过程。 

使用微分符号，则迁移方程的守恒形式为： 

 

式中是控制量，Ax， Ay， A 是控制体积的表面面积。为了有助于离散形式的清晰表达，
所有中心变量可略掉下标(i，j，k)， 因此 Ci，j，k 可简写为C，而 Ci，j+1/2，k 可简写为Cj+1/2。

将离散水平对流的标量浓度场(C*)写成在n*集上的保守通量的水平对流形式为： 

 

式中x形式的算子的在方程4.14中定义。Q为通过单元表面的标量通量，将其在n*网格单元
集的（i+1/2）表面定义为： 

 

j+1/2和k+1/2单元表面的标量通量可类似定义。由于在包含自由面的单元在最上层表面没有
通量经过，因此Qi，j，F+1/2 = 0，其中K=F指包含自由面的单元。由此可得

和 。对n*集里的任意单元(i，j，F)，有： 

 

因此，对n*集里的所有单元（包括自由面单元），有： 

 

由于标量浓度是在单元中心更新的，所以有必要定义一种内插方法来求单元表面的值（例如

x(UC)）。文献（Leonard ，1991）结合使用ULTIMATE限流滤波和三阶QUICKEST内插方
法，在限制数值扩散的同时可维持单调性的标量场，效果特别好。文献（Lin和Falconer，
1997）在二维河口水流上运用了该方法，并证明了其有效性。守恒的 ULTIMATE QUICKEST 
方法限定所有坐标方向上CFLa < 1。由于当前的半隐式格式在CFL值更大时仍是稳定的（假设
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CFLb不超过一个单位），所以ULTIMATE QUICKEST算法必须在亚时间步长上连续计算，

使得在每个亚时间步长上的最大CFLa值均小于1。实践中，强分层流流域的低分辨率模型具有
根据动量求解中斜压模式来定义的时间步长限制，因而不会出现CFLa> 1的情况。 

虽然文献（Gross等，1999） 最近对迁移方法提出的评估并未直接检验运用于QUICKEST
方法中的ULTIMATE滤波，但是他们的结果的确表明，使用QUICKEST 方法或使用将Roe's 
superbee滤波带入Lax-Wendroff 差分格式的方法，可以获得South San Francisco 海湾二维模
型的有效结果。由于Lax-Wendroff是一种二阶离散化格式，所以多数情况下在三阶QUICKEST
中带入ULTIMATE滤波至少会与他们测试的方法一样有效。对比当前使用的显式离散化方法和
考虑文献（Gross等，1998）最近对TRIM的加以修改后的垂向隐式方法，后者的优点是当CFL 
> 1，时，对于标量迁移过程的求解，该方法是稳定的，而当前的显式离散化方法在遇到CFL高
值时，要求对标量迁移轨迹进行亚时间尺度上的迭代计算。因此，对于垂向细网格分辨率来
说，文献（Gross 等，1998）提出的方法更加合适，而对于粗网格分辨率来说，当前的显式离
散化方法会显示更高的计算效率。 

4.7.1标量的水平扩散 

为了求得n+1时段在解空间n*内的标量场，对方程4.2.1中的水平扩散项进行离散化： 

 

        Dx和Dy是二阶导数的有限元差分算子。如同对流速的处理方法， 在n+1时段对不在解空
间n*内的任意位置，浓度的更新采用临近单元的值。 

4.8岸墙和底部边界条件 

风力向湖泊中引入的动量耗散于湖泊边界层和内部紊流。深度平均的二维模型（例：
Casulli，1990）应用谢才－曼宁底部应力公式来说明动量在整个水柱中的耗散过程。该公式的
显著作用体现在提供了一种通过校准沿海或河口的深度平均模型来再生一组已知潮汐数据的方
法。在有分层作用的三维模型中，用于校准底部摩擦系数的详细实测资料通常无法获得。更重
要是当流域尺度的内波波能不能传输到亚网格尺度波中时，我们无法确定文献中是否存在某一
边界条件模型能捕捉到实际的边界动力学过程，并能正确提供耗散和垂向流动时间和位置。岸
墙边界条件（例如，垂直固体边界）常被模拟为自由滑移以使数值方法实现简化（Casulli 和 
Cheng，1992）。然而，在这种模拟中，由于缺少岸墙阻力，边界将不能产生垂直漩涡。而湖
泊一般都有陡坡和沿岸流区域（由于开尔文波的存在），因此在模拟流域尺度的运动时，忽略
岸墙阻力可能并非一种可取的简化方法。  

在粗网格模型中，仍需做许多工作来研制合适的底部和岸墙边界条件。ELCOM提供三种基本
的边界条件形式：（1）无滑移，（2）自由滑移，（3）特定应力。 

4.9风动量模型 

风动量通常用自由面应力边界条件来模拟（例如：Casulli和Cheng 1992）： 

 

式中，是涡流粘度；u*
2是风应力。该边界条件需要垂向粘度项或扩散项如下形式的解（用
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来替换动量方程组和标量迁移方程组中的雷诺应力项）： 

 and   

和ELCOM中用三维混合层模型模拟的项。正如文献（Glorioso和Davies，1995）所论证的
那样，在风力各向同性的系统中，涡流粘度公式的选择对压力驱动下的迎风流的发展有着显著
影响。在分层流系统中采用涡流粘度或扩散率的方法，则风混合层的深度、下沉风速度和速率
剪力是温跃层上涡流粘度和扩散率所采用值的函数。在垂向粗网格分辨率时对混合层深度进行
预测，其结果往往不理想。即使是在高分辨率网格时，根据文献（Martin，1985）的一维预测

结果，k-模型和代数应力模型的性能仍待检验。由于湍流粘度项用于模拟在风混合层中动量的
引入，因此我们能用该项来替换风混合层深度的预测模型和动量在深度上的分布模型。风混合
层中包含自由面，且深度（h）采用如下的离散形式计算： 

 

式中ka 和kb 分别为包含自由面网格单元kh的水柱(i，j)中风混合层的较低和较高的网格单元

的指针。为得到一阶精度，我们可以将风动量的引入近似为混合层上的一个均匀分布
（Imberger和Patterson，1990）： 

 

式中是水柱(i，j)中自由面的高度。分别在x 和 y 方向上应用方程4.39，则在求解纳维埃－
斯托克斯方程组（Navier- Stokes equations）前，可直接得出风混合层速度场中的增量。 

至下一章表面热力学 
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