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岩土颗粒介质在应力波作用下的 

接触力与变形关系 

陈万祥，郭志昆，黄  育 

（解放军理工大学工程兵工程学院，南京 210007） 
 

摘  要：为了描述岩土颗粒介质在应力波作用下的接触力与变形关系，运用接触力学和刚体动力学等理论方法，考虑颗粒体

之间的局部非线性相互作用，通过引入恢复系数，导出了适用于低速冲击情况下的颗粒介质弹塑性接触模型，通过几种算例

的比较分析，说明了该计算方法的合理性。结果表明：本文给出的接触力与变形关系，避开了复杂的增量形式和非线性动态

接触问题，且反映了颗粒体的冲击速度、物理力学性质、几何特征以及表面物理条件等因素对接触过程的影响，便于工程推

广应用。 
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Contact force-displacement relationship for geotechnical granular  
medium under stress wave 

 
CHEN Wan-xiang, GUO Zhi-kun, HUANG Yu 

(Engineering Institute of Corps of Engineers，PLA University of Science and Technology, Nanjing 210007, China) 

Abstract: In order to describe the force-displacement relationship of geotechnical granular medium under stress wave, an 
elastoplastic contact model of low velocity impact is derived according to the theories of contact mechanics and rigid dynamics, in 
which the local nonlinear dynamic interaction of granulae is considered and the coefficient of restitution is introduced. Then the 
rationalities of the contact model are verified by several examples. The results show that the complicated incremental formula and the 
problem of nonlinear dynamic contact have been avoided in the contact model; and the effects of many factors such as impact 
velocity, physico-mechanical property, geometrical characteristic and exterior physical condition of the granulae during contact are 
taken into account; therefore the contact model is convenient for engineering application.  
Key words: contact mechanics; impact; granular medium; coefficient of restitution; contact model 
 

1  引  言 

地下爆炸、冲击及天然地震所激发的应力波在

岩土介质中传播并产生振动，当应力波携带的能量

足够大时就会引起介质及嵌固于其中的工程结构的

变形和破坏，因此无论是分析岩土介质动力特性，

还是研究地下结构的动力灾变问题，都必须掌握应

力波作用下岩土介质的变形规律。 
受构造运动的强烈作用，断层中的透镜体可以

看作是颗粒体。试验和理论研究表明[1]，应力波在

颗粒介质中传播时，不仅取决于颗粒体自身的物理

力学性质、颗粒体拓扑结构、颗粒体间的填充物及

孔隙率（不涉及液、气两项的影响），而且极大地受

颗粒体间局部接触力－变形行为的影响。目前，可

以用来反映颗粒体间局部相互作用的途径大致有两

种：一种是离散单元法；另一种是微结构连续介质

分析方法。 
一个广泛应用的计算技术是由Cundall和Strack

开发的所谓离散单元法[2](discrete element method，
简称DEM)，该方法引入了线性弹簧及阻尼模型，

可以模拟相接触颗粒体间的相互作用。近年来，

Thornton[3]、Di Renzo[4]和Vu-Quoc [5]等人将弹性接
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触模型推广到弹塑性接触问题，并取消了全局阻尼

的使用。但对爆炸、冲击现象，离散单元法很难描

述非连续介质颗粒之间的接触冲击及颗粒能量逸失

等动力效应，对于颗粒数目较多的颗粒介质，存在

惊人的计算费用，而且在计算过程中存在许多不确

定参数，计算结果缺乏可信度。 
在微结构连续力学模型中，用于描述颗粒体变

形特征是通过对微观量（接触力、接触变形等）进

行系统平均而得到的宏观连续变量（应力、应变）

来表示。许多学者沿着这个方向进行了卓有成效的

研究，然而，这些研究工作没有考虑两颗粒体的转

动效应；同时认为应变场是均匀的。近年来，Vu-Quoc
发表了一系列关于颗粒材料接触理论的文章，但均

没有涉及动力问题[5－7]。为了描述岩土颗粒介质在

应力波作用下的接触力与变形关系，基于Johnson、
等提出的计算模型[8]（即JKR理论）和接触力学理

论，通过引入恢复系数，导出了一种新的颗粒介质

在低速冲击下的弹塑性接触模型。 

2  弹塑性接触模型 

2.1  动力接触模型 
无论是颗粒与颗粒还是颗粒与周围介质间的相

互作用就其力学性质而言属于固体力学中的接触问

题。以往对颗粒介质接触变形的研究中，颗粒体常

被看作没有塑性变形的有摩擦的球形固体，然而在

应力波作用下当颗粒体的法向相对速度足够大时，

就必须考虑由于局部塑性流动所引起的应力松弛。

由Johnson[9]的研究可知，准静态接触变形理论适合

于应力波最小谱波长远大于颗粒特征尺寸条件下的

动力分析，本文的动力分析属于上述范畴，因而采

用文献[10]给出的接触模型，如图1。 
 

 
图 1  动力接触模型 

Fig.1  Dynamic contact model 

 

图 1 中，颗粒看作刚体，局部接触变形反映在

附加的力学元件上，弹簧代表局部变形，µ 为冲击

摩擦系数， m1D 、 m2D 为辐射阻尼系数，即介质的

波阻抗。 
2.2  局部接触力-变形关系 

由接触理论可知，对于同种材料的接触问题，

法向接触与切向接触（包括接接触变形和接触刚度

等）是不耦合的，即使对不同材料的接触，这种耦

合效应也是非常小的。在以下分析中，将忽略这些

耦合效应的影响。 
按图 1 给出的接触模型，法向和切向接触力可

分别表示为 

                n n n n

τ τ τ τ

f K f

f K f

δ

δ

⎫= − ⎪
⎬

= − ⎪⎭
          （1） 

式中：δ 为颗粒体的相对位移； f 为由于局部塑性

流动产生的松弛力；K 为弹性接触刚度；下标 n 和

下标 τ分别表示法向和切向。 
在塑性动力分析中，如果考虑颗粒体材料的应

变率效应、应变硬化等因素，问题将非常复杂。本

文借鉴Thornton[11]及文献[10]的假定和分析方法，对

颗粒体准静态加载和卸载过程采用了理想弹塑性本

构关系（如图2），并引进了恢复系数来处理局部的

塑性变形。 
根据牛顿第二运动定律和动量矩定理，并考虑

颗粒体恢复系数的定义： n n n/e v v′= 及 τ τ τ/e v v′= ，

在假定 τ n tanf f ϕ≤ （ϕ 为颗粒体自身的内摩擦

角）的情况下（剪切滑移的切向接触力由

Mohr-Coulomb 定律控制），法向和切向接触力可以

分别表示为[21] 
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(a) 法向 
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(b) 切向 

图 2  摩擦接触的理想弹塑性本构关系 
Fig.2  Constitutive model of frictional contact 

 

2.3  接触刚度 
接触瞬间，颗粒体最初是在一个点上接触，在

接触荷载作用下，它们在最初的接触点附近发生变

形，致使它们在一个有限的区域上接触，这些区域

与两颗粒体尺寸相比是很小的，并且认为每个颗粒

体表面在宏观尺度上是外形光滑的。这样我们就可

以引入非协调表面的概念[9]：接触区中这样两表面

之间的初始空隙可以用二次多项式足够近似地表

示，即颗粒体相对曲率 11/ R 和 21/ R 足够大时，非协

调接触表面完全可以用最初接触点上的曲率半径表

征。由 Hertz 接触理论可知，两颗粒体的法向相对

位移 nδ 的表达式为 

                
1

2 3
n

n 2

9
16

f
R E

δ ∗ ∗

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

         （3） 

根据刚度的定义，可以确定法向接触刚度 

        
1

1n 2
n n

n

4
3

K E R
f
δ δ

−
∗ ∗⎛ ⎞∂= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

       （4） 

式中：

12 2
1 2

1 2

1 1E
E E
υ υ

−
∗ ⎛ ⎞− −= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
；

1 2

1 1 1
R RR ∗ = + ；下

标1和2 分别表示颗粒1和颗粒2 。 
目前对于切向接触刚度 τK 还没有统一的确定

方法。在缺乏固体力学理论基础上，很多研究者都

假定 τ nK K≈ [12—14]。另外，考虑到接触的滚动效应，

也有文献认为 2 2
τ n/ 1/(1 / )K K R k∗= + ，其中 k 为颗

粒体的回转半径[15－16]。当接触体材料力学性质比较

相似时，上述假定是比较切合实际的，对于不同的

材料，这种假定显然缺乏理论依据。 
切向接触力的计算一直被公认为接触问题的

难题，其复杂性在于接触刚度与接触体冲击条件、

法向接触变形及接触体表面物理条件等因素有

关。Mindlin 和 Deresiewicz 率先提出了增量形式的

切向接触力计算方法（MD 模型）[17]，但计算过程

非常繁琐，在实际应用中是相当麻烦的。为了避

开复杂的增量形式，近年来，Alberto 和 Francesco
等人结合颗粒体的冲击条件，并假设接触点的法

向和切向速度为恒值的情况下，进一步建立了较

为合理的宏观切向接触力与变形关系的显式表达

式(即修正的 MD 模型)[18] 

          
1

2
τ n τ

16
3

f G R δ δ∗ ∗⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

           （5） 

将上式对切向相对位移 τδ 微分，可以得到弹性

接触过程中的切向接触刚度 τK  

            
1

2
τ n

16
3

K G R δ∗ ∗=             （6） 

式中：

1

1 2

1 2

2 2G
G G

υ υ
−

∗ ⎛ ⎞− −= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

2.4  恢复系数 
恢复系数表征两接触体接触后变形恢复的能

力，对整个接触过程有很大的影响。长期以来，人

们对恢复系数的理论研究一直都在进行，这些研究

成果对于冲击速度很低的准静态弹性接触问题而言

是比较精确的，当冲击速度较大，出现了局部塑性

变形，尤其在不能忽略冲击动力效应的情况下，计

算误差较大[19－20]。 
文献[9]根据理想弹塑性的接触关系及 Hertz 理

论，给出了法向恢复系数的良好近似表达式 

         

1
4

25 3
4 4 n

2 m
n 3

m

1
3 4 2

10

M vpe
E p R

π

−
∗

∗ ∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

   （7） 

式中：M*为两颗粒体的相对质量。 
对于式（7）中的平均屈服接触压力需要通过

试验来确定，对于准静态弹塑性接触，文献[11]建
议 m 2.8 Yp σ= ，而文献[9]则认为 m 3.0 Yp σ= ，这

些假定均未考虑材料的动力效应。对于冲击问题，

材料的惯性应力可能在数值上可与抵抗变形的材

料屈服应力相比较，当 2
0 n / 1Yvρ σ ≥ 时，惯性应力

甚至变得比屈服强度更重要，因此冲击接触过程

中的惯性效应是不可忽略的因素，而以往的恢复

系数中并没有考虑惯性效应的影响。根据球形空

腔膨胀理论，如果忽略应变率的影响，则平均动

态屈服接触压力可以通过下式近似计算 
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式中：

3 1
2 4

n
m

0 Y

v ED
C σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
为动力放大系数。 

对于冲击接触问题的切向恢复系数 τe ，迄今

还没有一个普遍认可的近似表达式，作为工程应

用上的一种近似，文献[10]给出了切向恢复系数 τe
与法向恢复系数 ne 之间的关系 

         
2

τ
τ n2

n

1 1 (1 )
vRe e
vk

µ
∗⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

       （9） 

式中： µ 为冲击摩擦系数； nv 、 τv 分别为颗粒体

在接触点处的初始法向和切向相对速度。 
冲击碰撞过程中的一个很不确定因素就是作用

在接触表面的摩擦系数。 Hutchings试验研究表明，

低速冲击的摩擦系数值接近0.05[22]，而陈大年则指

出，只有在计及接触点的微粒间相互作用且满足一

定条件时，试验中的冲击摩擦系数才可能接近0.05，
如果连续犁沟发生，其冲击过程平均值就大于

0.05[23]。他认为，冲击荷载下有效摩擦系数是滑移、

滚动、犁沟效应的个别或交互作用的结果，即冲击

摩擦系数是冲击过程及初始入射角的函数。在工程

应用中，我们一般都认为冲击摩擦系数µ 与冲击速

度有关[21]，即 

       
d d

d
s d d

( )

( )s

v v

v v v
v

µ
µ µ µµ

>⎧
⎪= −⎨ −⎪⎩

≤
      （10） 

式中： v 为冲击速度； dµ 和 sµ 为与冲击速度有关

的常数。对于岩土类材料的接触，静摩擦系数

s 0.50µ = ；由于犁沟效应明显，动摩擦系数

d 0.08µ = ；临界冲击速度 d 30.0 m/sv = 。 

3  接触力与变形关系 
对于理想弹塑性颗粒介质，如果加载过程中发

生塑性变形，由于接触表面的永久变形，则卸载过

程中将有 p1/ 1/R R∗ ∗< ，卸载过程由 Hertz 弹性接触

理论控制，但此时与卸载点对应的等效弹性接触力

为
3e 2

n n
4
3

f E R δ∗ ∗ ∗= ，这样弹塑性接触力可以通过

在等效弹性接触力中引入应力松弛项来表示。根据

牛顿第二运动定律，两颗粒体弹塑性法向运动方程

为 

                
2 3

2
1 n2

d
d

nM k
t
δ δ∗ =          （11） 

式中：
2
n

1 2
n

24
3 1

ek E R
e

∗ ∗=
+

。当两颗粒体的相对法

向速度 nd / d 0tδ = 时，法向相对位移达到最大值，

即 

       
2 2

52 2 5
* n n
n 2

n

15 1
216

M v e
eE R

δ
∗

∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

   （12） 

两颗粒体弹塑性切向运动方程为 

                
2

τ
2 τ2

d
d

M k
t
δ δ∗′ =          （13） 

式中：
21 τ2

2 n 2
τ

216
3 1

ek G R
e

δ∗ ∗=
+

；
21

111
MMM ′

+
′

=
′∗ ，

且 )/1/( 22
iiii kRMM +=′ 。  

令 τd / d 0tδ = ，得到最大切向相对位移 

        

1 122 2 2
τ τ

τ 1 2
2 τn

3 1
216

M v e
eG R

δ
δ

∗
∗

∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ +⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
   （14） 

根据图 2 所示的理想弹塑性本构关系及局部接

触力-变形关系，颗粒体在整个弹塑性接触过程中的

接触力与变形关系可以用下列式子完整地描述 

( )

23 n2
n 2

n
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2n 2 53

p 2 n
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n

p *
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24
3 1
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（15） 
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式中：

2
2 5

p * n
n n n 2

n

2
1

e
e

δ δ δ ∗ ⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟+⎝ ⎠

为法向塑性变形；

1
2 2

p * * τ
τ τ τ 2

τ

2
1

e
e

δ δ δ
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟+⎝ ⎠
为切向塑性变形。可以看出，

切向力不仅取决于法向变形 nδ 及切向变形 τδ 的大

小，而且取决于法向变形 nδ 及切向变形 τδ 的历史。 
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颗粒体在冲击过程中的相对运动状态（接触

或滑移）取决于入射条件[24]。当 τ n tanf f ϕ> 时，

接触过程为剪切滑移状态，则切向接触力由

Mohr-Coulomb 定律控制，即 
              τ n τ( )f f sign vµ= −         （17） 

4  算例分析 
主要分析不同冲击速度和不同颗粒粒径对接

触力与变形关系的影响规律。岩土颗粒介质的基本

力学参数：弹性模量 625.0 10  MPaE = × ，泊松比

0.30υ = ，黏聚力 80 kPac = ，摩擦角 24ϕ = ，密

度 3
0 1 880 kg/mρ = ，平均粒径 208 µmR = 。根据统

一双剪强度理论，对于理想弹塑性岩土类材料，其

压缩屈服强度可用 c 、ϕ 表示为
2 cos
1 sinY

c ϕσ
ϕ

=
−

（见

文 献 [25] ）， 则 相 应 的 屈 服 冲 击 速 度 为

0

1.08 m/sY
Yv

E
σ
ρ

= ≈ 。 

图 3 为不同冲击速度对接触力与变形关系的影

响，其中，冲击角 5=φ 。可以看出，冲击速度对

接触力和接触变形有明显的影响，接触力和接触变

形均随冲击速度增大而增大。由于法向出现了局部

塑性变形，加载过程中法向接触刚度随冲击速度的

增大而减小，卸载后的残余塑性变形比较大，而冲

击速度对切向接触刚度影响不大，卸载后只出现很

小的塑性变形。 
图 4 为不同粒径对接触力与变形关系的影响，

其中，冲击角 5=φ ，冲击速度 0 2 m/sv = 。可以

看出，颗粒体的粒径对接触力及接触变形也有很大

影响，颗粒体粒径越大，接触力及接触变形也越大，

由于接触刚度与接触变形成正比关系，因而接触刚

度随颗粒体粒径的增大而增大，卸载后残余的法向

塑性变形比切向塑性变形要大得多。 
 

 
(a)法向接触力-变形关系 

 
(b) 切向接触力-变形关系 

图 3  不同冲击速度下的接触力与变形关系 
Fig.3  Contact force-displacement relationships for  

different impact velocities 
 

 
(a) 法向接触力-变形关系 

 

 
(b) 切向接触力-变形关系 

图 4  不同粒径的接触力与变形关系 
Fig.4  Contact force-displacement relationships  

for different granular radii 

 

图 5 为本模型的计算结果与有关文献接触模型

的计算结果比较，其中，冲击角 10=φ ，冲击速

度 0 3 m/sv = 。Hertz 接触理论没有考虑接触塑性变

形的影响，接触过程中不会因塑性流动而产生应力
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松弛，因此在同样接触条件下，其法向接触力比本

模型的计算结果大许多，该方法对于弹性接触问题

而言是比较合理的，当冲击速度超出屈服速度时，

Hertz 接触理论显然不再适用，而本模型考虑了局部

塑性变形对接触过程的影响，可以推广到弹塑性冲

击接触问题的计算中去。此外，如果为准静态弹性

接触，即 n 1.0e ≈ 时，容易验证两种方法的计算结果

完全一致。此外，修正的 MD 模型同样没有考虑接

触过程中局部塑性变形的影响，计算结果发现两种

计算模型的接触刚度比较接近，但由于本模型考虑

了切向局部塑性流动的影响，切向接触变形较修正

MD 模型大，切向接触力比修正 MD 模型的计算结

果大。 
 

 
(a) 法向接触力-变形关系 

 

 

(b) 切向接触力-变形关系 
图 5  计算结果比较 

Fig.5  Comparison of calculation results 

 

5  结  论 
本文运用接触力学和刚体动力学的理论方法，

通过引入恢复系数来考虑颗粒体由于局部塑性流动

而产生的应力松弛，建立了一种新的颗粒体在低速

冲击下的接触力与变形关系，取得如下结论： 
（1）通过几种情况的计算比较分析发现，岩土

颗粒体的接触力及接触变形随冲击速度、颗粒体粒

径的增大而明显增大，接触后的残留塑性变形也随

冲击速度、颗粒体粒径的增大而增大，且法向残余

变形比切向残余变形大得多。 
（2）通过与有关文献的接触模型的计算结果比

较可知，由于本模型考虑了接触过程中局部塑性流

动的影响，法向接触力较弹性理论大，而切向接触

力比按弹性理论的计算结果小，并且接触后均产生

了不可恢复的塑性变形，表明本文计算方法是合理

的。只有在弹性接触情况下，采用传统的接触模型

才能得到较为准确的结果，当冲击速度超过屈服速

度后，本模型的计算结果更合符实际情况。 
（3）给出的宏观弹塑性接触模型，大大简化了

复杂的非线性动态接触问题，避开了以往繁琐的增

量形式表达式，而且具有明确的物理力学意义，清

楚地说明了接触力与颗粒体的冲击速度、材料力学

性质、几何特征及表面物理条件等因素之间的关系，

对于应力波最小谱波长远大于颗粒体特征尺寸的情

况，计算方法是简单合理的。 
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