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基于变形加固理论的结构稳定和加固分析 
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摘要：对结构稳定的概念和评判标准进行论述，指出以塑性余能作为结构稳定评判标准的内在含义。基于非平衡

态热力学的约束平衡概念，提出变形加固理论，采用超出屈服面的不平衡力对失稳结构的力学行为进行分析。采

用 Drucker-Prager 屈服准则，利用塑性余能作为评价标准，同时与理论解、ABAQUS 和 TFINE 的求解结果对比，

对柱体和均质边坡的稳定性进行分析。基于重力坝模型，研究网格尺寸对塑性余能计算的影响。采用和不平衡力

大小相等、方向相反的加固力，对柱体和条形基础在加固前后的承载力进行分析，并和理论解进行对比。计算结

果表明，塑性余能是塑性应变在整体结构上的标量范数，是结构偏离稳定状态的距离。可以作为结构稳定性的评

价指标，而基于不平衡力的加固计算可以同时确定给定结构安全度下的加固区域和加固力大小，由此确定的加固

方式的加固效率是很高的，指导加固设计是很有效的。 
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ANALYSIS OF STRUCTURE STABILITY AND REINFORCEMENT  
BASED ON DEFORMATION REINFORCEMENT THEORY 

 
LIU Yaoru，WANG Chuanqi，YANG Qiang 

(State Key Laboratory of Hydroscience and Hydraulic Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China) 

 
Abstract：The concept and rationality of using plastic complementary energy(PCE) as the criterion of structures′ 
stability are illustrated. Based on the concept of constraint-equilibrium in non-equilibrium thermodynamics，
deformation reinforcement theory，which analyzes the mechanical behaviors of unstable structure with unbalanced 
forces exceeding the yield surface，is presented. Compared with the results obtained by ABAQUS，TFINE and 
theory respectively，the stabilities of cylinder rock specimens and homogeneous slope are analyzed. The influence 
of mesh sizes of the dam-heel in FEM on PCE is studied based on Drucker-Prager yield criteria. By adopting the 
load with the same magnitude but in opposite direction with unbalanced forces，the bearing capacities of 
rectangular column and strip foundation before and after reinforcement are analyzed and compared with the 
theoretical solution. The results show that PCE is the scalar norm of plastic strain from the perspectives of integral 
degree，as well as the distance away from safety. Hence PCE could be a reasonable evaluation criterion of structure. 
Furthermore，the reinforcement calculation and analysis based on unbalanced forces clearly present the area and 
size of reinforcement under a certain safety degree. This type of reinforcement is very efficient and could provide 
guidance for practical engineering. 
Key words：hydraulic engineering；plastic complementary energy(PCE)；stability of structures；deformation 
reinforcement；unbalanced forces；numerical verification  
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1  引  言 
 

在岩土工程稳定和加固分析中，一般是基于数

值分析方法，通过位移、应力和屈服区来判断岩体

结构的稳定性。对于加固的效果分析，一般也是通

过上述各量的变化进行分析。这种分析往往带有很

大的主观因素，而且大量计算实践表明，加固措施

对这些力学效应的影响往往都很小，以此来评价加

固效果是不合理的，也很容易得出加固措施效果不

明显的错误结论。 
对于特定滑面的稳定而言，刚体极限平衡法[1]

是一种成熟的算法，有明确的设计规范和配套的安

全系数，对于一个结构，在给定的安全系数下，所

需加固力是一定的。但刚体极限平衡法针对的是结

构濒临破坏的状态。实际上，结构破坏是一个渐近

的破坏过程，不同的变形状态需要不同的加固力以

维持稳定。作者[2]基于非线性有限元分析，采用多

重网格法对滑面进行稳定分析，但是该方法只是

针对特定滑面进行校核，无法对结构的整体稳定性

做出评价。 
为了研究荷载超出结构极限承载力后的结构行

为，或者说结构失稳行为，杨 强等[3，4]依托三维弹

塑性有限元分析的迭代算法提出了变形加固理论，

以塑性余能范数分析评价结构的稳定性，以不平衡

力来确定加固区域和加固力，采用一些算例和地质

力学模型试验破坏结果进行了验证。杨 强等[5]对原

来的变形加固理论进行了拓展，按一般弹塑性理论

对弹塑性结构重新构建了变形加固理论的理论框

架，完全摆脱了有限元的描述方式，并建立了基于

塑性余能的结构稳定性理论。 
本文对结构稳定和失稳的判别准则进行了论

述，提出了基于余能范数的结构稳定判别准则，然

后基于非平衡态热力学问题中的约束平衡概念，提

出了变形加固理论。基于非线性有限元计算，采用

Drucker-Prager 屈服准则对结构的稳定和加固进行

了分析。通过计算长方体柱单轴压缩、均质边坡在

超载下的稳定性、重力坝坝踵开裂评价以及条形基

础和地基系统极限承载力等问题，并与相关理论解

或其他有限元程序计算结果比较，对余能范数作为

结构整体稳定指标的有效性进行了验证。同时，以

长方体柱和条形地基在加固前后的极限承载力计算

为例，通过数值结果和解析解的对比分析，对以不

平衡力确定结构加固区域和加固力的正确性进行了

验证。 
 

2  结构的稳定和失稳 
 

岩体材料具有很强的非线性，目前的数值分析

主要采用弹塑性方法。对于一个弹塑性结构，在承

受外荷载及给定加载路径下，如果结构是稳定的，

则一定存在同时满足平衡条件、变形协调条件和本

构关系的力学解，其中本构关系就包含了屈服准

则；如果结构处于失稳状态，则结构不存在同时满

足上述 3 个条件的力学解。 
假设变形协调的位移场为 u ，残余塑性位移场

为 pu ，由几何方程可以确定应变场ε 和塑性应变场
pε ，再由弹塑性应力–应变关系 )(: pεεσ −= D 确

定一个应力场，其中 D 为四阶弹性张量。这样得到

的应力场集合称为协调应力场集合，记为 kS 。 
在 kS 中，满足屈服条件的应力场集合记为 S，

称为协调稳定应力场集合；满足平衡条件的结构应

力场集合记为 1S ，称为协调平衡应力场集合。考虑

任意的协调平衡应力场 1σ ( 1 1∈ Sσ )和协调稳定应力

场σ ( ∈ Sσ )，其差值为塑性应力增量场 pσ∆ ： 

σσσ −=∆ 1
p               (1) 

塑性应力增量场 pσ∆ 对应于塑性应变增量场
p p:∆ = ∆Cε σ ，其中 C 为四阶柔度张量。 
对线弹性结构，由于不存在屈服条件，所以

kSS = ，故有 sk SSSSS ∩==∩ 11 ，也即线弹性结

构的真实应力场就是 1S 中的一个元素，它应该满足

弹性余能最小(弹性结构的最小余能原理[6])。 
对于弹塑性结构，则要看 S 和 1S 是否存在交集：

如果 S 和 1S 的交集不为空，则结构稳定，交集元素

个数取决于解的唯一性特性，如图 1(a)所示；如果

交集为空，则结构失稳，如图 1(b)所示。 
定义一个关于应力场的欧式空间，一个应力场

为该空间的一个点。如果以度量张量为 C/2，则 1σ
和σ 的距离 L 为 

2
1 1

1 ( ) : : ( )d
2 V

L V= − −∫ Cσ σ σ σ        (2) 

式中：V 为整个结构。 
两个应力场集合 S 和 1S 的距离 L̂ 定义为 

1
1 1

ˆ min      ( )L L= ∈ ∈S S
，

，
σ σ

σ σ          (3) 
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(a) 结构稳定 

 

(b) 结构失稳 

图 1  弹塑性解向量空间示意图 
Fig.1  Sketch map of elastoplastic solution in vector space 

 

显然，两个应力场集合 1S 和 S 的距离 L̂ 可作

为结构稳定性判剧： 
(1) 如果 0ˆ =L ，表明在 V 内处处有 1σ =σ ，存

在同时满足平衡条件和屈服条件的协调应力场，结

构稳定； 
(2) 如果 L̂ ＞0，表明在 V 内不存在能同时满足

平衡条件和屈服条件的应力场，结构失稳，且 L̂ 越

大，结构失稳程度越大。 
2L 的物理意义是余能，也可称之为塑性余能

(余能范数) E∆ ： 
2 p p1 : : d

2 V

E L V∆ = = ∆ ∆∫ Cσ σ       (4) 

式(4)表明， E∆ 也是塑性应力增量场 pσ∆ 的一

个标量范数。在此意义下， E∆ 也被称为余能范数。

对最近距离定义 2
min

ˆE L∆ = ，则结构稳定性判别标

准为： min 0∆ =E ，则 pσ∆ 处处为 0，结构是稳定

的； min 0∆E ＞ ，结构失稳。 
 

3  变形加固理论及有限元表述 
 
对给定荷载及加载路径下的弹塑性结构，经典

弹塑性理论要求结构的力学解(包括位移场、应力

场)必须满足变形协调条件、平衡条件和本构关系，

弹塑性本构关系中包括屈服条件。这意味着如果弹

塑性结构的力学解存在，则结构应力场处处不超出

屈服条件，结构是稳定的。所以在经典弹塑性力学

中，无从探讨失稳结构的力学行为。而实际中又需

要研究如何确定最有效的加固力系使失稳结构稳

定，故需研究失稳结构的力学行为。 
本文应用非平衡态热力学的思路处理这一问

题。在非平衡态热力学中，通过引入内变量将非平

衡态视为“约束平衡态”，从而可以用成熟的平衡态

热力学理论处理非平衡态热力学问题[7～10]。非平衡

态演化的驱动力是内变量的共扼力，如果对非平衡

态施加反向共扼力，非平衡态就失去演化动力，成

为“约束平衡态”。 
对于失稳结构，协调平衡应力场 1σ 在 V 内总有

一部分区域不满足屈服条件，该区域记为 1V 。即在

1V 内，结构不能承受应力场 1σ ，结构是不稳定的。

但是，可以用约束平衡态来看待应力场 1σ ，通过对

结构施加一个加固应力增量场使结构稳定，处于约

束平衡态。显然这个加固应力增量场就是反向的塑

性应力增量场 pσ∆− 。 
由于应力场 p 1

1 ij= + ∆ =σ σ σ σ 是协调平衡应力

场，故其满足平衡条件。假设弹塑性结构作用有体

积力 i=f f ，应力边界为 Sσ ，边界条件为 i= =T T  

ij jnσ 。则对于任意给定的虚位移 δ δ iu = u ，其相应

的虚应变为 ijδε ，由虚位移原理，得 
1

   
d d dij ij i i i iV V S

V V Sδ = δ + δ∫ ∫ ∫u f u T
σ

ε σ      (5) 

即 

   
d d dij ij i i i iV V S

V V Sδ = δ + δ −∫ ∫ ∫u f u T
σ

ε σ  

p

 
dij ijV
Vδ ∆∫ ε σ               (6) 

将结构进行有限元离散化后，假设形函数矩阵

为 N，应变矩阵为 B，外荷载等效节点力为 F，则

由式(6)可导出有限元的支配方程为 
T T T

1   
d d d

eVe Ve S
e e e

V V S= +∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫B N f N T
σ

σ   (7) 

即 
T T p

  
d d

Ve Ve
e e

V V= − ∆ =∑ ∑∫ ∫B F Bσ σ      

− ∆F Q                (8) 

式中： Q∆ 为塑性应力场 pσ∆ 的等效节点力，在有

限元分析中称为不平衡力，且有 
T p

 
d

Ve
e

V∆ = ∆∑∫Q B σ             (9) 

协调平衡应力场 
集合 S1 

协调稳定 
应力场集合 S 

协调平衡应力场 
集合 S1 

协调稳定 
应力场集合 S 

σ

1σ

p p1 : : d
2 V

V∆ = ∆ ∆∫E Cσ σ
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加固力的等效节点力就是 Q∆− 。也就是说，对

于一个特定的变形状态，加固力和不平衡力大小相

等、方向相反。故在节点力水平上，式(8)可理解为：

结构自承力=外荷载+加固力，或者，结构自承力+
不平衡力=外荷载。这两个表述是等价的，但意义有

所不同。前者说明加固力是外力，后者说明不平衡

力是内力。 
上面的思想就是变形加固理论，其基本要点可

表述为：对给定外荷载下的结构，结构出现不平衡

力的区域即为首先破坏区域；为维持稳定，出现不

平衡力的区域就是需要加固区域；加固力和不平衡

力大小相等、方向相反。 
在外荷载及加载路径给定的情况下，弹塑性失

稳结构总是趋于塑性余能最小的状态。由于塑性余

能范数是加固力的度量，这就要求失稳结构总是趋

于加固力最小化、自承力最大化的状态。在应力层

面上表现为应力场 1σ 和σ 的不断调整过程，但是这

两个应力场都是基于变形协调的位移场，调整过程

也是一个变形过程。因此，加固力是和变形相关

的，针对不同的变形，加固力也是不同的[11，12]。 
 

4  基于余能范数的结构稳定评价 
 
本文基于 Drucker-Prager 准则，对长方体柱、

均质边坡和重力坝进行了非线性有限元数值计算，

采用塑性余能进行了稳定性评价，并和理论解、

ABAQUS，TFINE 等计算结果进行了对比。其中

TFINE 是清华大学岩石力学与工程研究中心开发

的、用于进行岩土结构稳定和加固分析的三维非线

性有限元程序，目前已经用于国内大部分 300 m 级

高拱坝和部分高边坡的稳定和加固分析中。 
4.1 长方体柱的压缩数值试验 

长方体柱的有限元网格如图 2 所示，模型尺寸

为 40 mm×20 mm×8 mm。边界条件为：底部法向约

束，底部中心节点固端约束(以保证为静定结构)；
顶部施加均布荷载，不考虑自重作用。 

材料采用理想弹塑性模型，屈服准则为 Drucker- 
Prager 准则，弹性模量 E1 = 98 GPa，泊松比µ1 = 0.25，
内摩擦因数 f1 = 0.839，黏聚力 c1= 4.7 MPa。荷载加

载范围为 130～141 MPa，分 12 级施加，每级 1 MPa。 
Drucker-Prager 屈服准则为 

1 2 0f I J kα= + − ≤             (10a) 

       

(a)                 (b) 

图 2  长方体柱压缩试验模型及有限元网格 
Fig.2  Model and finite element mesh of rectangular column  

under compression 
 

其中， 

1 1 2 3

2 2 2
2 1 2 2 3 3 1

1 [( ) ( ) ( ) ]
6

I

J

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

= + + ⎫
⎪
⎬

= − + − + − ⎪
⎭

 (10b) 

式中： 1σ ， 2σ ， 3σ 均为主应力；α和 k 均为参数，

可通过拟合 Mohr-Coulomb 准则而得。 
对于本次数值试验， 1σ = 137 MPa， 2σ = 0 MPa，

3 0σ =  MPa(未施加围压)，式(10a)中 f =－0.005＜0 
(接近 0)，表明没有围压的试件的承载力在 137 
MPa 左右。 

数值试验得到的长方体柱整体塑性余能范数随

荷载的变化曲线如图 3 所示。 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
图 3  长方体柱整体塑性余能范数随荷载的变化曲线 

Fig.3  Variable curve of global PCE of rectangular  
column with load 

 

由图 3 可以看到，长方体柱的塑性余能范数在

加载到 137 MPa 之前均为 0，在 137～138 MPa 间

开始出现，以后随加载骤增，说明其在荷载为 137～
138 MPa 时发生了破坏，与基于 Drucker-Prager 屈
服准则的材料压缩破坏理论解一致。 
4.2 均质边坡超载数值试验 

本节通过与 ABAQUS 和 TFINE 的计算结果进

行对比，研究均质土坡随重力超载的稳定性。均质
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土坡坡高 H = 20 m，坡角为 45°，如图 4 所示。边

界条件为：底部固端约束，x 和 y 向边界面均为法

向约束(平面应变问题)。 
 

 

图 4  边坡模型有限元网格图 
Fig.4  Finite element meshes of slope model 

 

边坡土体采用理想弹塑性模型，不考虑剪胀性，

屈服条件为 Drucker-Prager 准则，弹性模量 E2 = 100 
MPa，泊松比µ2 = 0.3，容重γ2 =1.25 kN/m3，内摩擦

因数 f2 = 0.268，黏聚力 c2 = 0.036 8 MPa(依据赵尚

毅等[13～15]的研究，采用 Mohr-Coulomb 等面积圆拟

合的 Drucker-Prager 参数)。 
不考虑初始地应力，在 ABAQUS 中一次性给

所有单元施加 1 g(g 为重力加速度)的荷载，计算步

长由其自动选择。在 TFINE 中，重力荷载分 20 级

施加，按 0.05 g 递增，从 0 增加到 1 g。 
ABAQUS 在荷载步为 0.998 95 时迭代终止，荷

载步为 0.92 时从坡脚到坡顶的塑性区已贯通，结合

图 5 所示的边坡顶点位移随超载的变化曲线综合判

定，该边坡的安全系数为 0.92 左右。 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
图 5  边坡顶点位移变化曲线(ABAQUS 结果) 

Fig.5  Variable curves of displacements on the top of slope  
(ABAQUS results) 

 

TFINE 计算所得塑性余能范数随加载步的变化

曲线如图 6 所示。从图 6 可以看出，在加载步为 0.9
附近边坡的塑性余能范数发生突变，以后随超载急

剧增加，故可以判定边坡的安全系数在 0.9 左右，

与 ABAQUS 计算结果接近。 
4.3 坝踵区不同尺寸有限元网格数值试验 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 6  塑性余能范数随加载步的变化曲线(TFINE 结果) 

Fig.6  Variable curve of PCE with loading step(TFINE results) 
 

拱坝和重力坝坝踵区属应力奇异区域，其计算

拉应力水平随有限元网格尺寸而异，网格愈小，拉 
应力愈大，这一角缘效应将影响相当高度范围的应

力值。最新规范[16]规定：“有限元法计算的坝基应

力，其上游面拉应力宽度，宜小于坝底宽度的 0.07
倍或小于坝踵至帷幕中心线的距离”，这里面的主

观因素的成分较大。本节考察坝踵区有限元网格尺

寸对塑性余能范数的影响。 
重力坝模型如图 7 所示，坝高 100 m，底宽

70 m，下游面坡度 1.5∶1，坡脚 56.3°。边界条件

为：底面固端约束，上、下游边界面法向(y 向)约
束，侧面法向(x 向)约束。 

 

 

图 7  重力坝模型及有限元网格图 
Fig.7  Model and finite element mesh of gravity dam 

 

坝体和坝基的材料采用理想弹塑性模型，屈服

准则采用 Drucker-Prager 准则，如表 1 所示。 
 

表 1  重力坝模型材料参数表 
Table 1  Material parameters of gravity dam model 

材料
弹性模量

/GPa 泊松比
密度 

/(g·cm－3) 
内摩擦

因数 
黏聚力 
/MPa 

坝体 21.0 0.167 2.40 1.70 5.0 

地基 19.0 0.130 2.65 1.30 1.8 

 
以坝踵点为中心向上下游和上下高程各 20 m 
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(1/5 坝高)范围内，按不同尺寸建立 5 种有限元网格

模型(坝踵区网格平均尺寸分别为 3.0，2.5，2.0，1.0
和 0.5 m)。计算所得的不同尺寸网格模型的塑性余

能范数随超载(上游水荷载)倍数的变化曲线如图 8
所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 8  不同尺寸网格模型的塑性余能范数随超载倍数的 
变化曲线 

Fig.8  Variable curves of PCE of models with different sizes of  
meshes with overload 

 

从图 8 可以看出，塑性余能范数在超载到一定

程度(2.5 倍水荷载)后出现，随后其变化受网格密度

的影响较大(3.0 倍水荷载时，网格尺寸从 3.0 m 缩

小到 0.5 m，塑性余能范数增长了 56.8%)。但在 2.5
倍水荷载之前，各模型的塑性余能范数均为 0，只

是在 2.5 倍水荷载之后有了较大区别，其突变点却

基本一致，说明应用其作为结构稳定的判据受网格

的影响较小。 
 

5  基于不平衡力的加固验证 
 
5.1 长方体柱数值试验围压的加固作用分析 

在节 3.1 的长方体柱试验中，加载到 137 MPa 
(理论解为 137.01 MPa)以前，整个模型范围无不平

衡力的分布。从 137 MPa 开始，试件的正、侧剖

面的不平衡力矢量如图 9 所示。  

         
(a) 正剖面                  (b) 侧剖面 

图 9  超载到 137 MPa 后的不平衡力矢量图 
Fig.9  Vector diagrams of unbalanced force of rectangular  

column after overloading 137 MPa 

从图 9 可以看出，长方体柱试件周围出现垂直

于试件表面的均布不平衡力，且 4 个侧面不平衡力

大小基本一致，而试件内部却几乎没有不平衡力的

分布。 
当荷载为 141 MPa 时，长方体柱四周的不平衡

力大小为 1.19 MPa(均布，图 9 中不平衡力矢量为

不平衡应力积分到节点上的结果)。为验证反向不平

衡力的加固作用，在柱子周围施加 1.19 MPa 围压

后，其塑性余能范数随加载的变化曲线如图 10 所

示。 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

图 10  施加围压前后塑性余能范数随加载的变化曲线 
Fig.10  Variable curves of PCE with load before and after  

confining pressure is applied 
 

从图 10 可以看出，由于 1.19 MPa 围压的作用，

长方体柱的承载力由 137.01 MPa 提高到 141.00 
MPa 左右，这是与理论解一致的。同节 3.1 的分析，

当 1σ = 141.00 MPa， 2 1.19σ =  MPa， 3 1.19σ =  MPa
时，式(10a)中 0.005f = − ＜0(接近 0)。这表明由于

1.19 MPa 的围压作用，试件的承载力提高到了

141.00 MPa 左右。承载力的提高和加固力的比值为

(141.00－137.01)/1.19 = 3.35(应力大小相比)。可见，

少量的加固力显著地提高了结构的承载力。 
5.2 条形基础和地基系统加固数值试验 

条形基础和地基系统及其有限元模型分别如

图 11 和 12 所示。由于对称性，取一半进行分析。

条形基础和两侧的压重土都简化为均布力系，荷载

大小分别为 up 和 q，压重土事实上起到了对系统加 
 

  
图 11  条形基础模型 

Fig.11  Model of strip foundation 
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图 12  条形基础有限元网格 
Fig.12  Finite element meshes of strip foundation 

 

固的作用。底面固端约束，四周边界面法向(x， 
y 向)约束。模型遵循“无重介质地基的极限承载

力——普朗特尔–瑞斯那课题”的假定[17]。 

地基土采用理想弹塑性模型，不考虑剪胀性，

屈服条件为 Drucker-Prager 准则，弹性模量 E3 = 207 
MPa，泊松比µ3 = 0.3，内摩擦因数 f3 = 0.364，黏聚

力 c3= 0.069 MPa(依据邓楚键等[18，19]的研究，采用

Mohr-Coulomb 内切圆拟合的 Drucker-Prager 参数)。 

为了对比分析，首先计算没有压重的情况：q = 
0 MPa， up = 0.3～1.2 MPa，分 10 级加载，每级 0.1 
MPa，依据“普朗特尔–瑞斯那课题”的分析，条

形基础极限承载力 u q cp qN cN= + ， ϕ = 20°时，

=cN 14.90， 4.6=qN ，故 u-maxp = 1.03 MPa。如果

有压重， q =0.05 MPa， 4.6=qN ，故 u-maxp = 1.35 
MPa。 

超载时地基中不平衡力的分布如图 13 所示。 
 

 

图 13  超载时地基中不平衡力的分布 
Fig.13  Unbalanced force distribution of strip foundation  

under overloads 
 

压重对模型整体塑性余能范数的影响如图 14
所示。施加 q(加固力)前后，塑性余能范数分别在

0.9 和 1.1 MPa 左右发生突变，与“普朗特尔–瑞斯

那解”较为接近，且加固后系统的不平衡力相对加

固前小了很多。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 14  压重对模型整体塑性余能范数的影响 

Fig.14  Influence of reinforcement on global PCE of model  
 

极限荷载的增加值与加固力的比值为 qN =  
6.4。计算表明，该值受内摩擦角ϕ 的影响：ϕ 越大，

qN 越大。 
 

6  结  论 
 
余能范数是塑性应变在整体结构上的标量范

数，是结构偏离稳定状态的距离。变形加固理论是

以最小塑性余能原理为基础，采用非平衡态热力学

中的约束平衡态概念，研究当荷载超过结构极限承

载力时的结构失稳行为。对给定外荷载，结构如果

无法承担，将会在部分区域出现不平衡力，即为首

先破坏区域；为维持稳定，出现不平衡力的区域就

是需要加固区域；加固力和不平衡力大小相等，方

向相反。本文算例表明，塑性余能可以作为结构整

体稳定的评判指标，且该指标对于有限元网格的依

赖性较低。同时，对长方体柱和条形基础在加固前

后的承载力数值算例表明，变形加固理论对于结构

加固分析是很有效的一种方法。 
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