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摘  要：基于连续介质力学基本概念得出岩土损伤复合体理论的应力–应变合成一般模式，简化得出岩土各向同性损

伤复合体理论的应力–应变合成模式，建立了岩土各向同性损伤本构模型。提出了岩土各向同性损伤本构模型的数值

求解法。通过对一个算例分析，加深了对岩土损伤机理的认识。计算分析认为：串联假设不适用于岩土体；严格意义

上，并联假设不适用于岩土体；当应力较小时混合体的应力–应变关系与理想原状岩土类似，与重塑土差异较大，应

力较大时，应力–应变关系特点与应力路径有关。 
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Constitutive model for isotropic damage of geomaterial  
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Abstract: The reasonable synthetic mode of stress and strain for complex theory of geomaterial damage was obtained based on 

the basic concept of continuum mechanics. The simplified formulas of synthetic mode of stress and strain for isotropic damage 

was provided. A constitutive model for isotropic damage of geomaterials was put forward, and its numerical computation 

procedure was also given. The calculated results for a simple example could highlight our understanding about the mechanism 

of geomaterial damage, and several useful conclusions could be drawn: The series assumption could not be used to the synthetic 

mode of stress and strain for complex theory of geomaterial damage; strictly speaking, the parallel assumption could not be 

used to the synthetic mode of stress and strain even under small strain; the complex stress-strain behavior was similar to that of 

ideal natural geomaterials under small stress, and varied with stress path under large stress. 
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0  引    言 
损伤力学是一门较新的力学学科，全称是连续损

伤力学（Continuum Damage Mechanics）。损伤力学与
断裂力学、疲劳分析理论全都属于破坏力学，是研究

物质不可逆的破坏过程的科学。从广泛的意义上看，

损伤力学可以被认为是理性连续介质力学在处理耗散

系统方面的一个分支。根据广义损伤概念，象土体的

塑性流动，结构性黏土受力后的结构破坏，硬土、密

砂加载过程中出现的软化现象，黄土的湿陷等等都属

于损伤力学的研究范畴。然而损伤力学在岩土力学中

的应用却开展得很晚。1988年，沈珠江[1]将现实的土

体看作由理想的原状土和完全损伤土的组合，把土体

在受力、浸水或变温下的变形过程看作由原状土向损

伤土的演化过程。1993年，他提出了一个可以考虑黏
土结构破损过程的损伤力学模型[2]。岩土损伤模型近

年来发展很快[1-8]，但还有一些基本问题值得斟酌：对

于岩土材料损伤问题目前的主流认为应该采用复合体

理论，即与传统材料不同，损伤后的岩土体虽然力学

性质有所劣化，但仍然具有一定的承载能力，但复合

体的两个组分的应力、应变合成模式上存在争议，目

前有并联、串联与混合模式，需要解决的是合理的复

合体两组分的应力、应变合成模式应该是怎样的呢？

本文基于连续介质力学基本概念得出岩土损伤复合体

理论的应力–应变合成一般模式，简化得出岩土各向

同性损伤复合体理论的应力–应变合成模式，建立了

岩土各向同性损伤本构模型。提出了岩土各向同性损
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伤本构模型的数值求解法。通过一个简单算例计算结

果分析，可以加深人们对岩土损伤机理的认识。 

1  岩土损伤复合体的应力、应变合成模

式分析 
岩土损伤复合体理论认为：对于岩土材料与传统

材料不同，损伤后的岩土体虽然力学性质有所劣化，

但仍然具有一定的承载能力，但复合体的两个组分的

应力、应变合成模式上与假设有关。即原状岩土与损

伤部分遵从不同的本构关系： 

n n nd [ ]dDσ ε=  或    n n nd [ ]dCε σ=  ，    (1) 

d d dd [ ]dDσ ε=   或    d d dd [ ]dCε σ=  ，    (2) 
式中  下标 n，d分别标记原状岩土与损伤部分的有关
物理量。 
总应力σ 、总应变ε与两组分的应力( nσ ， dσ )，

应变( nε ， dε )的关系与假设有关。 
1.1  并联类型合成模式 

复合体并联类型的应力–应变合成模式[3-4]都隐

含一基本假设，即原状岩土体与损伤岩土体的应变是

一致的，两体并联。数学描述为 
n d

n d(1 )w w
ε ε ε
σ σ σ
= = ⎫

⎬= − + ⎭

，

，
           (3) 

式中，w为损伤变量。 
1.2  串联类型合成模式 

复合体串联类型的应力–应变合成模式[5-6]隐含

的基本假设为：原状岩土体与损伤岩土体的应变是一

致的，两体串联。数学描述为 
n d

n d(1 )w w
σ σ σ
ε ε ε
= = ⎫

⎬= − + ⎭

，

。
           (4) 

1.3  混合类型合成模式 

复合体混合类型的应力–应变合成模式[3，7]隐含

的基本假设为原状岩土体与损伤岩土体不是简单的串

联或并联，具体的应力应变关系与假设有关，如采用

均匀化理论的[8]： 
n d

n d

(1 )
(1 )

w w
w w

σ σ σ
ε ε ε
= − + ⎫

⎬= − + ⎭

，

。
           (5) 

或从应变能等效假设推出的[3] 

n n d d(1 )w wσε σ ε σ ε= − +  。       (6) 
因为混合类型合成模式与假设有关，没有统一的

关系式，故不一一给出他们对应的本构关系。 
1.4  岩土损伤复合体理论应力–应变合成的合理模

式 

损伤力学是以连续介质力学、不可逆过程热力学

为基础，研究固体材料及其工程构件在一定荷载与环

境条件下，材料损伤随变形发展最后导致破坏的过程

的规律。也就是说它还是在连续介质力学范畴内来研

究问题。那么我们就可以从连续介质力学的一些基本

概念出发来研究岩土损伤复合体理论应力－应变合成

的合理模式问题。 
连 续 介 质 力 学 的 一 点 应 力 定 义 为

0

dlim
dS

P P
S S

σ
∆ →

∆
= =

∆
，不失一般性，以 x方向的正应变为 

例，令原状岩土体与损伤部分所占的面积、应力分别

为： ndS ， ddS ， nd xP ， dd xP ，则 x方向的正应力 

n d

n d

n d dn

n d n n d d

d d
n d

n d n d

d
d
d d
d d

d d dd
d d d d d d

d d
(1 )d d

d d d d

x
x

x x

x x

x x

P
S
P P
S S

P S PS
S S S S S S

S S
S S S S

σ

σ σ

=

+
=

+

= +
+ +

= − +
+ +

，

 

即   
n d(1 )d dx x x x xw wσ σσ σ σ= − +  ，       (7) 

式中， xwσ 可看成损伤变量，定义为 
d

n d

d
d dx

S
w

S Sσ =
+

。 

同理可得 

n d(1 )d dx x x x xw wε εε ε ε= − +  ，         (8) 
式中， xwε 可看成损伤变量，定义为 

d

n d

d
d dx

x
w

x xε =
+

。 

广而言之，一般情况下，岩土体的损伤为各向异

性的，这时不能保证 i jw wσ σ= ， i jw wε ε= ，则一般意

义的应力应变合成模式为 
n d

n d

( [ ]) [ ]
( [ ]) [ ]
I w w
I w w

σ σ

ε ε

σ σ σ
ε ε ε
= − + ⎫

⎬= − + ⎭

，

，
        (9) 

式中，[ ]wσ ，[ ]wε 为四阶损伤张量。 

2  基于各向同性损伤的岩土损伤本构

模型 
当损伤为各向同性时（事实上当前的岩土损伤模

型基本上采用损伤各向同性假设[1-8]的），损伤张量就

可以用以标量来表示，而且存在[ ] [ ]w w wIσ ε= = 。这

样式（9）变为 
n d

n d

(1 )
(1 )

w w
w w

σ σ σ
ε ε ε
= − + ⎫

⎬= − + ⎭

，

，
       (10) 

显然，即使是在各向同性损伤条件下也不能保证 

n dσ σ σ= = ， n dε ε ε= = 。 
因此，对于岩土损伤体的应力应变合成一般公式

应采用式（9）。当采用各向同性损伤假设时只能采用
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式（10）。不能简化为式（3）或式（4）。 
完整的各向同性岩土损伤本构关系应是结合式

（1），（2）和（10），即 
n d

n d

n n n

d d d

(1 )
(1 )

d [ ]d
d [ ]d

w w
w w

D
D

σ σ σ
ε ε ε

σ ε
σ ε

= − + ⎫
⎪= − + ⎪
⎬= ⎪
⎪= ⎭

，

，

，

，

           (11) 

则 

n d d nd (1 )d d ( )dw w wσ σ σ σ σ= − + + −  ， (12) 

n d d nd (1 )d d ( )dw w wε ε ε ε ε= − + + −  。 (13) 
令 ( )w w ε= ， d dw w ε′= 。式（12），（13）变为 

n n d d d nd (1 )[ ]d [ ]d ( ) dw D w D wσ ε ε σ σ ε′= − + + − ， 

n d d nd (1 )d d ( ) dw w wε ε ε ε ε ε′= − + + − ， 
则 

d n d d d n
n

n d

d {( ) [ ] [ ]( ) }d
d

(1 ){[ ] [ ]}
w D D w
w D D

σ σ σ ε ε ε
ε

′ ′− − + − −
=

− −
，

(14) 
n n d n d n

d
n d

{[ ] [ ]( ) ( ) }d d
d

{[ ] [ ]}
D D w w

w D D
ε ε σ σ ε σ

ε
′ ′− − + − −

=
−

。

(15) 
显然无法得到岩土各向同性损伤本构关系的显式

增量应力应变关系 d [ ]dDσ ε= 。但并不意味就不能得

到他们之间的严格关系，一种较方便的方法是采用数

值解法，建议方法如下： 
（1）确定应力增量 0σ∆ 。 
（ 2）先借助并联假设得总应变增量 0dε =  

1[ ]dC σ = 1
1 0[ ]D σ− ∆ 。 

（3）计算损伤增量 0 0d dw w ε′= 。 
（4）根据式（14），（15）得到原状岩土体与损伤

部分的应变增量 n0dε ， d0dε 。 
（5）根据式（1），（2）得到原状岩土体与损伤部

分的应力增量 n0dσ ， d0dσ 。 
（6）再根据式（10）得到 1σ σ∆ = − n(1 )w σ− −  

dwσ 。 
（7）重复（2）～（6）步，直到收敛。  
（8）进入下一步应力增量计算。 
最后的总应力增量为 0σ∆∑ ，总应变增量为

d iε∑ ，总损伤增量为 d iw∑ ，原状岩土体的总应变

增量为 nd iε∑ ，损伤岩土体的总应变增量为 dd iε∑ ，

原状岩土体的总应力增量为 nd iσ∑ ，损伤岩土体的总

应变增量为 dd iσ∑ 。 
需要注意的一个问题是计算收敛标准的确定，从

上述计算可以看出，涉及 7个变量的计算，而且 6个
是张量，从上面计算过程看，主变量为 iσ∆ ，其他都

是从变量，也就是说一旦 iσ∆ 很小，就可以忽略它所

致的其他增量， iσ∆ 为张量，表述如下： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

i i i

i i i i

i i i

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

∆ ∆ ∆⎛ ⎞
⎜ ⎟∆ = ∆ ∆ ∆⎜ ⎟
⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠

。 

可以采用应力增量不变量[9]方法来表征 iσ∆ ，以

判断其收敛行为 

( )
( ) ( )

( ) ( )23

11 22 33

2 2
11 22 22 33

1
2 2 2 2 2

33 11 12 13

/ 3

[

6 ] / 2i

i i i i

i i i i i

i i i i

p

q

σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

⎧
∆ = ∆ + ∆ + ∆⎪
⎪
∆ = ∆ − ∆ + ∆ − ∆ +⎨
⎪
⎪ ∆ − ∆ + ∆ + ∆ + ∆⎩

，

。

 

如果满足下式，可以认为计算已经收敛， 
0 0    0 1i ip p q qα α α∆ < ∆ ∆ < ∆ < <<， ， 。     (16) 

3  算例 
下面将给出一个基于各向同性损伤的岩土损伤本

构关系算例，可以比较岩土体损伤后，不同相与整体

的应力应变差异，以便加深对岩土损伤的理解。 
3.1  原状土的本构关系 

假设原状土的本构行为为线弹性模型，采用广义

虎克定律描述： 

n n n

n n n
1

n n

d [ ]d
d [ ]d

[ ] [ ]

C
D

D C

ε σ
σ ε

−

⎫=
⎪

= ⎬
⎪= ⎭

，

，

。

             (17) 

3.2  损伤土的本构关系 

损伤土的本构关系采用修正剑桥模型表述[10]： 
e e

d d dd [ ]dCε σ= ，          (18) 
p

d
d

d d Fε λ
σ
∂

=
∂
，           (19) 

基于剑桥模型的损伤土体的总应变增量为 
e p

d d dd d dε ε ε= + 。 
3.3  损伤变量演化规律 

假定损伤变量演化规律为 
1 t

p

1 exp( )
k

w
ε

λ
−

= −  ，      (20) 

式中， 2 2
t v s(1 )A Aε ε ε= − + 。 

3.4  力学参数 

重塑土材料参数 e Mλ λ， ， ，原状土 E，ν ，损伤
参数 A根据文献[9，10]确定，损伤参数 1k 根据当剪切
应变达到 15%时，损伤达到 90%计算确定。计算参数
如下： e0.0576 0.0217λ λ= =， ，M=0.954，E＝33 MPa，

0.3ν = ， 1 0.86k = ， 0.7A = 。 
3.5  等 p应力路径 1计算结果分析 
等 p 应力路径为： 0 0 kPa 100 kPaq p= = →， 。

即三向等压加载 p从 0 kPa升至 100 kPa。结果见图 1～
图 3。 
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图 1 总体应变与两相体应变 

Fig. 1 Total volumetric strain and two-phase volumetric strain  

图 2 总应力与两相应力 

Fig. 2 Total stress and two-phase stress 

基于各向同性损伤土、理想原状土及完全重塑土

应力应变关系对比见图 3。 

图 3 损伤土、完全原状土与完全重塑土应力应变关系 

Fig. 3 The comparison of stress-strain relation among admixture, 

ideal natural soil, and completely damaged soil 

从上述图形对比可以看出，当应力不大时，混合

体的总应变与原状相、重塑相的应变是一致的（图 1），
即变形是均匀的。损伤程度基本呈线性变化，总损伤

不大，约为 20%。但应力相差较大（图 2）：总应力与
原状部分基本相同，原状部分应力略大，而损伤部分

应力则要小得多，因为这一路径损伤较小，相对而言，

应力较小时，重塑土的刚度要小得多，故应力主要由

未损伤部分承担。从图 3可以看出当应力较小时混合
体的应力应变关系与理想原状土类似，与重塑土差异

较大，这与图 1和图 2结果一致，即应力较小时，损
伤较小，应力主要由未损伤部分承担，混合体主要表

现为理想原状土特性（线弹性体）。 
3.6  等 p应力路径 2计算结果分析 

等 p应力路径为： 0 0 kPa 1000 kPaq p= = →， 。 
三向等压加载 p从 0 kPa升至 1000 kPa。结果见图 4～
图 6。 

图 4 总应变与两相应变 

Fig. 4 Total volumetric strain and two-phase volumetric strain  

图 5 总应力与两相应力 

Fig. 5 Total stress and two-phase stress 

基于各向同性损伤土、完全原状土及完全重塑土

应力应变关系对比图如图 6。 

图 6 损伤土、完全原状土与完全重塑土应力应变关系 

Fig. 6 The comparison of stress-strain relation among admixture, 

idea natural soil, and completely damaged soil 

从图 4～6对比可以看出，当应力逐渐增大时，混
合体的总应变与原状相、重塑相的应变从一致变到有

很大差异（图 4），应力较大时，总应变与重塑土比较
接近。损伤程度开始时基本呈线性变化，到后来逐渐

减缓，最终总损伤约为 90%。原状相、重塑相的应力
相差较大（图 5）：混合体的总应力开始时与原状部分
基本相同，应力较大时，与损伤部分应力接近，这与

土体损伤演化情况相一致，那一相占优势，那一相的

应力就与总应力接近；比较有趣的一点是应力很大后，
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原状相有一定的卸载现象，这与假设有关，原状相为

线弹性体，刚度不随压力变化，而重塑土具有应力硬

化现象，刚度随应力而增长，应力很大后，计算刚度

大于原状相，应力就主要有重塑相承担，故原状相的

应力有向重塑相转移的现象（需要说明的是，这是一

种基于假设的计算现象）。从图 6可以看出当应力较小
时混合体的应力应变关系与理想原状土类似，与重塑

土差异较大，而当应力较大时，混合体的应力应变关

系与重塑土类似，与理想原状土差异较大，这与图 4，
图 5结果一致，即应力较小时，损伤较小，应力主要
由未损伤部分承担，混合体主要表现为理想原状土特

性（线弹性体），应力较大时，损伤较大，应力主要由

损伤部分承担，混合体主要表现为重塑土特性。 
3.7  三轴剪切应力路径 3计算结果分析 
三轴剪切应力路径 3 为： 2 3 200 kPaσ σ= = ，

1 200 kPaσ = ↑。因为篇幅关系本文主要显示剪切方

面的对比，不突出体积变化。结果见图 7～9。 

图 7 总轴向应变与两相轴向应变 

Fig. 7 Total axial strain and two-phase axial strain  

图 8 总剪应力与两相剪应力 

Fig. 8 Total shear stress and two-phase shear stress 

基于各向同性损伤土、完全原状土及完全重塑土

应力应变关系对比图如下： 
从图 7～9对比可以看出，围压为 200 kPa的三轴

剪切试验中，当应力逐渐增大时，混合体的总应变与

原状相、重塑相的应变从相近变到有很大差异（图 7），
应力较大时，总应变与重塑相、原状相相差都较大。

损伤程度开始时基本呈线性变化，到后来逐渐减缓，

最终总损伤约为 83.7%。开始时原状相与总体的应力

状态相近，与重塑相相差较大；应力较大后，三者的

应力状态相去甚远（图 8）。从图 9可以看出当应力较
小时混合体的应力应变关系与理想原状土类似，与重

塑土差异较大，而当应力较大时，混合体的应力应变

关系与两相差异都大。土体剪切时的应力应变规律与

三轴等压压缩大不相同，原因在于三轴剪切时以剪切

应变为主，体积应变较小，所以土体损伤相硬化不足，

承载能力低，不能象三向等压一样，逐渐以重塑相承

担荷载为主。 

图 9 损伤土、完全原状土与完全重塑土应力应变关系 

Fig. 9 The comparison of stress-strain relation among admixture,  

idea natural soil, and completely damaged soil 

3.8  计算结果分析 

从上述算例结果可以看出基于各向同性损伤的岩

土力学行为： 
（1）当应力较小时，土体变形是均匀的，土体力

学行为类似于未损伤土（理想原状土）。但并不意味着

可以采用并联假设：从计算过程来看，当应力达到 3 
kPa 时，就有一定误差需要迭代（一步计算误差达
0.5%），达到 30 kPa后误差就比较大了（一步计算误
差达 1.5%以上）。因此严格意义上，并联假设不适用
于岩土体。 
（2）当应力较小时，整体应力与原状相接近，与

重塑相相差大。当应力较大时，对于三轴压缩路径，

整体应力与重塑相较接近，与原状相相差较大；而对

于三轴剪切路径，整体应力与重塑相、原状相相差都

大。也就是说全过程来看，两相的应力相差都比较大，

即串联假设不适用于岩土体。 
（3）当应力较小时混合体的应力应变关系与理想

原状土类似，与重塑土差异较大。当应力较大时，三

轴等压路径时混合体的应力应变关系与重塑土类似，

与理想原状土差异较大，三轴剪切时混合体的应力应

变关系与重塑土、理想原状土差异都大。 
 

4  结    论 
基于连续介质力学基本概念推导出岩土损伤复合

体理论的应力–应变一般合成模式，简化得出岩土各
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向同性损伤复合体理论的应力–应变合成模式，建立

了岩土各向同性损伤本构模型。 
通过一个简单算例计算结果分析，可以加深人们

对岩土损伤机理的认识。结论如下： 
（1）严格意义上，并联假设不适用于岩土体。 
（2）串联假设不适用于岩土体。 
（3）当应力较小时混合体的应力应变关系与理想

原状岩土类似，应力较大时应力应变关系特点与应力

路径有关。 
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