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基于 WLs的二维地球化学景观多重分形建模

高　歆
(中国地质大学 (北京) 地球科学与资源学院 , 北京 100083)

　　摘　要 : 作为非线性、复杂性理论的重要领域之一 , 多重分形理论所提供的奇异性、广义自相似性、

分形谱系等概念和相关模型 , 不仅能够客观的描述成矿系统、成矿过程、成矿富集规律 , 还提供了定量

模拟和识别成矿异常的有效模型。本文从小波系数的角度出发 , 与目前惯用的盒子测度法对比 , 进行多

重分形分析 , 从原理上来看前者是基于复杂系统中的概率测度值的积分 , 而后者是基于信号测度域的差

分。验证数据分别来自经典矿物分割模型 De Wijs模型和云南个旧水系沉积物 Sn、Cu和 Pb元素富集

值。结果表明 , 基于盒子测度法在小尺度的地球化学数据方面表现出了比 WL s (Wavelet leaders , WL s)

更高的稳定性以及优越性 , 但是对于大尺度的数据 , 两者的分析结果相同 , 我们有理由相信对于小尺

度、奇异域窄、低震荡和高频交叠数据 , 基于 WL s的分析手段会造成比较大的误差。基于 WL s的多重

分形分析手段对于严重依赖方法和数据本身的多重分析手段来说 , 可以作为一种选择。
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Multifractal modeling of 2D geochemical landscape based on Wavelet Leaders

GAO Xin

(School of the Earth Sciences and Resources , China University of Geosciences , Beijing 100083 , China)

　　Abstract : As one field in nonlinear sciences , It has been demonst rated that the concept s and models rel2
evant to multif ractal theory are useful not only for characterizing the fundamental properties of non2linearity

of the mineralization processes , the singular dist ribution of mineral deposit s and ore element concentrations

in mineral dist rict s , but also for singularity analysis and anomaly delineation. This paper compares the box2
counting moment based multif ractal method with a newly developed wavelet leaders moment based multi2
f ractal method. The former is based on the technique characterized by the form of integrals or sums con2
cerned with probability measures usually used in dynamical systems , while the latter by increments with for2
mulated multiscale functions used in turbulence signals. Both deterministic and random multiplicative cas2
cade synthetic images and geochemical landscapes created form Gejiu mineral dist rict of southern China were

chosen to demonst rate the fact that by convention both two methods assumed a biased estimation for scaling

singularity exponent s and spect ra and exhibit large uncertainties for various dataset s. The selective and filte2
ring behavior caused f rom wavelet leaders directly lead to lot s of smaller values compared to the measures

basis , and thus , by moment generating process which offers us an unstable estimation. As for the charac2
teristic of wavelet t ransform , we have the reasons to believe that the similar behavior could existed in those

signals which owned the properties such as small sample sizes , short scaling range , low fluctuation and high

f requency superimposition , and so on , whereas for those signals owned large sample size and abruptly chan2
ges , the wavelet leaders method could be an efficient tools for multif ractal analysis. In addition the int roduc2
tion of wavelet leaders based multif ractal method could complement by the original scaling system and esti2
mation procedures in the geological field aimed at interp reting geological phenomenon.
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　　利用多重分形理论建模构成了过去数十年来

客观自然现象比较流行的一种尺度分析手段 , 广

泛的被应用在包括地学、湍流和因特网等自然科

学领域中。为了有效的指导地球化学勘探和矿产

资源评价 , Mandelbrot 和 Cheng[1 - 2 ]提出了多种多

重分形模型来描述地球化学数据的空间尺度结构 ,

这些新的模型不仅考虑地壳中矿石元素的分布几

何形状 , 而且将传统的地质统计学纳入到了计算

分维谱的框架之下 , 其中尤其是数据域的奇异性
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分析 , 即计算空间中每点的奇异值 , 一种高通滤

波方式 , 可以有效的从由各种地质过程生成的混

合模式和特征中分解背景值和异常值。

对多重分形谱的估计是多重分形分析的重要

任务。针对多重分形谱建模 , 有两种最常用的建

模方法 , 其中一种是基于分维谱 f (α) , 另外一种

是基于余维数 c(γ) 。两种模型之间的内在联系现

已得到证明[3 ]。多重分形理论已广泛用于各种学科

领域 , 并因此产生了各种各样的计算多重分形谱

函数的方法 , 如矩方法[ 4 ]、直方图法、小波方

法[5 ] , 以及二次维矩法[6 ]等 , 其中应用最广泛的是

将空间分成许多格子的矩统计方法。另外 , 多重

分形模型将服从正态或者对数正态分布的微量元

素的背景值与服从分形分布 (幂律分布) 的高低

异常值统一到多重分形谱中 , 多重分形分析体现

了统计手段上的进步 , 目前地学数据处理中 , 最

常用到的是基于盒子的多重分析方法。Cheng等[ 7 ]

通过频率2浓度、数量2浓度、浓度2浓度、浓度2周
长、S2A等分形模型及矩分析等多重分形方法 , 将

地球化学异常从背景中分离出来 ; 郭科等[8 ]运用多

重分形模型 , 通过研究 Pb、Zn、Sb、Ag、Cu 共

五种元素的广义分形维数 Dq , 认为这些元素在空

间上的分布服从多重分形分布特征 , 同时指出多

重分形方法相比于传统的化探方法来说在判断元

素的共生组合方面具有一定的优越性。Zheng等[ 9 ]

运用周长2面积等分形学研究方法研究了中国 3 个

金矿床中黄铁矿、雄黄等矿物表面 As、S、Fe、Si

等元素在成矿过程中的迁移和转换规律。

自从 Parish和 Frisch[10 ]提出用湍流域中的速

度增量来刻画尺度函数 : S p ( l) = < (δf l )
p >～

l
ξ

p ,δf l ( x) = f ( x + l) - f ( x) 是尺度域中的增量。

不幸的是 , Muzy[11 ]发现了该种方法只能刻画信号

中比较强的奇异性 , 对于一些弱的奇异性和谱值

左半部分显得无能为力。Mallat [12 ]提出了利用小

波极大模值捕捉信号的奇异性以来 , Arneodo 等人

提出了 W TMM代替直接的速度增量来计算尺度函

数 , 从而避免了上述缺点。然而 , W TMM 需要连

续小波变换 , 以及利用不同的半径在不同的尺度

上进行搜索邻域中的模极大值 , 复杂的计算过程 ,

高昂的计算量都使的这种方法变的不很实用。为

了避免上述所述 W TMM 涉及到的繁琐的工作量 ,

法国数据学 J affard[13 ]等人提出了 WL s 的计算方

法 , 不仅能够描述谱值的整个区域 , 还避免了连

续小波变换以及寻值等繁琐步骤。多次研究证明 ,

计算分形谱的方法严重依赖方法和数据本身 ,

WL s的引入为这种情况提供了一种补充。Do2

jnow [ 14 ]通过基于小波系数的多重分形模型 , 考察

了含有噪声信号的多条脑电图曲线 , 指出分析信

号的相位携带了最多的尺度不变性信息 ; Khalil

等[15 ]利用基于 W TMM 的多重分形模型考察了间

歇染色体结构 , 将染色体版图从背景中分离出来 ,

提出了一种新的边界分割方法 , 阐述了染色体结

构、位置和不稳定性之间的潜在关系。

1　基于盒子的多重分形分析

对于具有几何支撑的连续随机空间分布变量 , 这

种支撑可以由通过 k维空间 Rk ( k = 1 ,2 ,3) 分割产生

的许多单元 (盒子/格子) 组成 , 记每一等分的盒子

的线度为ε。假设μ( S) 表示集合 S在 Rk 中的测度 ,

边长为ε的第 i个盒子中的测度为μi (ε) 。则μi (ε) 与
ε的对数比值被限制在一个有限区间 αmin ,αmax , 这

里存在 - ∞≤αmin ≤αmax ≤∞ ,αmin 和αmax 分别对应

最强的奇异性和最弱的奇异性 , 且有 :

αi =
logμi (ε)

logε
或者写作μi (ε) ～εαi (1)

这里的非整数αi 称为 coarse holder 指数[16 ]。

把在分形上具有相同α值的小盒子数目记为

Nα(ε) , 它与ε的大小有关 , 并且可以写成 :

Nα(ε) ～ε- f (α) (2)

将上式与 N (ε) ～ε- D 的简单分形公式对比 , 可

见 f (α) 的物理意义是表示具有相同α值的子集的分

形维数 , 或者说它描述了ε→0+ 直方图 N (ε) 的变

化 , f (α) 定义为具有相同α值的子集的 Hausdorff 维

数 , 称为多重分形谱或奇异性谱。在多重分形谱的

众多计算方法当中 , 矩方法是最常用的方法之一。

为了解 f (α) 的分布特性 , 定义分割函数 :

χq (ε) = ∑
N (ε)

i = 1
μi

q (ε) ～ετ(q)

( ( - ∞≤q ≤∞) ) (3)

可以获得质量指数函数τ( q) ,τ( q) 是关于 q的

凸函数。当 q = 1时达到最大曲率 , 该点的曲率可

以用于判断是否具有多重分形性。通过勒让德变

换 , 可以得到α( q) 和 f (α) 如下的两个函数 :

α( q) =
dτ( q)

dq
=

d
dq

( q - 1) Dq

f (α) = qα( q) - τ( q)

(4)

三个函数τ( q) 、α( q) 和 f (α) 是相互关联的。

2　基于 WL s的多重分形分析

设 H0 ( k) 和 G0 ( k) 为两个一维离散小波变换

正交镜像滤波器[17 ] (分别表示低通和高通滤波) ,

消失矩 Nψ ≥1 。通过 H0 ( k) 和 G0 ( k) 的直积 , 可

以得到二维镜像滤波器 G
( m) ( k1 , k2 ) m = 0 ,1 ,2 ,3 。

G
(0) ( k1 , k2 ) 对应低通滤波器 , 而 Gm , m = 1 ,2 ,3 .

对应着高通滤波器。设分析信号为 X ( t) , 通过与
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二维镜像滤波器 Gm , m = 1 ,2 ,3 . 的卷积 , 可以得

到小波系数 D
( m)
f ( j , k1 , k2 ) , m = 1 ,2 ,3 , 在进行多

重分形分析之前 , 我们需要将 D
( m)
f ( j , k1 , k2 ) , m =

1 ,2 ,3进行规范化 :

d f ( j , k1 , k2 ) = 2 - j D1 ( j , k1 , k2 ) 2 + D1 ( j , k1 , k2 ) 2 + D1 ( j , k1 , k2 ) 2 ( k1 , k2) 2 j (5)

　　继续设 H0 ( k) 和 G0 ( k) 为两个具有有限冲击

响应的滤波器 , 引入二进区间以及并集 :

λj , k1 , k2 = { [ k1 2 j , ( k1 + 1) 2 j ] , [ k2 2 j ,

( k2 + 1) 2 j ]} (6)

32λj , k1 , k2 = ∪
n1 , n2 = { - 1 ,0 ,1}

λj , k1 + n1 , k2 + n2
(7)

理论上的 WL s定义为 (图 1)

L f ( j , k1 , k2 ) = sup
m = 1 ,2 ,3 ,λ’ < 32λ

j , k1 , k2

d f (λ’) (8)

图 1　WL 的定义示意图

WL s正是通过其局部奇异性刻画能力构成了

了尺度分析模型 , 如果 X ( t) 在 t0 点存在奇异性指

数α( t0 ) ≥0 , 消失矩 Nψ ≥α( t0 ) , WL s与尺度之

间的幂律关系为 :

L X ( j , k) ～2 j →0 2 jh (9)

通过计算位于尺度 2 j 上的 WL s的 q阶矩的平

均值 , 可以得到结构函数和质量指数函数。

χL ( q , j) =
1
nj ∑

n j

k = 1

L f ( j , k) q (10)

τL ( q) = liminf
j→0

( log2χL ( q , j)
j

) (11)

通过勒让德变换 , 奇异值函数和分维谱函数

定义为 :

αL ( q) =
dτL ( q)

dq
=

d ( qα - d (α) )
dq

f L (α) = inf
h

(1 + q( h) - τL ( q) ) (12)

同样 , 这三个函数τL ( q) 、αL ( q) 和 f L (α) 是相

互联系的。

3　方法验证

311　De Wijs模拟数据

为了对比这两种方法的分析效果 , 本文采用

De Wijs模拟数据[18 ]验证包括 N = 64 和 N = 1028

两种不同尺度数据 , 生成算子为 1196、0184、

0184、0136。图 2是尺度指数和多重分形谱的估计

值 , 对于两种不同数据盒子估计法均获得了比较

的拟合 , 但是在谱值的首末端有点偏差 , 主要是

由于边缘效应造成的。结果表明 , 对于小尺度的

模拟数据 , 图 2A中与理论曲线相比 , 质量指数曲

线在左边和右边分别出现了上移和下移的情况 ,

相应的谱值左边和右边偏离标准的谱域 , 因为基

于 WL s的计算中对原小波系数进行挑选导致的发

散 , 而基于盒子法的估计比较接近理论值 , 也显

示了盒子法对于小尺度的测度数据的稳定性和准

确性。同样 , 值得注意的是 , 对于 n = 1 的消失矩

WL s估计 , 原理上等同于盒子法 (盒子法 : 测度

上的求和或者积分 , 一阶消失矩 : 加权求和或者

积分) , 谱值的左边现实了良好的逼近 , 即模拟数

据中的小值模拟准确 , 而对于大值出现了偏差。

对于大尺度多重分形分析 , 盒子估计法和 WL s的

基本都和理论曲线实现了基本重叠 , 表明对于大

尺度数据 , WL s和盒子估计都可以用来多重分形

分析。总之 , 对于小尺度的逼近 , 由于分辨率有

限 , 边缘效应 , 以及高阶消失矩的过分平滑都会

导致估计发散 , 而对于大尺度的数据 , 两者都可

以作为分析手段 , 对于消失矩 , 可以去 2、3、4阶

的均值来近似估计。

312　地球化学数据验证

本文地球化学数据验证来自云南个旧锡矿水

系沉积物元素 Sn、Cu和 Pb (图 3) , 研究区域为

29400 km2 , , 采样间隔为 2km , 分辨率为 2km ×

2km , N = 76×50 , 分析小波为 Daubechies , 消失

矩为 Nψ = 1 ,2 ,3 ,4 。如图 4所示 , 对于 Sn元素谱

值估计 , 基于 WL s不同的消失矩的计算 , 差别明

显 , 显示了 WL s估计得不稳定性 , 而 Cu和 Pb的

估计 , 在左边还表示了部分的重叠 , 正则性方面

强于 Sn元素。另外 , 利用经典级联过程验证多重

分形数据的正则性 , 也可获得同样的结果 , 本文

限于篇幅 , 另文阐述。通过地球化学元素数据的

验证 , 盒子估计法展现出来了优良的稳定性和准

确性 , 对于小尺度数据 WL s估计需慎重。从另外

的角度来说 , 利用基于函数奇异性的这套框架某

种程度上不符合以测度刻画的地学数据 , 或许

WL s优势在于震荡的一维信号。
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图 2　De Wijs模拟数据的质量指数和分形谱 (盒子法 :“+”; WL : 消失矩 N = 1 , 2 , 3 , 4 , 符号 :“o”;“×”;“3”;“矩形”)

图 3　云南个旧水系沉积物 Sn、Cu和 Pb元素 IDW插值图 (A - C : 分别为 Sn、Cu和 Pb元素浓度值)

图 4　地球化学元素数据的质量指数和分形谱 (盒子法 :“+”; WL : 消失矩 N = 1 , 2 , 3 , 4 , 符号 :“o”;“×”;“3”;“矩形”)

4　结论

对于分辨率有限、大小且不规则的现实地学

数据 , 基于 WL s的尺度分析 , 在准确性和稳定性

方面都弱于盒子法 , 但是有时候尺度分析并不涉

及到其多重分形谱的计算 , 仅仅利用系数与尺度

之间的幂律关系 , 需要找到一个拐点 , 因此 , 小

波系数不失为找不同尺度阈值一个好方法。对于

小波消失矩的选择 , 消失矩过小 , 捕捉奇异性的

强度不够 , 过大会导致分析的数据滤波过于平滑 ,

从而导致谱值的两端发散 , 因此 , 一般取消失矩

的比较大的加权平均较合适。另外 , 基于 WL s的

估计涉及到小波变换的多分辨率分析 , 在图像分

割过程中 , 利用小波刻画的奇异性进行分割有着

内在的优越性 , 延伸继续刻画多重分形谱 , 正如

前文引用 , 是一个有效的方法。

这篇文章主要讨论了以积分为主的测度和以

累积量为主的尺度分析 , 以经典矿物分割模型 de

Wijs模型模拟数据为例 , 结果表明 , 对于盒子法

的尺度分析 , 不管是小尺度还是大尺度 , 都表现

出了更优的结果 , 基于 WL s的尺度分析对于大尺

度的数据也表现出了良好的结果。此外 , 基于小

波系数的 WL s不仅可以为分析数据提供多分辨率

分析 , 还可以检测信号的振荡器异性等行为。总

之 , 一种是基于概率测度下的奇异性 , 一种基于
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连续函数的连续性 , 分别来源于不同的数据应用 ,

对于大分辨率的数据 , 两者的刻画能力相同 , 而

对于小尺度的地学数据 , 盒子法的效果更优。
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附近的居民区、工矿、交通等设施的地段修筑排

导工程。在泥石流堆积扇上的防治措施 , 主要是

修筑排洪道和导流堤。(《地质词典 (四)》)

扰动土样 (dist urbed soil sample) 。天然结构

受到破坏或含水率有了改变的土样。 (《岩土工程

基本术语标准》 ( GB/ T50279) )

水利冲填 (hydraulic fill) 。利用水力使土分散

成泥浆 , 或汲取水域泥沙 , 再借水力将它们压送

到需填土场地 , 待其沉淀固结的填筑方法。 (《岩

土工程基本术语标准》 ( GB/ T50279) )

开发建设项目水土保持方案 ( soil and water

conservation program for const ruction project ) 。

为防止开发建设项目造成新的水土流失 , 按照

《中华人民共和国水土保持法》及有关技术规范要

求 , 编制的水土流失预防保护和综合治理的设计

文件 , 是开发建设项目总体设计的重要组成部分 ,

是设计和实施水土保持措施的技术依据。 (《水土

保持术语》 ( GB/ T20465 - 2006) )
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