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第二章 磁场线性化反演方法

第一节 三维磁性层 和 球壳型磁性层上下层面深度

与层内磁化强度模值反演

一、 三维磁性层上下层面深度反演

因为第一章第二节公式（4）中   0,  

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



ddHhGJ ，把该式加到（5）式中，

立即得到 xyZ 的如下表达式
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（7）
则参考与（5）式对应的（6）式，三维磁性层 xyZ 的频谱表达式也可表示为下式
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（8）式中， 22  uf 为径向频谱，其他的   u 均为小括号内函数的频谱。（8）式

就是用于反演三维磁性层上下层面深度的出发公式。

进行层面深度反演，需要给定“定解条件”：① 上层面深度 h 反演，必须给定上层面

平均深度h、下层面的深度 H 和 磁化强度模 J ，故此，反演对象是 h ；②下层面深

度 H 反演，必须给定下层面的平均深度 H 、上层面的深度 h 和 磁化强度模 J ，故此，

反演对象是 H 。

给定定解条件之后，需要计算与定解条件有关的磁场频谱值 uZ ：① 上层面深度 h 反

演时，令 uZ 为
上
uZ ；②下层面深度 H 反演时，令 uZ 为

下
uZ 。二者分别为
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接着，求得对应于 h 和 H 的磁场频谱值
上
uZ 和

下
uZ 分别为
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这一过程 称为“场的提取”。

下面，阐述三维磁性层上、下层面深度反演过程 。
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下层面深度 H 反演 ：在（12）式中，把 n = 1 项分离出来，且令 
 HJM H  ，

而
u

HM 为其频谱，于是，可以给出反演
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（13）式可用于迭代求解
u

HM 。如果只取其第一项作为
u

HM 反演近似解，称之为 “直接反

演”。求得
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


 HM

J
H

1
 ，  HHH  （14）

上层面深度 H 反演 ：按照同样处理，可由（11）式，令 
 hJM h  ，可以

给出反演
u

hM 的方程式，
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由（15）式 经 迭代反演可求得
u

hM 。如果只取其第一项作为
u

hM 反演近似解，称之为 “直
接反演”。 再经反傅里叶变换，可求得


hM 。最后，得到
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二、 三维磁性层层内磁化强度模值反演

抄录第一章第二节 三维磁性层 xyZ 的频谱表达式（6）如下
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由（17）式 出发 求解磁化强度模值 J ，必须给定的“定解条件”有： 磁化强度平

均值 J 、上层面的深度  hhh  和下层面的深度  HHH  。

与定解条件有关的磁场频谱值 uZ 为
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于是，求得  uuu ZZZ  是 “场的提取”过程。 uZ 的频谱表达式为
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把（19）式 左、右端同除   4/0 ，再把左端移到等号右边，把右端第一项移到等号左

边，两端均乘以“负号”，然后，两端同除   fHfh  22 ee2   ，于是，得到
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(20)式就是用于反演 uJ 的频谱公式。

作为 uJ 的近似解，可以只取（20）右端第一项，称其为“直接反演”。而迭代反演

是提高反演结果精度的有效步骤，因此，最好采用迭代反演方法。最后对 uJ 作反傅里叶

变换，求得 J 。则三维磁性层磁化强度模值为

 JJJ  （21）

三、球壳型磁性层上下层面深度反演

由第一章第二节公式（17）（18）出发，研究球壳型磁性层上下层面反演问题。

为进行反演而需要给定的参数和连续函数称为定解条件。已知 PZ 做反演：任意层情况

下，若反演对象是 ''h ，定解条件是给定 ''J 、 1r 、 ''2 r ，若反演对象是 ''H ，定解

条件是给定 ''J 、 2r 、 ''1 r 。

假设，
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n hg ,� 中去掉
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n hg  , 的过程称为场的提取。下面，给出 mnm
n hg , 、 mnm
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表达式。

任意层情况下：由第一章第二节公式（17）和（18）式得
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② 求 ''H 时

  



























m
n

m
n

nnnm
n

m
n

h

g
DDS

h

g
210 



















2

1
1

1

11

n

k
k
nm

k
nmk

nnk h

g
rDS （24）


































 2

1
2

2

22

n

k
k

nm

k
nmk

nnkm
n

m
n

h

g
rDS

h

g
（25）

下面阐述层面位置反演问题解法 ：

由上面公式（23）（25）分离出 1k 项，可写出由
m
n

m
n hg  、 反演

1111
nmnm hg 、 、

2121
nmnm hg 、 的公式。此处， 1111 , nmnm hg 、 2121 , nmnm hg 分别是 ''''  hJ  和 ''''  HJ  的球谐系

数。简记
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M ''''  HJ  （26）

求得 1111 , nmnm hg 和 2121 , nmnm hg 后，由第一章第二节公式（15）式可求得
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1
M 和
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2
M ，于是
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任意层情况下 ：

① 反演 1111 , nmnm hg ：由（23）式，
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② 反演 2121 , nmnm hg ：由（25）式
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公式（28）（29）均可通过迭代反演求解，称为迭代反演。若取右端第 1 项作为近似解，

称为直接反演。

四、球壳型磁性层层内磁化强度反演方法

这里仍从第一章第二节公式（17）（18）二式出发，研究磁化强度反演问题。

磁化强度反演的定解条件和场的提取 :

由第一章第二节公式（14）和（17）可知，反演磁化强度时，反演对象应该是 ''J ，

而不是 ''J 。因而，定解条件就是，既要给定 ''1 r 、 ''2 r ，还要给定磁化强度平均值 J 。
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磁化强度反演问题的解法 :

由（31）式，可立即写出反演 ''J 的球谐系数 mnm
n hg  , 的公式。任意层情况下 ：
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（32）

采用迭代法求解（32），称迭代反演。直接取右端第一项作近似解，称“直接反演”。把

 mnm
n hg  , 代入第一章第二节公式（15）式，可求得 ''J 。最后，得到反演结果

''''  JJJ  (33)

重要说明 ：本节反演方法为线性化迭代反演，这涉及到方法的“稳定性”和“收敛性”。

只有满足迭代“收敛条件”时，反演的“稳定算法”才能取得良好效果。这里不加讨论。
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第二节 直角坐标系内三度规则磁性体各参数的频谱反演方法

本节只原则性阐述三度规则磁性体各参数频谱反演方法。 而二度规则磁性体各参数频

谱反演方法更为简单，参照即可。

这里阐述“规则三度体磁场形体参数和磁参数反演”两个实例。它们的频谱正演表达式

见第一章第三节第 1 段。

实例 1 ：直立长方体

已知长方体磁场的测量方向因子 tq 和 z = 0，频谱表达式  ,uT t
l 为
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其中，
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 ,uT t
l 右端也除 tq 和乘以
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上式两端同除
222  u ，得到
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（3）式两端实部等于实部、虚部等于虚部，两端实部、虚部都取对数，得到
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进而有 如下任意谱点处的正反演线性表达式
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其中，
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其实，公式（5）中，只有 lq 、 M~、 xL2 、 yL2 、h 和 Hz 等 6 个未知数待求解，它

们是：磁化方向、磁化强度模、宽度、长度、埋深 和 高度。按理，按下述方法，能够并容

易求得它们。

方法如下 ：把（5）式写成下面 4 个方程式 ，
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其中，
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实际上，第 1个和第 3 个方程分别是沿 Ox 轴的垂直分量频谱和水平分量频谱；第 2 个和第

4个方程分别是沿 Oy 轴的垂直分量频谱和水平分量频谱。

这就是说，通过对磁场进行傅里叶变换求得长方体磁场傅里叶系数，就可以实现反演问

题中间变量线性化，最终解出长方体 磁参数 和 长、宽、高 和 埋深。

实例 2 ：倾斜平行四边形体

当 z = 0 时，有
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首先，令 0u ，上式因子变为
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如此简单的公式，像上面直立长方体频谱求解磁化参数和形体参数方法一样，求解起来相当

容易。

下面就一般情况加以阐述。

首先，计算如下几个复数式
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










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      hLmlnhLmlnu  ,,,i,,,2 22

类似于处理“直立长方体”情况，有

     
 







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2
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












 

    ？cos22sin2222 eeee
2222  LhuiuLhhuiuh   （10）

对应（1）（2）两式，有
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其中，

 ,Rr uTa  ，  ,Ri uTb  ， Nc  ，    222
/   uMLud
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
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
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
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，
dc
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A （12）

 ,uT t
l 右端也除 tq 和乘以

222  u ，有
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上式两端同除
222  u ，得到
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即有
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







（13）

（13）式两端实部等于实部、虚部等于虚部，两端实部、虚部都取对数，得到
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 
 
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2
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ln22ln~ln （14）

进而有 如下任意谱点处的正反演线性表达式

 
  ml XXXXX

hLmlnX

hLmlnX

B

A
65432

lm

lm

,,,

,,,

D

D



























 

 (15)

其中，

 222/lnD   uAA lm ，  222/lnD   uBB lm ，

 ，~ln2 MX   XLX 2ln3  ，  YLX 2ln4  ，
 

lx

x
l uL

uL
X 













2

2sin
ln5

，

 
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y
m L

L
X 













2

2sin
ln6

，
 
 

 
  































 hLmln

hLmln

hLmlnX

hLmlnX









,,,ln

,,,ln

,,,

,,,

（16）

公式（15）中，只有 lq 、 M~、 xL2 、 yL2 、h 、倾角  和 2l 等 7 个未知数待求解，

它们是：磁化方向、磁化强度模、宽度、长度、埋深、倾角 和 倾斜面长度。按理，建立超

定方程组，能够求得它们。

-------------------------------------------------------------------------------------------------

现在给出重要提示如下 ：

在前面的推导中，取对数运算时，分别对公式左端和右端复函数的实部和虚部取对数运

算，并令其分别相等。这可能是错误的，因为复数（包括复函数）取对数的计算方法是

    ik2iBAArgiiBAlniBAln  ， nki  ,...,2,1,0 （**）

其值域位于多页黎曼曲面上。

但不必着急，可以按上面（**）式取（3）式 和（13）式的左端和右端的振幅谱（即

取  22lniBAln BA  ），再令其相等。 注意：只求（3）（13）式左端 和 右

端第一项的振幅，其他项均是实数。此后，令它们左端与右端的振幅相等，再继续进行反演

即可。

如果万一还有问题，就要对（3）式 和（13）式的左端和右端，分别考虑虚部谱（即复

角）的多值性质（见本页（**）式），消除复角的不连续特征（像参考文献[*47*]那样）。此

种情况下，是比较困难的。

对年轻重磁勘探专家的期望 ：

直到笔者退休为止，似乎国内外专家没有发表过本节提出的反演思路。这点由参考文献

[*60]得到印证。笔者正是最近再次阅读该文献 147 页时，突然产生这种反演思路的。

笔者认为，如果上面两个反演实例成立，则所有二度和三度磁性体形体参数和磁性参数，

均可由其频谱表达式导出反演方法加以反演。

笔者希望，年轻重磁勘探专家者能尽快实现这种反演方法。
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第三节 二度规则磁性体及其组合体复磁场全方位任意点反演

在阅读本节之前，有可能时，先阅读《成像》32 页的引言，会大有助益。

一、引导实例：3 棱水平柱体全方位任意点反演

该二度体的反演是相当简单的。笔者用这一简单反演实例，阐述该反演方法线性化和求

解的重要步骤。使读者了解 “高阶复方程”系数 1x ， 2x ， 3x ，……， nx 等是如何出现，

而“复联立方程组”又是怎样建立起来的。

由 附录一 3棱水平柱体复磁场导数公式为

  
 







3

1 1

1~)(
j jj

jj

SS
MST




， jjj zx i ， jjj zx i （1）

其中，
SMM



4

~ 0 ， 113   。采用通分，进而把上式展开，有

             231123312

321

~
)( 





 SSS

SSS

M
ST

  )(/~
133221 SM  ， （2）

（2）式中，分母 经仔细乘开、合并同类项，得到下式

      32
2

1
3

321 xSxSxSSSSS   （3）

其中， 3211  x ， 1332212  x ， 3213 x 。（2）式中，分子

    1211221 xS   ，     2312332 xS   ，     3113113 xS   （4）

其中，为便于读者理解附录一中的更复杂的递推公式，采用如下写法，

    3211121   xx ，     1321231   xx ，     2131311   xx

令（3）式 等于 0，则有

    032
2

1
3

321  xSxSxSSSS  （5）

（5）式表明，角点 321 ，，  是三阶复方程（即（5）式右半部）的根，且由高等代数定

理，该三根是唯一的。

把  S 、 21 、 32 、 13 等代入（2）式，移项，合并，整理可得

        







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
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M
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1
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1
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2
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'

~
 （6）

上式中， 1 jk 。因为  


 
3

1
1 0

j
jj  ，且当 0S 时，有

      31

3

1
1 0~ xTxM jk

j
jj  


  ， 1 jk ，  31  jk （7）

所以有

     
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T
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ST
xSxSxS 







 （8）

再经整理，得

 
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3
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T
SxxS 


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

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
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


 （9）

(9)式 就是由复场导数推导出的以 321 ，，x xx 为未知数的 3 阶复方程式。
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下面，确定角点复坐标 1 、 2 、 3
除 0S 点（即复坐标原点）外，再取 iS 、  iST  ， 3,2,1i ，共 4 个点处的复

场导数值，由（9）形成适定的 3 阶复线性方程组

BXA  ，  TxxxX 321 ,, ，  TSSSB 3
3

3
2

3
1 ,, （10）

其中，A 是 3 * 3 个系数组成的方阵，即
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
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






STST

T 10
1 （11）

由（10）解出 X ，取 321 ,, xxx ，形成 3阶复方程

032
2

1
3  xSxSxS （12）

它的 3 个复根是 1 、 2 、 3 ，而且是唯一的。求解该复方程，即可得到 3 棱水平柱体角

点位置。

最后，确定复磁化强度 M~

在求解复磁化强度 M~前，需要对 3 个角点进行排序。当棱柱体为凸形时，按顺时针排

序的方法是，(1)求出角点的平均复坐标   3/3210   （即磁矩中心），它必

然位于棱柱体内部；(2)按任意顺序求出幅角

 
  


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
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
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R
Iarctan*
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k

k
k e

m
， 3,2,1k （13）

(3)按 k 值的大小重新对角点进行排序。然后，由（7）式求出 M~，即
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再求 SI 、 SM 模： 因
SiI

m MMM eˆi2  ，故有

MM ˆ ，
 
  









iM

iM
I S

Re

Im
arctan* 。 （15）

二、n棱水平柱体与三种重要组合形体复场全方位任意点反演

1. n 棱水平柱体

上面阐述的是具有三个“角点”（或说是 C.B.沙拉耶夫定义的“奇点”[08*]）的“3

棱水平柱体”复磁场的反演问题。如果角点有 4 个，5 个，……,n 个，其推导方法与上面完

全类似（见附录一 16、17 页）：① 在（1）式中，把“3”改为“n”;② 通分，分母 )(S
是 n 个因子连乘，分母是 nnn 1)1(433221 ,,,,,   等 n个之和；③ 展开，这一过

程非常繁杂，需推导出附录一 12 页（9.1）--（9.5）和（9.10）--（9.13）等式；④ 把 )(S
和 nnn 1)1(433221 ,,,,,   等代入（12.2）式，并经移项、合并、左端变右端分母、

右端分母变左端（这几步很重要），得（12.3）式；⑤ 设置复方程组未知数，除复系数 1x ，

2x ， 3x ，……， nx 外，还要设置 1nx ， 2nx ， 3nx ，……， 32 nx 等；⑥ 然后再经左右

移项，建立求解该 2n - 3 个未知数的复联立方程组，并求解它们；⑦ 以 1x ， 2x ， 3x ，……，

nx 为系数，建立并求解 n 阶复方程，得到 n21 ，，，   等角点位置；⑧ 最后，求出
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磁化强度模值 M̂ 和磁倾角 IS 。

2．n 个无限延伸薄板组合体

见附录一 18、19 页。n 个无限延伸薄板组合体复磁场表达式为

   
 





n

1

n

1

j
~~

)(
j j

j

j j S

M

S

M
ST


（16）

其通分为（13.2）式。而展开式中 )(S 和 nn 1)1(321 ,,,,,   等列于（13.2）

式下面，展开过程中要用到（9.1）--（9.9）式。展开式经整理得（13.3）式，又借助（13.4）

和（13.5）式，变为（13.6）式。然后，增设 n – 1 个新未知数，并建立求解 2n – 1 个

未知数的复联立方程组。求解该复联立方程组后，以前面 1x ， 2x ， 3x ，……， nx 系数建

立 n阶复方程（13.8）。求解该 n阶复方程，就得到了 n 个薄板顶端位置 n21 ，，，   。

上述过程要比“水平 n 棱柱体”较为简单。

但是，求解 n 个薄板磁化强度模值却相对复杂些：① 联立（13.5）和（13.7）式，它

们均含有 n321
ˆ，，ˆ，ˆ，ˆ MMMM  ；② 建立起求解它们的联立方程组，见（13.11）--（13.13）。

求解该联立方程组，即可得到 n321
ˆ，，ˆ，ˆ，ˆ MMMM  值。

3．n 个有限延伸薄板组合体

见附录一 19 到 20 页。n 个有限延伸薄板组合体复磁场表达式为

   
 







n

1 122

122
j
~)(

j jj

jj

SS
MST




（17）

把（17）与 n 棱水平柱体磁场导数式（1）式（其中，“3”改为“n”）对比，形式有类似之

处，例如，把分子处的 122  jj  换成 1 jj  ，把分母处的 122  jj  换成

1 jj  ，把 j
~M 换成 M̂ 并提到求和号前面。因此，二者反演过程有类似之处，例如，均

用到（9.1）--（9.5）和（9.10）--（9.13）等式。

但是，不改换，（17）比（1）式又复杂得多，例如，（17）式分子与分母的 是一类（无

有共轭之分），而且分子与分母的 序号是一致的， j
~M 位于求和号内，奇点数是（1）式的

2倍，未知数 X 又多了  12 n 个。因此，每一步推导过程的表示形式更复杂。

但是，只要细心阅读，又有对前面二组合体反演过程的正确理解，是可以明白 n个有限

延伸薄板组合体复场反演方法的。

4．n 个水平圆柱组合体

见附录一 20 到 22 页。n 个水平圆柱组合体复磁场表达式为

 
 


n

1
2

~
)(

j
j

j

S

M
ST


（18）

如果对（18）式求积分，立即得到不带负号的下延无限薄板柱体复磁场（16）式。故可

以采用“下延无限薄板柱体复磁场”反演方法，对 n个水平圆柱组合体复磁场作反演。

但是，若按照前面两类薄板组合体求解反演过程作推导，即：① 复磁场展开；② 建立

复联立方程组和确定 n 个水平圆柱中心复坐标 ，， 21  n ，， 1-n ；③ 确定 n 个水平

圆柱复磁参数 n321
~，，~，~，~ MMMM  值；④ 给定定解条件求得磁化强度模值 ，ˆ，ˆ，ˆ 321 MMM

n̂，M 等。可以看到，其复杂程度出乎意料。

复杂的关键点在于（18）式分母中出现了   2

jS  项。尽管该推导中，与无限薄板

柱体一样，只用到附录一 12 页（9.1）到（9.9）式，相对简单些。但因分母 )(S 平方和

分子 nn   ,,,,, )1(321  平方出现，导致关于系数 1x ， 2x ， 3x ，……， nx 和新增
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系数系数 ）j（1x ， )(2 jx ，…… ， ))(1( jnx  的新的关系式（15.4）和（15.7）出现，其中的 1Y ，

2Y ，……， nY2 ， 12 nY ，……， 24 nY 成了中间变量，出现在复方程式（15.11）中。

后面的反演过程，特别是对于（15.18）递推公式的导出，仍然需要认真琢磨，甚至亲

自采用（15.17）式验证一番，之后，方可明白道理。

三、反演难度最大的长轴倾斜椭圆柱体全方位任意点反演

该形体的反演过程见附录一 14 至 16 页。

先从其反演过程占用页数长度来看该形体的反演难度：n 棱水平柱组合体、n 个无限薄

板组合体、n 个有限薄板组合体 和 n 个水平圆柱组合体等，反演过程分别占用约 1.20 页、

1.25 页、1.35 页和 1.45 页；而长轴倾斜椭圆柱体反演过程阐述却长达约 2.60 页。

再从该形体反演起始 到 结束的时间跨度来看其反演难度：本科生贾学飞于 1992 年 10

月开始设计长轴倾斜椭圆柱体复磁场反演程序，经 1993 年 3 月论文答辩，到笔者后来多次

追踪解决其反演出现的问题（见附录一 15 页），再到参考文献[*47*]1999 年发表，前后长

达 6 年之久，可谓是攻关之路长漫漫。

在《成像》一书 37 和 38 页阐述的长轴倾斜椭圆柱体复场导数反演公式，除（3.3.4）

式内      







 1/0C 3

2

STTS 式（即附录一（11.4）式）的计算方法外，其他公式和算

法均正确无误。出现问题的根本原因在于，复数或复函数开方运算时，其计算公式应该是：

 
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Argi

0
ln

3

2
exp

0
ln

3

2
exp

0 3

2

，

nki ,,3,2,1  （19）

这表明，     3

2

/0 STT  是多值函数，用数学语言来说，其值处于多页黎曼曲面上。因此，

以前计算程序中取值是错误的，故反演结果不总是正确。现在看来，这一错误，竟困扰笔者

多年，直到 1999 年。

究竟如何解决问题的，见附录一 15 和 16 页。

四、各类形体复场反演过程关键点

第一，笔者在探索附录一阐述的“二度规则磁性体及其组合体复磁场全方位任意点反演”

过程中，没有参考到前人任何文献，完全是模着石头过河，自主努力而为。可谓是，节节逢

难点，处处遭“煎心”，关前疑惑无路，破关喜悦连连，感谢于以前阅读广泛，提高了后来

智慧毅力。

第二，通过对 n 棱柱体 和 n 个无限薄板组合体 复磁场求和式进行通分、展开两步骤，

促使笔者获得了附录一（9.1）到（9.13）式研究结果，为后续反演公式的推导、表达和反

演程序研制奠定了坚实基础。

第三，通过把 )(S 与 )(ST  或 )(ST 式位置互换这一重要措施， 使方程式左、右两端

线性化，继而实现了形体复磁场反演问题线性化。

第四，通过把线性化方程式中包含形体“奇点”与“磁参数”信息的中间变量 1x ， 2x ，

3x ，……， nx 和 新设变量 1nx ， 2nx ，……， 32 nx ( 或 12 nx )等，变成复方程未知数这

一重要措施，建立起了复联立方程组，继而求得所有未知数。

第五，通过把求得数值的 1x ， 2x ， 3x ，……， nx 代入复高阶复方程（即（9.4）式），

解出它的 n 个复根，即可求得 n 个“奇点”复坐标 ，， 21  n ，， 1-n 。

第六，采用求得的 1nx ， 2nx ，……， 32 nx ( 或 12 nx )等值，直接求解磁化参数（见附

录一（12.12）到（12.14）式），或 建立起求解 n321
ˆ，，ˆ，ˆ，ˆ MMMM  的联立方程组（见

附录一（14.13）到（14.15）式）。
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第七，n 个有限薄板组合体 和 n 个水平圆柱柱体 的反演过程，虽然更为复杂，主要关

键步骤 与上面第二 到 第六关键步骤一致。

第八，长轴倾斜椭圆柱体复磁场反演难度最大，并不是反演公式和反演过程复杂，仅仅

是对复数或复函数求对数时发生错误。但是，这一教训值得读者切记，切记！！

第九，其他“二角点形体”和“断层”等复磁场反演方法非常简单，不足为虑。

第四节 凸型二度体全方位成像与体内连续磁化强度模值反演

凸型二度体图形示例

一、 凸型二度体全方位成像

1．有限二度体磁矩重心、总磁矩模和磁化方向反演的方法原理

由第一章第三节复场级数表达式（14）系数
T
kC 可见( 为了简单，后面省去上角标 T )，

当 k  1 2, 时，C C1 2、 分别为


dd)(̂

π2
0

1 
D

I MC sie ， 
dd)(̂2

π2
0

2 
D

I MC sie (1)

式中，C1 是二度体的总磁矩 MS ；C2 是二度体的磁矩的一阶原点矩。因此，有限二度体的

总磁矩模 MS 、磁矩重心 0 和有效磁倾角 IS 分别为

M CS  1 ，  0
2

1

1
2


C
C

，









1

1

Re
Im

*arctan
C
C

I S (2)

式中，arctan*{ }表示角度取值为 0～180°。 若取磁矩重心为坐标原点，即取 0 0 ，则

C2 0 (3)

上式可用于作为迭代法精确确定二度体磁矩重心的标志之一。

2．近似确定凸型二度体形态和分布范围的方法原理

第一章第三节凸型二度体复磁场（12）模(即总磁场模)值表达式为

  


D S
M

ST 



dd

)(ˆ2
π4

)(
2

0
(4)

它的等值线既与二度体分量场的测量方向无关，又与二度体的磁化方向无关，而仅与二度体

的几何尺度、形态和磁化强度模值分布有关。当二度体为均磁单体时，其复场模值等值线就

仅与二度体的几何尺度和形态有关，靠近二度体边界的等值线可较好地确定其形态和边界位

置；当二度体为均磁多体组合时，靠近其边界的复场模值等值线也可大体确定其形态与分布

范围；当二度体为非均磁化多体时，靠近其边界的复场模值等值线可在总体平均的意义上近

似确定其分布范围。因此，通过复场全空间延拓求得全空间复场模值等值线，就可根据靠近
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二度体边界的等值线形态及其畸变特征，近似确定有限二度体形态、边界位置或分布范围。

大量理论模型试验证实了这一结论。

3．定量确定均磁凸形体边界 )(  R 的方法

在矿产勘探和工程物探中，均匀磁化凸形边界有限二度体具有广泛的代表性和重要应用

价值。当给定磁化强度模值时，对这类形体，不仅可以近似确定其形态和边界，还可以给出

其边界各点位置的定量反演方法。原理如下：

第一章第三节表达式 (17) (为了简单，后面省去  4/0 )为
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现假定：在以复坐标原点为中心、以 R 为半径的包围二度体的柱面上，经“全空间解析

延拓”给定了二度体的复场值 T R( , ) ，由此去求解该二度体的边界 ) (  R 。此时，柱面上

复场可以写成
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对式(6)中的前一等式两端乘以  de )1 (i k ,并对 由 0 到 2 积分,则有
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对比式(7)和(8)，可得
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于是得到
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把（10）中的  、k 换为 k、，且当 k  1 时，得到
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由式(11)得到
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就是说，式(12)实际上是水平圆柱体复场 T R( , ) 的表达式。由此可见：近似取值公式(12)

意味着，柱面上某一点的复场T R( , ) 被看成是中心在坐标原点、半径为 )(0 R 的柱体引起，

并把 )(0 R 作为待反演三度体于该点处对应的边界值。不难看出，这种近似取值公式，导致

待反演二度体边界值大的位置的初值偏小，而边界值小的位置的初值偏大。因此，应该对该

近似取值公式进行校正。为此，可先求出柱面上复场的平均值 T R( , ) ，然后取
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式中， ks  3 2 1, , ，由程序自动决定。

现对式(1.2.20)带指数 ks 项的合理性加以说明：① 当二度体为水平圆柱体时，柱面上

复场T R( , ) 处处相同，该项无论 ks 取何值均为 1，式(1.2.20)为准确反演结果。② 当场源

各方向尺度相差不大时，位的平均值与最大值、最小值相差不大，该项最大值与最小值也相

差不大。只有当场源各方向相差较大时，该项最大值与最小值相差才较大。③ 选取柱面半

径 R时，要考虑使柱面位于非奇变区，但又使 R尽量小。此时 ks 取值要保证使最大边界初

值小于 R，于是，程序顺序取 ks  3 2 1, , ，直到选定某值为止。④ 增加带 ks 项后，将使 )( R
值大的更大，小的更小，使其初值更接近于真值。

进一步，为了求得准确的二度体边界值，需要对边界 )(0 R 值精确化。为此，采用迭代

方法，即：① 把前段所取初值 )(0 R 代入式(1.2.13)进行正演数值计算，求得对应于由该

初值圈定的二度体的复场模|T R0 ( , ) |。② 由柱面上给定的复场模|T R( , ) |中减去

| T R0 ( , ) |，得

 T R T R T R( , ) ( , ) ( , )    0 (14)

③ 再由  | T R0 ( , ) |确定 )( R 的修改值 )( R ，
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),(1)( 0
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

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



 

 (15)

式中， sk 10 20, ,，由程序自动决定；修改值的符号取决于  T R( , ) 的符号。上式的含

义是：把 T R( , ) 当作由位于以 )(0 R 为边界的二度体表面上，且以( )为中心的许多小

水平圆柱引起，而( )处的小圆柱半径为式(15)的  )( R ，并把该半径作为 )(0 R 的修改

值。④把  )(0 R 与 R ' ( ) 相加，得 )(R 的 1 次近似值 )(1 R ，即有

)( )()( 01  RRR  (16)

⑤把  )(1 R 代入式(7)作正演，求得 ),(1 RT 及其模。⑥ 再重复上面②～⑤步，直到

max ( , ) T R  小于给定的一个量为止。

二、 凸型二度体边界内连续磁化强度模值反演

现在讨论磁性体内部磁化强度分布反演问题。反演问题的定义是：已知观测点坐标、

观测场值、模型体 360个边界向径 )(R 值和向径起算点相对观测点的空间位置，求解模型

体内连续磁化强度分布，具体地说，求解磁化强度分部函数 ),( rM 的系数 ljc 值。

反演的步骤是：① 取二度体向径值的起算点坐标为复坐标原点，首先采用“成像程序

系统”中的程序，由模型体分量场求得其有效磁化倾角 IS 并精确确定复系数 kkk BAC ˆiˆˆ T  ，

反演中，采用了“奇异值分解”算法和“正则化法压制小奇异值”措施，得到稳定解。② 采
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用求得的复系数 kkk BAC ˆiˆˆ T  及其线积分表达式（3.2.6），建立线性方程组，进一步反演系

数 ljc 值。③ 把系数 ljc 代入磁化强度分部函数 ),( rM 表达式（3.2.4），正演出模型体内磁

化强度分布。

下面是由 kkk BAC ˆiˆˆ T  反演 ljc 的方法。把第一章第三节（21）式改写成如下形式
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式中，    kjlk
jl

k
lj AiAA ImRe  是对应于 k 和 ljc 的复系数，其中
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其中，
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于是，可以建立如下求解 ljc 的超定方程组：
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因为高阶复系数值远远大于低阶复系数值，使得不论采用哪种方程组解法都具有很大的

误差。为了获得高精度的反演结果，采取了对方程组两端进行加权的措施，做法是：用二度

体边界向径 )(R 平均值 R 的 k 次幂 kR ，除方程组中与 k 对应的方程的两端，突出小 k 值

的系数 kk BA ˆˆ 和 在求解中的作用。这种措施属于恒等变换。然后，采用不压制小奇异值的“奇

异值分解”算法，由经过加权的方程组求解 ljc 。理论模型试验表明，其效果非常明显，反

演得到的所有大的 ljc 值（≥ 210n ）与理论值相对误差均 ＜0.0001。

由于采用的是“奇异值分解”方法求解方程组，解的矩阵表达式为 C = A* B，其中，C 是由

未知的 ljc 值组成的向量，A* 是广义逆矩阵，B 是由复系数 kk BA ˆˆ 和 组成的向量。假设 B 的

分量的相对误差均为，则误差向量为B， ljc 的误差向量C = A*B = C，故 ljc 的相对误

差也是，这表明 ljc 的反演问题是稳定的。
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第五节 凸型三度体全方位成像与体内连续磁化强度模值反演

这种三度体具有广泛的代表性和实用价值，教科书中的三度体（包括凸多面体）大多数

属于这类形体。

一、凸型三度体全方位成像

第一章第四节中的（1）式是任意三度体线性化磁场球谐级数正演通式系统。（3）式中

的 m
n

m
n ba 、 是（1）式所有场的共同的球谐系数，在凸型三度体全方位成像中有重要作用。

（9）、（13）和（17）式及其各自的附属公式，分别给出了沿l

方向磁化的磁位，沿l


方向

磁化、沿t

方向测量的磁场 和 沿方向测量的磁场梯度。

t

方向和方向是已知的。l


方向是未知的，应该首先反演该向量。l


方向只出现在

磁位表达式（9）中，而磁位表达式，又与“附录五 13、14 页”的磁场第二球谐级数正演通

式中的、沿l

方向磁化、沿t


方向测量的磁场表达式（1.3.14）形式上完全相同。（1.3.14）

中的
m
n

m
n ba 、 见（1.3.13）式，其中 、01a 、11a

1
1b （见附录五 15 页）分别为三度体总磁矩 mM



沿 Z 轴、X 轴、Y 轴的投影，可用于反演总磁矩模值 mM 、磁化倾角 I 和 磁化偏角 D，从而

求得磁化方向l

。 这就是说， 如果把（1）式中的磁位 )(pU 也按“第一章第四节（2）式

中第一式”展开，则（9）式就相当于磁场表达式，可用于对观测场作球谐分析，所得到的

球谐系数 、01a 、11a
1
1b 就可用于反演总磁矩模值 mM 、磁化倾角 I和 磁化偏角 D，从而求得磁

化方向l

。磁化方向l


确定之后，代入到（1）式后面磁位、磁场和磁场梯度等 3 个表达式。

此时，（1）式又成为一套可用于三度体磁场线性化“自封闭型式”反演的正反演体系 ：
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式中，
)()(

m、 mnn BA 是已知函数值，而 a bn
m

n
m、 成了待求解的未知量。

下面，具体阐述凸型三度体全方位成像过程 ：

首先，确定凸型三度体的磁化方向l

。方法是：选取三度体“磁矩中心或其附近一点”

为“球坐标原点”。把磁位公式（9）当作测量方向为l

的磁场公式，由实际在观测曲面上

测量得到的磁场值，建立求解 a bn
m

n
m、 的联立方程组， Nn ,,2,1,0  ， nm ,,2,1,0  ，

N 是截断值，对于凸型三度体来说， 107  N 。待求 a bn
m

n
m、 的个数均为 36、45、55、

66。一般情况下，应建立超定方程组来求解。所得到的 a bn
m

n
m、 中， 00

1
0
0

0
0  bba , 而

ZmMa 0
1 ，

XmMa 1
1 ，

YmMb 1
1 （2）

a a b1
0

1
1

1
1、 、 分别为三度体总磁矩


Mm在 z 轴、x 轴、y 轴上的投影。可以证明（见《成像》

134 页），理论上，这些球谐系数值与球坐标系原点选择无关。由式(2)可以得到磁性三度

体总磁矩模 mM 、磁化倾角I 和磁化偏角 D
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式中，  arctan* 的取值区间是  π ,π 。采用等比定理还可以证明（见《成像》135、136

页），式(2)、(3)对于磁化方向相同、分块均匀磁化和均匀磁化多体均适用，因此，公式(3)

可以用于具有固定磁化方向的非均匀磁化单体或多体的磁化方向反演。 当磁性体内各点磁

化方向不同时，可采用式(3)求得三度体平均磁化方向。

其次，确定凸型三度体的“磁矩中心”(即球坐标系内原点 O)。求得磁化方向l

后，

（1）式成为一套可用于三度体磁场线性化“自封闭型式”反演的正反演体系。此时，选取

球坐标系磁矩中心或其附近为“球坐标系原点 O”，第二次，由实际在观测曲面上测量得到

的磁场值，采用沿l

方向磁化、沿t


方向测量的磁场公式 ),,( rT t

l ，与前面一样，建立

求解上面（1）式中的 a bn
m

n
m、 的联立方程组。所得到的 a bn

m
n
m、 中，

m

V

q MvMa   d0
0 , b0

0 0 （4）

式中， mM 为三度体总磁矩模值。当球坐标系原点没选在三度体磁矩中心时，1 阶球谐系数
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它们分别为三度体的 1 阶原点矩。由式（4）和（5）可以得到如下反演结果
0
0aM m  ,

0
0

1
10 / aaX  ,

0
0

1
10 / abY  ,

0
0

0
10 / aaZ  （6）

式中， X Y Z0 0 0、 、 表示三度体凸型三度体磁矩中心的直角坐标。当球坐标系选在磁矩中心

时，因为 ( , , ) ( , , )X Y Z0 0 0 0 0 0 ，则有

a b a1
1

1
1

1
0 0   (7)

第三、实现“拟引力场”全空间延拓和三度体形态近似成像

求得三度体球谐系数 a bn
m

n
m、 之后，可分别代入 T pl

t ( ) 、  T pl
t ( )


的球谐级数正演通式，

在原观测曲面上计算出它们的正演值与观测值的差值、差值的代数平均值、均方误差和最大

绝对误差。如果这些参考值均很小，就可进行全方位解析延拓。如果这些参考值较大，则说

明 minmax rr  这一重要条件不满足，停止全方位解析延拓，并考虑采取新的措施。

假定 minmax rr  这一重要条件满足，又高精度求得了球谐系数 a bn
m

n
m、 。就可以以质心

为球坐标原点，在观测面下面（除坐标原点外的）区域选定计算网格点，把球谐系数 an
m、bn

m

代入（1）式中第二式，计算出网点处的“拟引力场”
~( )F p 正演值。这就是 “拟引力场”

~( )F p

全空间延拓。这种延拓结果，位于三度体边界外略远处的值是相当精确的，称为“高精度绕

场源全方位解析延拓”。靠近场源边界的延拓值则发生畸变，但可用来近似确定场源形态和

边界。场源内的延拓值是不正确的，只表明场源赋存的位置。

当观测点与三度体的相对位置固定不变时，无论三度体在坐标系中怎样旋转，“拟引力

场”模值
~( )F p 始终保持不变，这叫做“旋转不变性”。而观测场 T pl

t
k( ) 等不具有这种特性。

由这种“旋转不变性”可以断定，
~( )F p 的等值面能够有效地反映三度体的形态，用来近似

确定其形状。

实际模型计算表明，在异常源边界附近，
~( )F p 等值面很快变密，其形态和位置能较好

地反映异常源的形态 和 略大一些的分布范围。因此，利用这一特征，就可实现场源近似成

像。此时，更里面极其密集的等值线可看成异常源的图象。
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第四、求解“均匀凸形三度体”边界位置

假定：在以三度体磁矩中心为中心、以 R 为半径的包围异常源的大球面上，经“全方

位解析拓”，给出了三度体 “拟引力位” ),,(~ RV 值。由此去求解该三度体边界 ),( R 。

经理论推导，可得到如下 ),( R 的一个近似取值公式

R

R
MRVRR

M

RV
R m

m 3

),(π4
),,(~，),(

π4

),,(  3
),( 

0
3

0

3

1

 








 （8）

式（8）的注解公式实际上是球体“拟引力位” )(~ pV 的表达式。这种近似取值公式导致

待反演三度体边界值大的位置处的初值偏小，而边界值小的位置处的初值偏大，需要对该初

值公式进行校正。为此，先求出大球面上 ),,(~ RV 平均值 ),,( RV ，再取

ks

RV
RV

R
MG

RV
R 






















),,(
),,(),,(

π4
3),(

3
1







 
或

（9）

式中，指数 1,2ks ，可由计算机自动决定。为了进一步提高 ),( R 反演精度，可以采

用迭代方法。取 ),( R 的第 L 次修改值 ),( LR 为

 
3
1

1
1 ),( 

),(),(
π4
31),(
















 
 




 l
L

L RR
MG

VV
sk

R 
或

（10）

式中， ,20,10sk ，由程序自动决定，以保证正常绝对收敛。迭代至满足精度要求为

止。实践表明：当下式成立时，即可结束迭代。

V R V R V RL( , , ) ( , , ) ( , , ) /      1 10 (11)

二、凸型三度体模型连续磁化强度模值反演

现在讨论模型体内磁化强度分布反演问题。反演问题的定义是：已知观测点坐标、观测

场值、模型体 1628个边界向径  ,R 值和向径起算点相对观测点的空间位置，求解模型体

内连续磁化强度分布，具体地说，求解磁化强度分部函数 ),,( rM 的系数 jkc 值。

反演的步骤是：① 取三度体磁矩中心坐标为球坐标原点，首先采用前面凸型三度体全

方位成像过程中反演磁化方向步骤，由模型场精确求得模型体磁化方向；再把磁化方向代入

前面公式（1），反演精确求得“拟引力位”球谐系数；上面反演中采用“奇异值分解”算法

和“正则化法压制小奇异值”措施，得到了精确稳定解。② 采用精确求得的球谐系数及第

一章第四节面积分表达式（29），建立线性方程组，进一步反演系数 jkc 值。③ 把系数 jkc 代

入第一章第四节磁化强度函数 ),,( rM 表达式（28），正演出模型体内磁化强度分布。

下面是由球谐系数 m
n

m
n ba 、 反演 jkc 的方法。把式该（29）改写成如下形式，


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 
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这就是用于反演 jkc 的表达式。式中
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具体反演 jkc 的过程为：① 由式（12）建立求解模型磁化强度系数的方程组，采用的

球谐系数 m
n

m
n ba 、 的个数等于或略大于 jkc 的个数。② 因为高阶球谐系数值远远大于低阶球

谐系数值，使得不论采用哪种方程组解法都具有非常大的误差，致使正演所得的磁化强度分

布与模型体内设定的磁化强度分布相比面目全非。③ 为了获得高精度的反演结果，采取了

对方程组进行加权的措施，做法是：先求取三度体平均向径 R，然后，对具有 n阶球谐系数

的方程（共 1n 个）左右端各项均除以 )3( nR ，使高阶球谐系数值大大缩小，用以突出代表

场的低缓成分的低阶球谐系数在反演中的作用，这是恒等变换，并未改变方程组与解之间的

关系，但至少能够防止反演过程中大数吃小数现象。④ 采用不压制小奇异值的“奇异值分

解”算法，求解经过加权处理过的方程组。模型试验结果表明：这种提高反演精度的措施十

分有效。这也说明经过加权处理过的方程组的广义逆矩阵是相当稳定的。

由于采用的是“奇异值分解”方法求解方程组，解的矩阵表达式为 C = A* B ，其中，

C 是由 35 个未知 jkc 值组成的向量，A* 是广义逆矩阵，B 是由 36 个球谐系数组成的向量。

由于 A*是相当稳定的，假设 B的分量的相对误差均为，则误差向量为 B， jkc 的误差向

量C = A* B =  C，故 jkc 的相对误差也是。这表明 jkc 的反演问题是稳定的。

第六节 国内外专家在求解反演问题中的失误

笔者在 1970 年代仔细阅读过参考文献[04][05][09][10]，大大提高了本人的重磁勘探

专业水平。这些文献中，有中国专家研究的理论方法，也包含大量前苏联专家和欧美专家的

理论方法研究成果。笔者并没有发现有哪个理论方法存在着原则性错误。但是，1980 年代

中，国内专家引进并加以应用的欧、美、俄专家的主要理论方法，却存在着原则性的失误。

在专著《区域磁异常定量解释》[《36》]中，管志宁老师和笔者对有关失误做了较详

细的阐述。例如：§4.5（151 页，第四章第 5 节，下同）前人方法中存在问题讨论，包括，

① 关于 A.Gerand 求解常 J 单界面 J、h值方法存在的问题；② 匹配滤波方法用于航磁资料

反演界面的可靠性问题 。§5.4（190 页）评 Spector 等效论及有关居里面反演方法。

§6.3（218 页）评用于磁化强度分层反演的向上延拓滤波和窄带滤波方法。

与此同时，我们还在《物探与化探》和《地球物理学报》上发表了三篇评论性文章，见

参考文献[16][24][37]。其中，[37]号文章“评 Spector 等效论及有关局里面反演方法”，

《学报》编辑部于 1989 年 9 月 20 日收到初稿，1990 年 1 月 17 日收到修改稿，原定 1991，

V.33，No.1 正刊发表。笔者又于 1991 年，在列宁格勒召开的“全苏勘探地球物理科技大会”
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上宣读，得到与会苏联专家的认可。

然而，[37]号文章还没有在《学报》正刊发表之前，就遭到得知发表信息的国内专家的

强烈反对，致使该文章被推迟发表在 1992 年、V.35 (增刊)、431-438 页上。后来，在地矿

部“地球物理与地球化学勘探研究苏所”召开的“重磁老专家专业会议”上，笔者们的三篇

文章终于得到了绝大多数专家的肯定。

国内专家引进并加以应用的欧、美、俄专家的主要理论方法存在原则性失误的原因，主

要有如下几个方面 ：

第一、重磁勘探反演问题(包括最简单的球体和顺层磁化薄板状体反演问题)均具有“多

解性”，需要“定解条件”，才能获得“唯一解”；而“定解条件”只能根据已有的地质与地

球物理实际资料予以给定，不能采用任何数学方法来求解。这是数学上的“欠定反演问题”。

有人会说，欠定问题可以采用地球物理反演方法中的“最小长度解法”来求得“唯一解”。

笔者认为，该方法用于无源空间内重磁场的彼此换算（如地球坐标系内“化向地磁极”方法）

是可以的。用于重磁场反演，给出的解只是无穷解中的一个解，与模型体本身物性与形体参

数，可能有很大差别。故此，该解法的反演结果只能作参考而已。

具常磁化强度 J 的磁性单界面各点深度反演，需要的定解条件是 给定“J”和界面平均

深度 h。而 A.Gerand 等却硬要用概率统计方法把 J、h求解出来，很具有“迷惑性”，得到

了美国地球物理学会主席 B.K.布哈塔卡亚 的承认和引用，对世界重磁勘探专家影响很大。

但该方法等效于说“常 J 单界面深度反演具有唯一解”，这违反了该“反演问题的多解性”，

必然存在“原则性错误”。笔者已经在参考文献[24]和[《36》]中指出了 A.Gerand 等人推导

中的错误所在。

还有，国内专家引进的磁性单界面变磁化强度模填图方法（可能是R.L.Parker研创的），

反演结果总出现大量负值，显然是有问题的。为此，我们在执行“联合国资助 029 项目子课

题 磁化强度模值填图理论方法研究和应用 ”中，找到了国外方法总出现大量负值的根本原

因。其原因在于，作为该反演方法出发点的正演公式没有考虑到多解性，导致隐含的“定解

条件”，即“给定磁化强度模平均值 J”被忽略，进而导致反演结果错误。

给定“定解条件”令个别重磁专家反感。因此，特别喜欢别出心裁，脱离目标模型严格

的正演理论公式，采用看似可行而实质错误的反演方法，包括与 Spector 等效论有关的居里

面反演方法。

第二、磁化强度分层反演的向上延拓滤波方法的提出者，既没有给出“N个厚度均为Δ

h、能谱均为 S(r)的水平薄层组成的、顶深为 ht、底深为 hb = ht + NΔh 的磁化强度分层模

型”磁场的严格正演表达式和理论模型验证，也没给出如何由观测场判断其所设的磁化强度

分层模型在测区内是否存在的方法，仅凭主观推导，就得出磁化强度分层反演的向上延拓滤

波方法，好像具有普遍性。该反演方法不需要“定解条件”，故得到国内某些重磁专家的青

睐。该方法似乎“突破性”地成了“重磁场测深法”。笔者们在著作《区域磁场定量解释》

222 到 225 页，详细地指出了该方法的错误，但过于繁杂。

这种主观主义设想、而又与磁场基本理论相违背的反演方法实在是不可取的！！

第三、上述反演方法提出者没有设置严格的理论模型，对方法有效性进行理论模型验证。

众所周知，理论模型验证结果，对于重磁勘探来说，是检验反演方法是否成立的标准；舍此，

还没有找到更好的判别方法。没有通过这一检验环节，就发表这样的磁测资料解释方法，实

在缺乏科学态度。这也是采用上述反演方法专家在解释实际磁测资料时，出现问题的重要原

因之一。




