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内 容 提 要

本书采用演绎法建立的公理化体系，即根据演绎推理的方法，按一般到特殊的顺
序组织教材内容。
本书覆盖了电磁场与电磁波的基本内容，分为八章，即电磁场的数学物理基础、

平面电磁波在无界均匀媒质中的传播、平面电磁波在分界面上的反射和透射、导行电
磁波、传输线理论、电磁波的辐射与天线、静态电磁场、静态场边值问题的解法。在每
节之后有紧密结合该节基本内容的练习题，每章之后选编了一些具有综合性的习题，
书末附有阶段测试题，并给出了习题的参考答案。
本书可作为高等学校电子信息类专业作为“电磁场与电磁波”、“电磁场理论”、
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前　　言

“电磁场与电磁波”是高等学校电子信息类及电气信息类专业本科生必修的一门技术
基础课，它包含的内容是合格的电子、电气信息类专业本科生应具备的知识结构的重要组
成部分。近代科学技术的发展过程表明，电磁场与电磁波基本理论又是一些交叉学科的
生长点和新兴边缘学科发展的基础。因此，学好电磁场与电磁波课程不仅为学习专业课
程准备了必须的基础知识，而且将对完善自身素质、增强适应能力和创造能力长久地发挥
作用。
本书采用演绎法建立的公理化体系，即根据演绎推理的方法，按一般到特殊的顺序组

织教材内容。一开始简要回顾了电磁学的一些基本物理量和基本定律，从而引出麦克斯
韦方程组，紧接着讨论时变电磁场，进而讨论电磁波的传播与辐射特性，把静态电磁场作
为时变电磁场的特殊情况来分析。这样处理有利于建立电磁场与电磁波的整体概念，同
时，既与“大学物理”（电磁学部分）有较好的衔接，又避免了在内容上过多的重复。这种教
材体系压缩了静态场，充实了时变电磁场与波的内容，符合电子信息类专业教学改革的需
要。
在本书编写中，编者对以下几个方面予以关注：
（１）注重教材的基础性，突出电磁场与波的基本内容，期望学生牢固掌握基础知识和

基本分析计算方法。
（２）注重电磁场与波的基本理论与工程应用的结合，在论述和举例中体现电磁场与波

强烈的实践性。
（３）精选例题和习题。“解题难”一直是学生学习电磁场课程的难点所在，针对这

一特点，本书编入了相当数量的例题。这些例题突出解题思路的分析，将会对学生拓
宽解题思路、增强应用基本理论分析和解决问题的能力有所帮助。在每节之后有紧密
结合该节基本内容的练习题，每章之后选编了一些具有综合性的习题，书末给出了习
题的参考答案。

（４）对传统电磁场与波教材的一些内容进行必要的删减。例如传输线理论中的圆图，
由于计算机技术的发展和应用，完全可以通过计算机来准确求解传输线问题，故本书删去
了“圆图”。
本书共八章，即电磁场的数学物理基础、平面电磁波在无界均匀媒质中的传播、平面

电磁波在分界面上的反射和透射、导行电磁波、传输线理论、电磁波的辐射与天线、静态电
磁场、静态场边值问题的解法。
本书的第一、七、八章由杨显清编写，第二、三、六章由赵家升编写，第四、五章由王园

编写。本书的编写融入了编著者长期从事电磁场与电磁波课程教学和进行教学研究的经
验，以及长期进行电磁场与波应用的科研实践体会，也吸取了全国高等学校电磁场教学与



教材研究会学术年会交流的经验。本书的编写得到电子科技大学电子工程学院、微波工
程系以及电磁场课程教学小组同仁的支持，编者表示谢意。
限于编者的学识水平和能力，书中不妥或错误之处，敬请读者指正。

编　者
２００２年１０月
于电子科技大学
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第一章　电磁场的数学物理基础

电磁现象是广泛存在的，其中一些来源于自然界，例如闪电、星体辐射等。另一
些则是由人为方式产生的，例如无线电波、激光、电器开关火花等。麦克斯韦于１８６４
年在对宏观电磁现象的实验规律进行分析总结的基础上，经过扩充和推广总结出了
麦克斯韦方程组。麦克斯韦方程组的建立是对电磁理论的重大贡献，是物理学上的
一个伟大的成就，为现代电磁理论奠定了基础。麦克斯韦方程组揭示了电磁场与电
荷、电流之间，电场与磁场之间的相互作用和联系，是一切宏观电磁现象所遵循的普
遍规律。所以，它是电磁场的基本方程，是现代电磁理论的核心和精髓，是分析研究
电磁场问题的基本出发点。
本章将首先对矢量分析进行简要讨论，它是研究电磁理论的重要数学工具，然后介绍

电磁场中的一些基本物理量和媒质的电磁特性，从静电、静磁和电磁感应等现象的基本规
律出发，建立麦克斯韦方程，并对麦克斯韦方程组的意义和内涵进行详细的讨论。在本章
中，还介绍了求解电磁场问题必不可少的电磁场边界条件，讨论了反映电磁场中能量守恒
与转换关系的坡印廷定理。
本章的主要目的在于让读者首先从整体上了解并掌握电磁理论的核心内容，为分析

研究电磁场问题打下良好的基础。

１．１　矢量分析与场论基础

在电磁理论中，我们要研究某些物理量（如电位、电场强度、磁场强度等）在空间的分
布和变化规律。为此，引入了场的概念。如果每一时刻，一个物理量在空间中的每一点都
有一个确定的值，则称在此空间中确定了该物理量的场。
标量场：若所研究的物理量是一个标量，则称该物理量的场为标量场，例如：温度场、

密度场、电位场；
矢量场：若所研究的物理量是一个矢量，则称该物理量的场为矢量场，例如：力场、速

度场、电场。
若物理量不随时间变化，则称该物理量所确定的场为静态场；反之，则称为动态场或

时变场。
电磁场是分布在三维空间的矢量场，矢量分析是研究电磁场在空间的分布和变化规

律的基本数学工具之一。标量场在空间的变化规律由其梯度来描述，而矢量场在空间的
变化规律则通过场的散度和旋度来描述。下面将着重讨论标量场的梯度、矢量场的散度
和旋度的概念及其运算规律。



１．１．１　标量场的梯度

１．等值面
一个标量场ｕ可以用一个标量函数来表示。在直角坐标系中，可表示为

ｕ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） （１．１．１）

在标量场中，为了形象直观地描述物理量在空间的分布状况，常常要考察场中物理量取得
相同值的点，引入了等值面的概念。在标量场中，使标量函数ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）取得相同数值的
点构成一个空间曲面，称为标量场的等值面。例如，在温度场中，由温度相同的点构成等

图１－１　等值面

温面；在电位场中，由电位相同的点构成等位面。
对任意给定的常数Ｃ，方程

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｃ （１．１．２）
就是等位面方程。常数Ｃ取一系列不同的值，就得到一系列不
同的等值面，形成等值面族（见图１－１）。等值面族充满整个场
空间，且不同的等值面互不相交。

２．方向导数

　　标量场ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）的等值面只描述了场量ｕ的分布状况，而研究标量场的另一个重要
方面，就是要研究标场量ｕ（ｘ，ｙ，ｚ）在空间任一点的邻域内沿各个方向的变化规律。为
此，引入了标量场的方向导数和梯度的概念。
设Ｍ０ 为标量场ｕ（Ｍ）中的一点，从点Ｍ０ 出发引一条射线ｌ，点Ｍ 是射线ｌ上的动

点，到点Ｍ０ 距离为Δｌ，则标量场ｕ（Ｍ）在点Ｍ０ 处沿方向ｅｌ（ｅｌ 是射线的单位矢量）的方
向导数为

ｕ
ｌ Ｍ０

＝ｌｉｍ
Δｌ→０

ｕ（Ｍ）－ｕ（Ｍ０）
Δｌ

（１．１．３）

　　在直角坐标系中，设ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ是ｅｌ方向的方向余弦，即

ｃｏｓα＝ｄｘｄｌ
，ｃｏｓβ＝

ｄｙ
ｄｌ
，ｃｏｓγ＝ｄｚｄｌ

根据复合函数求导法则，容易得到直角坐标系中方向导数的计算公式为

ｕ
ｌ＝

ｕ
ｘ
ｃｏｓα＋ｕｙ

ｃｏｓβ＋
ｕ
ｚ
ｃｏｓγ （１．１．４）

　　方向导数具有以下性质：

（１）方向导数ｕｌ
是标量场ｕ（Ｍ）在点Ｍ０ 处沿方向ｅｌ对距离的变化率。当ｕｌ＞０

时，

标量场ｕ（Ｍ）沿ｅｌ方向是增加的；当ｕｌ＜０
时，标量场ｕ（Ｍ）沿ｅｌ方向是减小的；当ｕｌ＝０

时，标量场ｕ（Ｍ）沿ｅｌ方向无变化。
（２）方向导数值既与点Ｍ０ 有关，也与ｅｌ 方向有关。因此，标量场中，在一个给定点

Ｍ０ 处沿不同方向ｅｌ，其方向导数的值一般是不同的。

３．梯度
在标量场中，从一个给定点出发有无穷多个方向。一般说来，标量场在同一点Ｍ 处

２



沿不同方向上的变化率是不同的，在某个方向上，变化率可能最大。那么标量场在什么方
向上的变化率最大、其最大的变化率又是多少？为了描述这个问题，引入了梯度的概念。
标量场ｕ在点Ｍ 处的梯度记作ｇｒａｄｕ，它是一个矢量，其方向为标量场ｕ变化率最大

的方向、大小则等于其最大变化率，即

ｇｒａｄｕ＝ｅｌｕｌ ｍａｘ
（１．１．５）

　　在直角坐标系中，由方向导数的计算公式（１．１．４），可得

ｕ
ｌ＝

ｕ
ｘ
ｃｏｓα＋ｕｙ

ｃｏｓβ＋
ｕ
ｚ
ｃｏｓγ＝

ｅｘｕｘ＋
ｅｙｕｙ＋

ｅｚｕ（ ）ｚ·（ｅｘｃｏｓα＋ｅｙｃｏｓβ＋ｅｚｃｏｓγ）＝
Ｇ·ｅｌ ＝｜Ｇ｜ｃｏｓ（Ｇ，ｅｌ） （１．１．６）

式中，Ｇ＝ｅｘｕｘ＋ｅｙ
ｕ
ｙ＋ｅｚ

ｕ
ｚ
是与方向ｅｌ无关的矢量。从式（１．１．６）可以看出，当方向ｅｌ

与矢量Ｇ的方向一致时，方向导数的值最大，且等于矢量Ｇ的模｜Ｇ｜。根据梯度的定义，
可得到直角坐标系中梯度的表达式为

ｇｒａｄｕ＝ｅｘｕｘ＋
ｅｙｕｙ＋

ｅｚｕｚ
（１．１．７）

　　标量场的梯度具有以下性质：
（１）标量场ｕ（Ｍ）的梯度是一个矢量场，通常称ｇｒａｄｕ为标量场ｕ所产生的梯度场。
（２）标量场ｕ（Ｍ）中，在给定点处沿任意方向ｅｌ 的方向导数等于梯度在该方向上的

投影。
（３）标量场ｕ（Ｍ）中每一点Ｍ 处的梯度，垂直于过该点的等值面，且指向ｕ（Ｍ）增加

的方向。
在矢量分析中，经常使用那勃勒算符（读作“ｄｅｌ”或“Ｎａｂｌａ”）。是一个矢量微分

运算符。
在直角坐标系中，有

 ＝ｅｘ ｘ＋
ｅｙ ｙ＋

ｅｚ ｚ
（１．１．８）

因此，标量场ｕ的梯度通常用那勃勒算符表示为

ｇｒａｄｕ＝ ｅｘ ｘ＋
ｅｙ ｙ＋

ｅｚ （ ）ｚｕ＝ ｕ （１．１．９）

也就是说，可以把标量场ｕ的梯度看作是算符作用于标量函数ｕ的运算。
梯度在圆柱面坐标系和球面坐标系中的表达式要复杂一些。
在圆柱面坐标系（ρ，，ｚ）中，有

ｕ＝ｅρ
ｕ
ρ
＋ｅ

ｕ
ρ

＋ｅｚｕｚ
（１．１．１０）

　　在球面坐标系（ｒ，θ，）中，有

３



ｕ＝ｅｒｕｒ＋
ｅθｕｒθ＋

ｅ
１
ｒｓｉｎθ

ｕ
θ

（１．１．１１）

　　例１．１　设点电荷ｑ位于坐标原点，在周围空间任一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处产生的电位为

φ＝
ｑ
４πεｒ

式中，ε为介电常数，ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ，ｒ＝｜ｒ｜，试求电位φ的梯度。
解：根据球面坐标系的梯度运算公式（１．１．１１），得

φ＝
ｑ
４πε（ ）ｒ ＝ ｑ

４πε
１（ ）ｒ ＝

ｅｒ ｑ４πε

ｒ
１（ ）ｒ ＝－ｅｒ ｑ

４πεｒ２ ＝－
ｑ
４πεｒ３

ｒ

而点电荷ｑ产生的电场强度Ｅ＝ ｑ
４πεｒ３

ｒ，故有

Ｅ＝－φ
这表明，静电场中的电场强度等于电位梯度的负值。

１．１．２　矢量场的散度

为了研究矢量场的空间变化规律，引入了矢量场的散度和旋度的概念。本小节讨论
矢量场的散度，而矢量场的旋度则在下一小节讨论。

１．矢量线
在矢量场中，各点的场量是随空间位置变化的矢量。因此，一个矢量场Ｆ可以用一

个矢量函数来表示。在直角坐标系中可表示为

Ｆ＝Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｅｘＦｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｅｙＦｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＋ｅｚＦｚ（ｘ，ｙ，ｚ） （１．１．１２）

式中，ｅｘ、ｅｙ 和ｅｚ 分别是沿ｘ、ｙ和ｚ方向的单位矢量；Ｆｘ（ｘ，ｙ，ｚ）、Ｆｙ（ｘ，ｙ，ｚ）和Ｆｚ（ｘ，ｙ，

ｚ）是Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）的三个分量。
在矢量场中，为了形象直观地描述矢量在空间的分布状况，引入了矢量线的概念。

矢量线是一条空间曲线，在它上面每一点的场矢量都与其相切，并且用箭头来表示矢
量线的正方向（见图１－２）。例如，静电场中的电力线、磁场中的磁力线等，都是矢量
线的例子。一般地，矢量场中的每一点都有矢量线通过，所以矢量线也充满矢量场所
在的空间。
根据矢量线的概念可知，矢量线满足的方程为

ｄｌ×Ｆ＝０ （１．１．１３）

式中，ｄｌ是矢量线的长度元矢量。

２．矢量场的通量
如图１－３所示，Ｓ为一有向曲面，其正侧的单位法线矢量为ｎ，则矢量场Ｆ在曲面Ｓ

上的积分

ψ＝∫Ｓ
Ｆ·ｄＳ＝∫Ｓ

Ｆ·ｎｄＳ （１．１．１４）

４



图１－２　矢量线 图１－３　有向曲面

称为矢量场Ｆ通过曲面Ｓ的通量。例如：在电场中，电位移矢量Ｄ在某一曲面Ｓ 上的面
积分就是矢量Ｄ 通过该曲面的电通量；在磁场中，磁感应强度Ｂ在某一曲面Ｓ 上的面积
分就是矢量Ｂ通过该曲面的磁通量。
在直角坐标系中，有

ｄＳ＝ｅｘｄＳｘ＋ｅｙｄＳｙ＋ｅｚｄＳｚ ＝ｅｘｄｙｄｚ＋ｅｙｄｚｄｘ＋ｅｚｄｘｄｙ
则通量可以写成

ψ＝∫Ｓ
Ｆ·ｄＳ＝∫Ｓ

Ｆｘｄｙｄｚ＋Ｆｙｄｚｄｘ＋Ｆｚｄｘｄｙ （１．１．１５）

如果Ｓ是一闭合曲面，则通过闭合曲面的总通量可表示为

ψ＝∮Ｓ
Ｆ·ｄＳ＝∮Ｓ

Ｆ·ｎｄＳ （１．１．１６）

对于闭合曲面，通常规定曲面Ｓ的外法线方向为面积元ｄＳ的方向。
由通量的定义可知，若Ｆ从面积元ｄＳ的负侧穿到ｄＳ的正侧时，Ｆ与ｎ相交成锐角，

则通过面积元ｄＳ的通量为正值；反之，若Ｆ从面积元ｄＳ的正侧穿到ｄＳ的负侧时，Ｆ与ｎ
相交成钝角，则通过面积元ｄＳ的通量为负值。
式（１．１．１６）中的ψ则表示从曲面Ｓ 内穿出的正通量与从曲面Ｓ 穿入的负通量的代

数和，即穿出曲面Ｓ的净通量。若ψ＞０时，穿出闭合曲面Ｓ的通量多于穿入的通量，此
时闭合曲面Ｓ内必有发出通量线的源，称之为正源。例如，静电场中的正电荷就是发出
电力线的正源。若ψ＜０时，穿出闭合曲面Ｓ的通量少于穿入的通量，此时闭合曲面Ｓ内
必有接受通量线的源，称之为负源。例如，静电场中的负电荷就是接受电力线的负源。若

ψ＝０时，穿入闭合曲面Ｓ的通量等于穿出的通量，此时闭合曲面Ｓ内正源与负源的代数
和为零，或闭合曲面Ｓ内无源。

３．矢量场的散度
在矢量场中，通过闭合曲面Ｓ的通量由闭合曲面Ｓ 内的通量源所决定。但是，通量

是一个积分量，描述的是一定范围内的通量源与净通量之间的关系，而不能反映场域内的
通量源分布情况。例如，穿过某一闭合曲面Ｓ的净通量为零，只表明该闭合曲面内的正
通量源与负通量源的代数和为零，并非该闭合曲面内一定没有通量源分布。为了研究矢
量场中每一点的场与通量源之间的关系，需要引入矢量场的散度的概念。
在矢量场Ｆ中的任一点Ｍ 处作一个包围该点的任意闭合曲面Ｓ，所限定的体积为

ΔＶ。矢量场Ｆ在点Ｍ 处的散度记作ｄｉｖＦ，其定义为

ｄｉｖＦ＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

∮Ｓ
Ｆ·ｄＳ

ΔＶ
（１．１．１７）
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　　从散度定义可知：
（１）ｄｉｖＦ表示在矢量场中任意点Ｍ 处，穿出单位体积的净通量，所以ｄｉｖＦ描述了通

量源的密度。
（２）在矢量场中的点Ｍ 处，若ｄｉｖＦ＞０，则该点有发出通量线的正通量源；若ｄｉｖＦ＜

０，则该点有接受通量线的负通量源；若ｄｉｖＦ＝０，则该点无通量源（见图１－４）。

图１－４　散度的意义
（ａ）ｄｉｖＦ＞０；（ｂ）ｄｉｖＦ＜０；（ｃ）ｄｉｖＦ＝０。

（３）矢量场Ｆ的散度是一个标量场，通常称ｄｉｖＦ为矢量场Ｆ 所产生的散度场。
散度的计算公式与坐标系有关。在直角坐标系中，根据高斯公式，有

∮Ｓ
Ｆ·ｄＳ＝∮Ｓ

Ｆｘｄｙｄｚ＋Ｆｙｄｚｄｘ＋Ｆｚｄｘｄｙ＝

∫Ｖ Ｆｘｘ ＋Ｆｙｙ ＋Ｆｚ（ ）ｚ ｄＶ ≈ Ｆｘ
ｘ ＋

Ｆｙ
ｙ ＋

Ｆｚ
（ ）ｚ ΔＶ

代入式（１．１．１７），得到直角坐标系中散度的表达式为

ｄｉｖＦ＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

∮Ｓ
Ｆ·ｄＳ

ΔＶ ＝Ｆｘｘ ＋
Ｆｙ
ｙ ＋

Ｆｚ
ｚ

（１．１．１８）

　　ｄｉｖＦ又常用算符表示为

ｄｉｖＦ＝ ｅｘ ｘ＋
ｅｙ ｙ＋

ｅｚ （ ）ｚ·（ｅｘＦｘ＋ｅｙＦｙ＋ｅｚＦｚ）＝ ·Ｆ （１．１．１９）

　　在圆柱面坐标系和球面坐标系中，散度的表达式分别为

·Ｆ＝ １
ρ

ρ
（ρＦρ）＋

Ｆ
ρ

＋Ｆｚｚ
（１．１．２０）

和

·Ｆ＝ １ｒ２

ｒ
（ｒ２Ｆｒ）＋ １

ｒｓｉｎθ

θ
（ｓｉｎθＦθ）＋ １

ｒｓｉｎθ
Ｆ


（１．１．２１）

４．散度定理
根据散度的定义可知，·Ｆ是场中任意点处每单位体积内向外穿出的净通量。因

此，·Ｆ在某一体积Ｖ 上的体积分就是在该体积内向外穿出的净通量，即

ψ＝∫Ｖ·ＦｄＶ
这个通量与从限定体积Ｖ 的闭合曲面Ｓ向外穿出的净通量是相同的，于是得到
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∫Ｖ·ＦｄＶ ＝∮Ｓ
Ｆ·ｄＳ （１．１．２２）

式（１．１．２２）称为散度定理，它表明矢量场Ｆ的散度·Ｆ在体积Ｖ 上的体积分等于矢量
场Ｆ 在限定该体积的闭合曲面Ｓ 上的面积分。散度定理是矢量场的体积分与面积分之
间的一个变换关系，在电磁理论中非常有用。

例１．２　已知Ｒ＝ｅｘ（ｘ－ｘ′）＋ｅｙ（ｙ－ｙ′）＋ｅｚ（ｚ－ｚ′），Ｒ＝｜Ｒ｜。求矢量Ｄ＝
Ｒ
Ｒ３
在Ｒ

≠０处的散度。
解：根据散度的运算公式（１．１．１８），有

·Ｄ＝ｘ
ｘ－ｘ′
Ｒ（ ）３ ＋ｙ

ｙ－ｙ′
Ｒ（ ）３ ＋ｚ

ｚ－ｚ′
Ｒ（ ）３ ＝

１
Ｒ－

３（ｘ－ｘ′）２
Ｒ５ ＋１Ｒ－

３（ｙ－ｙ′）２
Ｒ５ ＋１Ｒ－

３（ｚ－ｚ′）２
Ｒ５ ＝０

１．１．３　矢量场的旋度

矢量场的散度描述了通量源的分布情况，反映了矢量场的一个重要性质。描述矢量
场的空间变化规律的另一个表示方式是矢量场的旋度，它与矢量场的环量有关。

１．矢量场的环量与环量面密度
矢量场Ｆ沿场中的一条闭合路径Ｃ的曲线积分

Γ＝∮Ｃ
Ｆ·ｄｌ （１．１．２３）

称为矢量场Ｆ沿闭合路径Ｃ的环量。其中ｄｌ是路径元矢量，大小为ｄｌ、方向沿路径Ｃ的
切线方向（见图１－５）。
在直角坐标系中，有

Ｆ＝ｅｘＦｘ＋ｅｙＦｙ＋ｅｚＦｚ
ｄｌ＝ｅｘｄｘ＋ｅｙｄｙ＋ｅｚｄｚ

因此，式（１．１．２３）可写成

Γ＝∮Ｃ
Ｆ·ｄｌ＝∮Ｃ

Ｆｘｄｘ＋Ｆｙｄｙ＋Ｆｚｄｚ （１．１．２４）

　　矢量场的环量具有一定的物理意义，若某一矢量场的环量不等于零，通常认为场中有
产生该矢量场的旋涡源。例如在电磁学中，磁场强度Ｈ沿闭合路径Ｃ的环量就是穿过以
路径Ｃ为边界的曲面Ｓ的总电流。
在矢量场Ｆ中的某点Ｍ 处作一面元ΔＳ，取此面元的正法线方向ｎ与其边界围线Ｃ

的绕行方向成右手螺旋关系（见图１－６）。

图１－５　有向曲线 图１－６　ｎ与ｄｌ的关系
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　　在点Ｍ 处，当面元ΔＳ保持以ｎ为法线方向而向点Ｍ 处无限缩小时，极限

ｌｉｍ
ΔＳ→０

∮Ｃ
Ｆ·ｄｌ

ΔＳ
称为矢量场Ｆ在点Ｍ 处沿方向ｎ的环量面密度，记作ｒｏｔｎＦ，即

ｒｏｔｎＦ ＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

∮Ｃ
Ｆ·ｄｌ

ΔＳ
（１．１．２５）

从环量面密度的定义可知：
（１）矢量场Ｆ在点Ｍ 处沿方向ｎ的环量面密度，就是在该点处沿方向ｎ的旋涡源密

度。例如在磁场中，磁场强度Ｈ 在点Ｍ 处沿方向ｎ的环量面密度就是在该点沿方向ｎ
的电流密度。

（２）环量面密度的值既与点Ｍ 有关，也与面元ΔＳ的法线方向ｎ有关。因此，在矢量
场中，一个给定点Ｍ 处沿不同方向ｎ，其环量面密度的值一般是不同的。

２．矢量场的旋度
由于矢量场在点Ｍ 处的环量面密度与面元ΔＳ的法线方向ｎ 有关，在某一个方向

上，环量面密度可能取得最大值。为了描述这种分布状态，引入了旋度的概念。矢量场Ｆ
在点Ｍ 处的旋度定义为：方向沿着使环量面密度取得最大值的面元正法线方向、大小等
于该环量面密度最大值的矢量。并记作ｒｏｔＦ（或记作ｃｕｒｌＦ），即

ｒｏｔＦ＝ｎｌｉｍ
ΔＳ→０

１
ΔＳ∮Ｃ

Ｆ·ｄｌ
ｍａｘ

（１．１．２６）

　　从旋度的定义可知：
（１）矢量场Ｆ的旋度仍然是一个矢量，通常称ｒｏｔＦ为矢量场Ｆ 所产生的旋度场。
（２）矢量场Ｆ在点Ｍ 处的旋度就是在该点的旋涡源密度。例如，在磁场中，磁场强

度Ｈ在点Ｍ 处的旋度就是在该点的电流密度Ｊ。
（３）矢量场Ｆ在点Ｍ 处沿方向ｎ的环量面密度，等于ｒｏｔＦ在该方向上的投影，即

ｒｏｔｎＦ＝ｎ·ｒｏｔＦ。
旋度的具体表达式与坐标系有关，可以证明，在直角坐标系中旋度的表达式为

ｒｏｔＦ＝ｅｘ 
Ｆｚ
ｙ －

Ｆｙ
（ ）ｚ ＋ｅｙ 

Ｆｘ
ｚ －

Ｆｚ
（ ）ｘ ＋ｅｚ 

Ｆｙ
ｘ －

Ｆｘ
（ ）ｙ （１．１．２７）

可以看出，上式右端恰好与×Ｆ相同，所以旋度ｒｏｔＦ又常用算符表示为

ｒｏｔＦ＝ ×Ｆ （１．１．２８）

为了便于记忆，可将×Ｆ写成行列式形式为

×Ｆ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ


ｘ


ｙ


ｚ

Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ

（１．１．２９）

　　在圆柱面坐标系中，×Ｆ的表达式为
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×Ｆ＝ １
ρ

ｅρ ρｅ ｅｚ


ρ





ｚ

Ｆρ ρＦ Ｆｚ

（１．１．３０）

　　在球面坐标系中，×Ｆ的表达式为

×Ｆ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ｅｒ ｒｅθ ｒｓｉｎθｅ


ｒ


θ




Ｆｒ ｒＦθ ｒｓｉｎθＦ

（１．１．３１）

　　旋度与散度的区别：
（１）一个矢量场的旋度是一个矢量函数，而一个矢量场的散度是一个标量函数。
（２）旋度描述的是矢量场中各点的场量与旋涡源的关系，而散度描述的是矢量场中

各点的场量与通量源的关系。
（３）如果矢量场所在的全部空间中，场的旋度处处为零，则这种场中不可能存在旋涡

源，因而称之为无旋场（或保守场）；如果矢量场所在的全部空间中，场的散度处处为零，则
这种场中不可能存在通量源，因而称之为无源场（或管形场）。

（４）在旋度公式（１．１．２７）中，矢量场Ｆ的场分量Ｆｘ、Ｆｙ、Ｆｚ 分别只对与其垂直方向
的坐标变量求偏导数，所以矢量场的旋度描述的是场分量在与其垂直的方向上的变化规
律；而在散度公式（１．１．１８）中，矢量场Ｆ的场分量Ｆｘ、Ｆｙ、Ｆｚ 分别只对ｘ、ｙ、ｚ求偏导数，
所以矢量场的散度描述的是场分量沿着各自方向上的变化规律。

３．斯托克斯定理
在矢量场Ｆ所在的空间中，对于任一个以曲线Ｃ为周界的曲面Ｓ，存在如下重要关

系式：

∫Ｓ
×Ｆ·ｄＳ＝∮Ｃ

Ｆ·ｄｌ （１．１．３２）

上式称为斯托克斯定理，它表明矢量场Ｆ的旋度×Ｆ在曲面Ｓ 上的面积分等于矢量场

Ｆ 在限定该曲面的闭合曲线Ｃ 上的线积分。斯托克斯定理是矢量场的曲面积分与曲线
积分之间的一个转换关系，在电磁理论中也是很有用的。

例１．３　在球面坐标系中，已知矢量场Ｅ＝ｅｒ２ｃｏｓθｒ３ ＋ｅθ
ｓｉｎθ
ｒ３
，求×Ｅ。

解：由球面坐标系中的旋度计算公式（１．１．３１），有

×Ｅ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ｅｒ ｒｅθ ｒｓｉｎθｅ


ｒ


θ




２ｃｏｓθ
ｒ３ ｒｓｉｎθｒ３ ０

＝

ｅ
１
ｒ

ｒ
ｓｉｎθ
ｒ（ ）２ －θ

２ｃｏｓθ
ｒ（ ）［ ］３ ＝０
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１．１．４　拉普拉斯运算

１．标量场的拉普拉斯运算
标量场ｕ的梯度ｕ是一个矢量场，如果再对ｕ求散度，即·（ｕ），称为标量场

ｕ的拉普拉斯运算，记为

·（ｕ）＝ ２ｕ （１．１．３３）

这里“２”称为拉普拉斯算符。
在直角坐标系中，由式（１．１．９）和式（１．１．１８），可得

２ｕ＝
２ｕ
ｘ２＋

２ｕ
ｙ２

＋
２ｕ
ｚ２

（１．１．３４）

　　在圆柱面坐标系和球面坐标系中，２ｕ的表达式分别为

２ｕ＝ １
ρ

ρ
ρ
ｕ
（ ）ρ ＋１ρ

２ｕ


２＋
２ｕ
ｚ２

（１．１．３５）

和

２ｕ＝ １ｒ２

ｒ
ｒ２ｕ
（ ）ｒ ＋ １

ｒ２ｓｉｎθ

θ
ｓｉｎθｕ（ ）θ ＋ １

ｒ２ｓｉｎ２θ
２ｕ


２ （１．１．３６）

２．矢量场的拉普拉斯运算
在电磁场中，经常会遇到矢量场Ｆ的拉普拉斯运算２Ｆ，它的定义是

２Ｆ＝ （·Ｆ）－×（×Ｆ） （１．１．３７）

容易证明，在直角坐标系中，有

２Ｆ＝ｅｘ２Ｆｘ＋ｅｙ２Ｆｙ＋ｅｚ２Ｆｚ （１．１．３８）

１．１．５　亥姆霍兹定理

１．亥姆霍兹定理
根据前面几节的讨论，我们知道，一个矢量场的散度和旋度是两个独立的运算，只有

同时给出散度和旋度才能完整地描述矢量场的性质。事实上，可以证明，在有限的区域Ｖ
内，任一矢量场由它的散度、旋度和边界条件（即限定区域Ｖ 的闭合面Ｓ上的矢量场的分
布）惟一确定，这就是亥姆霍兹定理。亥姆霍兹定理的意义是非常重要的，它是研究电磁
场理论的一条主线，无论对静态电磁场还是时变电磁场，都要研究它们的散度、旋度和边
界条件。

２．矢量场的分类
根据矢量场的散度和旋度，可将矢量场分为四种基本类型。

１）调和场
如果矢量场Ｆ在区域Ｖ 内处处都有

×Ｆ＝０
和

·Ｆ＝０
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则称该矢量场为调和场。
在矢量分析中，有以下重要的恒等式

×（ｕ）＝０ （１．１．３９）

也就是说，任何一个标量场的梯度的旋度恒为零。式（１．１．３９）又表明，若矢量场是一个无
旋场，则该矢量场可表示为一个标量场的梯度。因此，调和场Ｆ可以表示为一个标量场ｕ
的梯度，即

Ｆ＝－ｕ （１．１．４０）

函数ｕ称为调和场Ｆ 的标量位函数，简称标量位。式中有一负号，是因为电磁场中取Ｆ
的方向为ｕ减小的方向。
将式（１．１．４０）代入·Ｆ＝０，可得

２ｕ＝０ （１．１．４１）

这是拉普拉斯方程。因此，对于调和场，可通过解拉普拉斯方程求得ｕ，然后由Ｆ＝－ｕ
计算矢量场Ｆ。

２）有源无旋场
如果矢量场Ｆ在区域Ｖ 内处处都有×Ｆ＝０，但·Ｆ＝ρ≠０，则该矢量场为有源

无旋场。由于×Ｆ＝０，仍然有Ｆ＝－ｕ，代入·Ｆ＝ρ，则得

２ｕ＝－ρ （１．１．４２）

这是泊松方程。因此，对于有源无旋场，可通过解泊松方程求得ｕ，然后由Ｆ＝－ｕ计算
矢量场Ｆ。

３）无源有旋场
如果矢量场Ｆ在区域Ｖ 内处处都有

·Ｆ＝０，×Ｆ＝Ｊ≠０

则该矢量场为无源有旋场。
在矢量分析中，另一个重要的恒等式为

·（×Ａ）＝０ （１．１．４３）

也就是说，任何一个矢量场的旋度的散度恒为零。式（１．１．４３）又表明，若一个矢量场是无
散场，则该矢量场可表示为另一个矢量场的旋度。因此，可将无源有旋场Ｆ表示为

Ｆ＝ ×Ａ （１．１．４４）

函数Ａ称为无源场Ｆ 的矢量位函数，简称矢量位。将Ｆ＝×Ａ代入×Ｆ＝Ｊ，可得

××Ａ＝Ｊ
由于××Ａ＝（·Ａ）－２Ａ，所以

２Ａ－（·Ａ）＝－Ｊ

　　根据亥姆霍兹定理，为了得到惟一确定解，还需给定·Ａ。若令·Ａ＝０，则有

２Ａ＝－Ｊ （１．１．４５）

这就是矢量位Ａ的矢量泊松方程。

４）有源有旋场
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一般的情况下，如果矢量场Ｆ的散度和旋度都不为零，即

·Ｆ＝ｇ

×Ｆ＝
烅
烄

烆 Ｇ

这里ｇ和Ｇ 为已知函数，则该矢量场为有源有旋场。这时，可将矢量场Ｆ表示为一个有
源无旋场Ｆｉ和无源有旋场Ｆｓ的叠加，即

Ｆ＝Ｆｉ＋Ｆｓ （１．１．４６）

式中，Ｆｓ和Ｆｉ分别满足

·Ｆｓ ＝０

×Ｆｓ ＝
烅
烄

烆 Ｇ
和

·Ｆｉ＝ｇ

×Ｆｉ＝
烅
烄

烆 ０

因而，可定义一个标量位函数ｕ和矢量位函数Ａ，使得

Ｆｉ＝－ｕ

Ｆｓ ＝ ×
烅
烄

烆 Ａ

于是

Ｆ＝－ｕ＋×Ａ （１．１．４７）

练　习　题

１．１－１　求标量场ｕ＝ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ在点Ｍ（１，２，３）处沿矢径的方向导数。

１．１－２　已知标量函数ｕ＝ｘ２＋２ｙ２＋３ｚ２＋３ｘ－２ｙ－６ｚ。（１）求ｕ；（２）在哪些点
上ｕ等于零。

１．１－３　已知矢量Ａ＝ｅｘｘ２ｙｚ＋ｅｙｘｙ２ｚ＋ｅｚｘｙｚ２，求·Ａ。

１．１－４　求下列矢量的旋度
（１）Ａ＝ｅｘｘ２＋ｅｙｙ２＋ｅｚｚ２；
（２）Ｂ＝ｅｘｙｚ＋ｅｙｚｘ＋ｅｚｘｙ；
（３）Ｃ＝ｅｘ（ｙ２＋ｚ２）＋ｅｙ（ｚ２＋ｘ２）＋ｅｚ（ｘ２＋ｙ２）。

１．１－５　证明任何一个标量场的梯度的旋度恒为零，即×（ｕ）＝０。

１．１－６　证明任何一个矢量场的旋度的散度恒为零，即·（×Ａ）＝０。

１．１－７　已知矢量Ｅ＝ｅｘ（ｘ２＋ａｘｚ）＋ｅｙ（ｘｙ２＋ｂｙ）＋ｅｚ（ｚ－ｚ２＋ｃｚｘ－２ｘｙｚ），试确
定常数ａ、ｂ、ｃ使Ｅ 为无源场。

１．１－８　已知三个矢量

Ａ＝ｅｘ（３ｙ２－２ｘ）＋ｅｙｘ２＋ｅｚ２ｚ（直角坐标系）；

Ｂ＝ｅρｚ２ｓｉｎ＋ｅｚ
２ｃｏｓ－ｅｚ２ρｚｓｉｎ（圆柱面坐标系）；

Ｃ＝ｅｒｓｉｎθｃｏｓ＋ｅθｃｏｓθｃｏｓ－ｅｓｉｎ（球面坐标系）。
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问：（１）哪些矢量可以表示为一个标量函数的梯度？
（２）哪些矢量可以表示为一个矢量函数的旋度？

１．２　电磁场的源量———电荷与电流

在电磁理论中，电荷和电流是产生电磁场的源量。电荷要产生电场，运动的电荷形
成电流，电流要产生磁场。

１．２．１　电荷与电荷密度

自然界中存在的电荷有正电荷和负电荷两种形式，带电体所带的电荷数量的多少称
为电荷量，通常用ｑ表示，单位为Ｃ（库）。从微观上看，电荷集中在一个个带电微观粒子
上，最小的带电粒子包括电子和质子。也就是说，电荷是以离散的方式分布的。但在研究
宏观电磁现象时，对大量带电微观粒子的宏观效应，则可以假定电荷是以连续的形式分布
在带电体上，并用电荷密度来描述这种分布。
在电磁理论中，根据电荷分布的具体情况，电荷源模型分为体电荷、面电荷、线电荷和

点电荷。

１．电荷体密度（即体电荷密度）
连续分布于体积Ｖ 内的电荷称为体分布电荷。设分布在体积元ΔＶ 中的电荷量为

Δｑ，则电荷体密度ρ的定义为

ρ（ｒ）＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

Δｑ
ΔＶ ＝

ｄｑ
ｄＶ

（１．２．１）

式中，ρ（ｒ）是空间位置ｒ的函数，单位为Ｃ／ｍ
３（库／米３）。利用ρ（ｒ）可以求出体积Ｖ 中的

总电量为

ｑ＝∫Ｖρ（ｒ）ｄＶ （１．２．２）

２．电荷面密度（即面电荷密度）
当电荷分布在一个薄层上时，为了便于分析，引入了面电荷的概念，并用电荷面密度

ρＳ来描述其分布。设分布在面积元ΔＳ上的电荷量为Δｑ，则电荷面密度ρＳ的定义为

ρＳ（ｒ）＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

Δｑ
ΔＳ＝

ｄｑ
ｄＳ

（１．２．３）

式中，ρＳ（ｒ）是空间位置ｒ的函数，单位为Ｃ／ｍ
２（库／米２）。利用ρＳ（ｒ）可以求出曲面Ｓ上

的总电量为

ｑ＝∫Ｓ
ρＳ（ｒ）ｄＳ （１．２．４）

３．电荷线密度（即线电荷密度）
若电荷分布在一根细线上，则称为线电荷。设分布在长度元Δｌ上的电荷量为Δｑ，则

电荷线密度ρｌ定义为

ρｌ（ｒ）＝ｌｉｍ
Δｌ→０

Δｑ
Δｌ＝

ｄｑ
ｄｌ

（１．２．５）
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式中，ρｌ（ｒ）是空间位置ｒ的函数，单位为Ｃ／ｍ（库／米）。利用ρｌ（ｒ）可以求出某段曲线ｌ上

的总电量为

ｑ＝∫ｌρｌ（ｒ）ｄｌ （１．２．６）

４．点电荷与点电荷体密度
“点电荷”在电磁场问题的讨论中是一个重要的概念。当一个带电体的体积小，以至

于可以忽略其体积的大小时，可将其看作电荷ｑ集中在一个体积为零的几何点上，这个电
荷就称为点电荷ｑ。显然，位于坐标原点的点电荷ｑ的体密度ρ（ｒ）应该具有如下性质：

ρ（ｒ）＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

ｑ
ΔＶ ＝

０，ｒ≠０

∞，ｒ＝
烅
烄

烆 ０
（１．２．７）

１．２．２　电流与电流密度

电流是由电荷定向流动形成的，电流通常用ｉ表示，单位为Ａ（安）。设在Δｔ时间内
通过某一曲面Ｓ的电量为Δｑ，则定义通过曲面Ｓ的电流为

ｉ＝ｌｉｍ
Δｔ→０

Δｑ
Δｔ＝

ｄｑ
ｄｔ

（１．２．８）

　　若电荷运动的速度不随时间变化，则形成的电流也不随时间变化，称为恒定电流，通
常用Ｉ表示。
在电磁理论中，电流源模型分为体电流、面电流和线电流。

１．体电流密度
电荷在某一体积内流动所形成的电流称为体电流。在空间不同的位置上，电荷流动

的快慢可能不同，其方向也可能不同，所以仅仅用穿过某一截面的电荷量无法描述电流在
空间的分布情况。为此，引入了电流密度矢量Ｊ来描述电流的分布情况。空间任一点的
电流密度矢量Ｊ的方向为该点处正电荷的运动方向，其大小等于通过在该点垂直于Ｊ的
单位面积的电流，即

Ｊ＝ｌｉｍ
ΔＳ→０

Δｉ
ΔＳ＝

ｄｉ
ｄＳ

（１．２．９）

其单位为Ａ／ｍ２（安／米２）。
当体密度为ρ的电荷以速度ｖ运动时，通过任意面积元ΔＳ的电流为Δｉ＝ρｖ·ΔＳ。

由此可得

Ｊ＝ρｖ （１．２．１０）

　　由已知的电流密度Ｊ可求得通过任一曲面Ｓ的电流为

ｉ＝∫Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝∫Ｓ

Ｊ·ｎｄＳ （１．２．１１）

式中，ｎ为曲面Ｓ的法向单位矢量。

２．面电流密度
若电荷只在一个厚度很小的薄层内流动时，为了便于分析，可以忽略薄层的厚度，近

似认为电荷是在一个几何曲面上流动，所形成的电流称为面电流。对于面电流，可用面电
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图１－７　面电流密度

流密度ＪＳ 来描述其分布情况。如图１－７所示，在曲面

Ｓ上垂直于电荷运动方向取一线元Δｌ，设通过此线元的
电流为Δｉ，则面电流密度ＪＳ的大小为

ＪＳ＝ｌｉｍ
Δｌ→０

Δｉ
Δｌ＝

ｄｉ
ｄｌ

（１．２．１２）

其单位为Ａ／ｍ（安／米）。

３．线电流密度
若电荷沿一横截面积可以忽略的曲线流动，所形成

的电流称为线电流。长度元为ｄｌ的电流Ｉｄｌ称为电流元，也是电磁场中的重要概念之
一。若电荷以速度ｖ运动，则

Ｉｄｌ＝（ｄｑ／ｄｔ）ｄｌ＝ｄｑ（ｄｌ／ｄｔ）＝ｄｑｖ

１．２．３　电荷守恒定律与电流连续性方程

实验证明，电荷是守恒的，既不能被创造，也不能被消灭，只能从一个物体转移到另一

个物体，或者从一个地方移动到另一个地方。这就是电荷守恒定律，是电磁现象中的基本
定律之一。
在电流密度为Ｊ的空间中，任取一个边界面为Ｓ的体积Ｖ。根据电荷守恒定律，单位

时间内体积Ｖ 中减少的电荷量－ｄｑｄｔ
应该等于流出曲面Ｓ的电 流∮Ｓ

Ｊ·ｄＳ，即

∮Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝－ｄｑｄｔ＝－

ｄ
ｄｔ∫ＶρｄＶ （１．２．１３）

上式就是电荷守恒定律的积分表示式，又称为电流连续性方程。

若体积Ｖ 是固定的，不随时间变化，则式（１．２．１３）中的全导数ｄｄｔ
可以改成偏导数

ｔ
，

即有

∮Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝－ｔ∫ＶρｄＶ （１．２．１４）

　　在式（１．２．１４）的左端应用散度定理，将闭合面上的面积分变为体积分，并且由于体积

Ｖ 的大小和形状不随时间变化，可将微分移入积分号中，得

∫Ｖ ·Ｊ＋ρ（ ）ｔｄＶ ＝０ （１．２．１５）

考虑到体积Ｖ 的任意性，要使积分成立，被积函数必须为零，即

·Ｊ＋ρｔ＝
０ （１．２．１６）

这就是电荷守恒定律的微分形式。
对于恒定电流，为了维持空间任意点电流密度不随时间变化，此点的电荷分布必须与

时间无关，即ρ
ｔ＝０

，于是可以得到
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·Ｊ＝０和∮Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝０ （１．２．１７）

这就是恒定电流连续性方程。它表明，空间的稳恒电流形成一个无源场，电流线形成连续
的闭合曲线，没有起点和终点。
例１．４　在球面坐标系中，传导电流密度为

Ｊ＝ｅｒ１０ｒ－１５　（Ａ／ｍ２）

求：（１）通过半径ｒ＝１ｍｍ的球面的电流值；
（２）在半径ｒ＝１ｍｍ的球面上电荷密度的增加率；
（３）在半径ｒ＝１ｍｍ的球体内总电荷的增加率。

解：（１）　　　Ｉ＝∮Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝∫

２π

０∫
π

０
１０ｒ－１５ｒ２ｓｉｎθｄθｄ

ｒ＝１ｍｍ
＝

４０πｒ０５ ｒ＝１ｍｍ ＝３９７（Ａ）

（２）在球面坐标系中

·Ｊ＝ １ｒ２
ｄ
ｄｒ
（ｒ２１０ｒ－１５）＝５ｒ－２５

由电流连续性方程（１．２．１６），得到

ρ
ｔ ｒ＝１ｍｍ

＝－·Ｊ ｒ＝１ｍｍ＝－１５８×１０
８　（Ａ／ｍ３）

（３）由式（１．２．１３），得到半径ｒ＝１ｍｍ的球体内总电荷的增加率为

ｄｑ
ｄｔ＝－∮Ｓ

Ｊ·ｄＳ＝３９７　（Ａ）

练　习　题

１．２－１　已知半径为ａ的球面上分布着ρＳ＝ρＳ０ｃｏｓθ的面电荷，ρＳ０为常数。求球面上
的总电量ｑ。

１．２－２　已知半径为ａ、长为ｌ的圆柱体内分布着轴对称的体电荷，电荷密度ρ（ｒ）＝

ρ０
ｒ
ａ
（０≤ｒ≤ａ），ρ０ 为常数。求总电量ｑ。

１．２－３　已知半径为ａ的球面上分布着总电量为ｑ的面电荷。当球面以角速度ω绕
某一直径（ｚ轴）旋转时，求球面上的面电流密度ＪＳ。

１．３　电场强度与磁感应强度

描述电场的基本物理量是电场强度矢量，描述磁场的基本物理量是磁感应强度矢量。

１．３．１　电场强度

近代物理学的发展表明，电荷周围会形成一种物质，这种物质就是电场。描述电
场分布的基本物理量是电场强度矢量Ｅ，简称电场强度，单位为 Ｖ／ｍ（伏／米）。不随
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时间变化的静止电荷产生的电场称为静电场，随时间发生变化的电荷产生的电场称为
时变电场。
电场的一个重要特性是会对位于电场中的其他电荷施加电场力的作用。实验表明，

若将一个电量为ｑ０ 的试验电荷放入电场中，它所受到的电场力Ｆｅ为

Ｆｅ ＝ｑ０Ｅ （１．３．１）

　　由式（１．３．１）可见，电荷所受到的电场力Ｆｅ 的大小与电量ｑ０ 成正比，其方向与电场
强度的方向一致。因此，由试验电荷ｑ０ 在电场中所受的电场力Ｆｅ可以确定电场强度为

Ｅ＝ｌｉｍ
ｑ０→０

Ｆｅ
ｑ０

（１．３．２）

图１－８　点电荷间的作用力

式中，取极限ｑ０→０的意思是ｑ０ 应为足够小的点电荷，以使
它的引入不会对原有的电场产生影响。
库仑从实验中总结出真空中两个静止点电荷之间相互

作用力的规律，称为库仑定律。如图１－８所示，两个点电荷

ｑ１ 和ｑ２ 分别处于矢径为ｒ１ 和ｒ２ 的位置上，则ｑ１ 对ｑ２ 的作
用力为

Ｆ１→２ ＝ ｑ１ｑ２
４πε０Ｒ２

ｅＲ ＝ ｑ１ｑ２
４πε０Ｒ３

Ｒ （１．３．３）

式中，Ｒ＝ｒ２－ｒ１ 表示由ｑ１ 指向ｑ２ 的距离矢量；Ｒ＝｜Ｒ｜是Ｒ的模；ｅＲ 是Ｒ 的单位矢量。

ε０≈（１／３６π）×１０－９≈８８５４×１０－１２Ｆ／ｍ（法／米），称为真空介电常数或真空电容率。
根据电场强度的定义式（１．３．２）和库仑定律（１．３．３），可以得到位于矢径ｒ′处的点电

荷ｑ在场点ｒ处的电场强度为

Ｅ（ｒ）＝ ｑ
４πε０Ｒ２

ｅＲ ＝ ｑ
４πε０｜ｒ－ｒ′｜３

（ｒ－ｒ′） （１．３．４）

　　若有Ｎ 个点电荷ｑ１，ｑ２，…，ｑＮ，分别位于ｒ′１，ｒ′２，…，ｒ′Ｎ，则场点ｒ处的电场强度为各
电荷单独产生的电场强度的矢量和，即

Ｅ（ｒ）＝ １
４πε０∑

Ｎ

ｉ＝１

ｑｉ
｜ｒ－ｒ′ｉ｜３

（ｒ－ｒ′ｉ） （１．３．５）

　　若在体积Ｖ 中存在电荷体密度为ρ（ｒ′）的体电荷分布，可将体积Ｖ 划分为很多小体
积元ΔＶ′ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ），小体积元ΔＶ′ｉ包含的电荷量Δｑｉ＝ρ（ｒ′ｉ）ΔＶ′ｉ，在场点ｒ处的
电场强度产生的电场强度

Ｅｉ（ｒ）＝ １
４πε０

（ｒ－ｒ′ｉ）
｜ｒ－ｒ′ｉ｜３ρ

（ｒ′ｉ）ΔＶ′ｉ

将所有Δｑｉ产生的Ｅｉ（ｒ）矢量叠加，并令小体积元ΔＶ′ｉ趋于零，即可得到场点ｒ处的电场
强度为

Ｅ（ｒ）＝ １
４πε０

ｌｉｍ
ΔＶ′ｉ－０
Ｎ→∞

∑
Ｎ

ｉ＝１

（ｒ－ｒ′ｉ）
｜ｒ－ｒ′ｉ｜３ρ

（ｒ′ｉ）ΔＶ′ｉ＝

１
４πε０∫Ｖ

（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３ρ

（ｒ′）ｄＶ′ （１．３．６）
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　　类似地，面电荷和线电荷的电场强度分别为

Ｅ（ｒ）＝ １
４πε０∫Ｓ

（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３ρＳ

（ｒ′）ｄＳ′ （１．３．７）

图１－９　有限长直线电荷

和

Ｅ（ｒ）＝ １
４πε０∫ｌ

（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３ρｌ

（ｒ′）ｄｌ′ （１．３．８）

　　例１．５　均匀带电有限长直线的电场强度
如图１－９所示，长度为２ｌ的直线段上分布着电荷线密度

ρ１０的均匀电荷，求此线电荷的电场强度。
解：采用圆柱面坐标系，令线电荷与ｚ轴相重合，中点位

于坐标原点。显然电场强度具有轴对称性，可以仅在为常
数的平面内计算电场强度。这样场点的位矢ｒ＝ｅρρ＋ｅｚｚ，源
点的位矢ｒ′＝ｅｚｚ′。由式（１．３．８）可得

Ｅ（ｒ）＝ρ１０４πε０∫
ｌ

－ｌ

ｅρρ＋ｅｚ（ｚ－ｚ′）
［ρ
２＋（ｚ－ｚ′）２］３／２

ｄｚ′＝

ｅρ ρ
１０

４πε０ρ
ｚ＋ｌ

［ρ
２＋（ｚ＋ｌ）２］１／２－

ｚ－ｌ
［ρ
２＋（ｚ－ｌ）２］１／｛ ｝２ ＋

ｅｚ ρ１０４πε０ρ
ｌ

［ρ
２＋（ｚ＋ｌ）２］１／２－

１
［ρ
２＋（ｚ－ｌ）２］１／｛ ｝２

　　如果在直线段的两端无限延长变为无限长线电荷，令ｌ→∞，即得到

图１－１０　均匀带电环形薄圆盘

在轴线上的电场强度

Ｅ（ｒ）＝ｅρ ρ
１０

２πε０ρ
　　例１．６　均匀带电的环形薄圆盘轴线上的电
场强度

如图１－１０所示，一个均匀带电的环形薄圆
盘，内半径为ａ，外半径为ｂ，电荷面密度为ρＳ０，求
环形薄圆盘轴线上任一点的电场强度。
解：环形薄圆盘上的面积元ｄＳ′所带电荷为

ρＳ０ｄＳ′＝ρＳ０ρ′ｄρ′ｄ′，此电荷到轴线上Ｐ（０，０，ｚ）点
的距离矢量ｒ－ｒ′＝ｅｚｚ－ｅ′ρρ′，其大小｜ｒ－ｒ′｜＝
（ｚ２＋ρ′

２）１／２。由式（１．３．７），得Ｐ（０，０，ｚ）点的电场
强度为

Ｅ（ｚ）＝ρＳ０４πε０∫
ｂ

ａ∫
２π

０

ｅｚｚ－ｅ′ρρ′
（ｚ２＋ρ′

２）３／２ρ′ｄρ′ｄ′＝

ρＳ０
４πε０∫

ｂ

ａ

ｅｚｚρ′ｄρ′
（ｚ２＋ρ′

２）３／２∫
２π

０
ｄ′－∫

ｂ

ａ
ρ′

２ｄρ′
（ｚ２＋ρ′

２）３／２∫
２π

０
ｅ′ρｄ［ ′

由于ｅ′ρ＝ｅｘｃｏｓ′＋ｅｙｓｉｎ′，所以

∫
２π

０
ｅ′ρｄ′＝∫

２π

０
（ｅｘｃｏｓ′＋ｅｙｓｉｎ′）ｄ′＝０
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于是

Ｅ（ｚ）＝ｅｚρｓ０ｚ２ε０∫
ｂ

ａ
ρ′ｄρ′

（ｚ２＋ρ′
２）３／２ ＝

ｅｚρｓ０ｚ２ε０
１

（ｚ２＋ａ２）１／２－
１

（ｚ２＋ｂ２）１／［ ］２
　　从以上结果可以看到，轴线上的电场强度只有ｅｚ 分量，这是由于电荷的对称分布，对

Ｐ点一侧的每一个可以产生电场强度径向分量的电荷元，在Ｐ点另一侧存在相对应的电
荷元恰好与它的作用抵消，从而使电场强度没有径向分量。
在以上结果中，保持内半径ａ不变，令外半径ｂ→∞，可得到具有圆形孔的无限大均

匀带电平面在圆孔轴线上的电场强度为

Ｅ（ｚ）＝ｅｚρＳ０２ε０
ｚ

（ｚ２＋ａ２）１／２

　　若保持外半径ｂ不变，令内半径ａ→０，则得到半径为ｂ的均匀带电圆盘在轴线上的电
场强度为

Ｅ（ｚ）＝ｅｚρＳ０ｚ２ε０
１
｜ｚ｜－

１
（ｚ２＋ｂ２）１／［ ］２

若令内半径ａ→０且外半径ｂ→∞，则得到无限大均匀带电平面外任一点的电场强度

Ｅ（ｚ）＝ｅｚρＳ０２ε０

１．３．２　磁感应强度

运动的电荷形成电流，电流要产生磁场，描述磁场分布的基本物理量是磁感应强度矢
量Ｂ，简称磁感应强度，单位为Ｔ（特〔斯拉〕）。磁场的重要特性是对磁场中的运动电荷产
生磁场力作用。实验表明，若一个电量为ｑ０ 的试验电荷以速度ｖ在磁场中运动，它所受
到的磁场力Ｆｍ 为

Ｆｍ ＝ｑ０ｖ×Ｂ （１．３．９）

由式（１．３．９）可见，静止电荷不会受到磁场力的作用，而运动电荷所受到的磁场力Ｆｍ 的
大小不仅与乘积ｑ０ｖ成正比，并且随电荷运动方向与磁场方向之间的夹角而变化。当电
荷运动方向与磁场方向一致时，电荷所受到的磁场力为零；当电荷运动方向与磁场方向垂
直时，电荷所受到的磁场力最大。因此，磁感应强度Ｂ的大小为

Ｂ＝ｌｉｍ
ｑ０→０

（Ｆｍ）ｍａｘ
ｑ０ｖ

（１．３．１０）

Ｂ的方向与电荷受到的磁场力为零的运动方向一致。
由于Ｉｄｌ＝ｄｑｖ，由式（１．３．９）可知，电流元Ｉｄｌ在磁场中受力

ｄＦｍ ＝Ｉｄｌ×Ｂ （１．３．１１）

　　安培根据实验结果的分析，总结出真空中的两个恒定电流元之间的相互作用力规律，
称为安培定律。如图１－１１所示，设电流元Ｉ１ｄｌ１ 和Ｉ２ｄｌ２ 分别位于矢径为ｒ１ 和ｒ２ 的位
置上，则电流元Ｉ１ｄｌ１ 对电流元Ｉ２ｄｌ２ 的作用力为
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图１－１１　电流元之间的作用力

ｄＦ１→２ ＝μ０４π
Ｉ２ｄｌ２×［Ｉ１ｄｌ１×（ｒ２－ｒ１）］

｜ｒ２－ｒ１｜３

（１．３．１２）

式中，μ０≈４π×１０
－７Ｈ／ｍ（亨／米），称为真空磁导率。

由式（１．３．１１）和（１．３．１２）可知，位于矢径为ｒ′的恒
定电流元Ｉｄｌ′在场点ｒ处的磁感应强度为

ｄＢ（ｒ）＝μ０４π
Ｉｄｌ′×（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３

（１．３．１３）

此式即为毕奥－沙伐尔定律。
任何恒定电流回路Ｃ周围空间的磁感应强度可由

式（１．３．１３）计算得出

Ｂ（ｒ）＝μ０４π∮Ｃ

Ｉｄｌ′×（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３

（１．３．１４）

　　对于体电流密度Ｊ（ｒ′）和面电流密度ＪＳ（ｒ′），相应的电流元分别为Ｊ（ｒ′）ｄＶ′和

ＪＳ（ｒ′）ｄＳ′。所以体电流和面电流的磁感应强度分别为

Ｂ（ｒ）＝μ０４π∫ＶＪ
（ｒ′）×（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３

ｄＶ′ （１．３．１５）

图１－１２　有限长直线电流

和

Ｂ（ｒ）＝μ０４π∫Ｓ

ＪＳ（ｒ′）×（ｒ－ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜３

ｄＳ′ （１．３．１６）

　　例１．７　有限长直线电流的磁感应强度
如图１－１２所示，长度为２ｌ的直线电流为Ｉ，求此线电流

的磁感应强度。
解：采用圆柱面坐标系，令线电流与ｚ轴相重合，中点位

于坐标原点。显然磁感应强度具有轴对称性，只需在为常
数的平面内计算磁感应强度即可。这样场点的位矢ｒ＝ｅρρ＋
ｅｚｚ，源点的位矢ｒ′＝ｅｚｚ′。由式（１．３．１４）可得

Ｂ（ｒ）＝μ０Ｉ４π∫
ｌ

－ｌ

ｅｚ×［ｅρρ＋ｅｚ（ｚ－ｚ′）］
［ρ
２＋（ｚ－ｚ′）２］３／２

ｄｚ′＝

ｅμ
０Ｉ
４π∫

ｌ

－ｌ
ρ

［ρ
２＋（ｚ－ｚ′）２］３／２

ｄｚ′＝

ｅμ
０Ｉ
４πρ

ｚ＋ｌ
［ρ
２＋（ｚ＋ｌ）２］１／２－

ｚ－ｌ
［ρ
２＋（ｚ－ｌ）２］１／｛ ｝２

　　如果在直线段的两端无限延长变为无限长线电流，令ｌ→∞，即得到

Ｂ（ｒ）＝ｅμ
０Ｉ
２πρ

　　例１．８　线电流圆环轴线上的磁感应强度
如图１－１３所示，一个半径为ａ的线电流圆环，电流为Ｉ，求圆环轴线上任一点的磁
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感应强度。

图１－１３　线电流圆环轴线上

的磁感应强度

解：在圆柱面坐标系中，圆环上的电流元Ｉｄｌ′＝
ｅ′Ｉａｄ′，到轴线上Ｐ（０，０，ｚ）点的距离矢量ｒ－ｒ′＝
ｅｚｚ－ｅ′ρａ，其大小｜ｒ－ｒ′｜＝（ｚ２ ＋ａ２）１

／２。由式
（１．３．１４），得Ｐ点磁感应强度为

Ｂ（ｚ）＝μ０Ｉａ４π∫
２π

０

ｅ′×（ｅｚｚ－ｅ′ρａ）
（ｚ２＋ａ２）３／２

ｄ′＝

μ０Ｉａ
４π∫

２π

０

ｅ′ρｚ＋ｅｚａ
（ｚ２＋ａ２）３／２

ｄ′＝

ｅｚ μ０Ｉａ
２

２（ｚ２＋ａ２）３／２

在圆环的中心ｚ＝０处，磁感应强度最大

Ｂ（０）＝ｅｚμ０Ｉ２ａ

　　例１．９　在均匀的静态电磁场中，有一个电量ｑ＝１５×１０－６Ｃ的点电荷。当ｑ静止

时，受力Ｆ＝Ｆｅ＝ｅｘ１５×１０－６Ｎ；当ｑ以速度ｖ＝ｅｚ２ｍ／ｓ运动时，受力与静止时相同；当ｑ
以速度ｖ＝ｅｙ２５ｍ／ｓ运动时，受力Ｆ＝０。试求电场强度Ｅ和磁感应强度Ｂ。

解：当ｑ静止时，由Ｆ＝Ｆｅ＝ｑＥ，得电场强度

Ｅ＝Ｆｅｑ ＝ｅｘ１０　（Ｖ／ｍ）

当ｑ以速度ｖ＝ｅｚ２ｍ／ｓ运动时，Ｆｍ＝ｑｖ×Ｂ＝０，所以

Ｂ＝ｅｚＢ０

其中Ｂ０ 为未知常数。当ｑ以速度ｖ＝ｅｙ２．５ｍ／ｓ运动时，Ｆｍ＝ｑｖ×Ｂ＝ｅｘ２５ｑＢ０。又Ｆ＝

Ｆｅ＋Ｆｍ＝０，所以Ｆｍ＝－Ｆｅ。由此可得到

Ｂ＝－ｅｚ４　（Ｔ）

练　习　题

１．３－１　三根长度均为ｌ，均匀线电荷密度分别为ρｌ０、２ρｌ０和３ρｌ０的线电荷构成等边三

角形。计算三角形中心处的电场强度。

１．３－２　设有一个外接圆半径为ａ的正ｎ边形线圈，其中的电流为Ｉ。试证明线圈
中心的磁感应强度为

Ｂ＝μ０ｎＩ２πａｔａｎ
π
ｎ

并讨论ｎ→∞时的极限情况。

１．３－３　一个点电荷ｑ以速度ｖ沿直角坐标系的ｚ轴运动，如果在ｘ轴方向有一均
匀磁场Ｂ０＝ｅｘＢ０，问应加一个什么样的电场才能使此点电荷继续沿ｚ轴运动？
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１．４　电磁场中媒质的电磁特性

所有物质都是由带正电荷和负电荷的粒子组成，如果将它们放入电磁场中，带电粒子
因受到电磁力的作用而改变其状态。从宏观效应看，物质对电磁场的响应可分为极化、磁
化和传导三种状态，并可分别用表征其电磁特性的电磁参量来描述。一般说来，任何物质
对电磁场的三种响应状态是同时存在的，但不同的物质对这些响应的程度可能存在较大
的差异。以极化或磁化为主的物质通常称为电介质或磁介质，以传导为主的物质通常称
为导体。

１．４．１　介质的极化·电位移矢量

１．极化强度矢量Ｐ
介质的分子一般有两种类型：一种分子的正负电荷中心重合，没有电偶极矩，称为无

极分子；另一种分子的正负电荷中心不重合，形成固有电偶极矩，称为有极分子。当无外
加电场时，分子作无规则热运动，宏观上不显示电特性。在宏观电场的作用下，无极分子
正负电荷的中心相对位移，形成分子电偶极矩，而有极分子的固有电偶极矩的取向将趋向
于与电场方向一致，这种现象称为介质的极化。
描述介质的极化程度及其极化效应的物理量是极化强度矢量Ｐ，它定义为单位体积

内的电偶极矩的矢量和，即

Ｐ＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

∑
ｉ
ｐｉ

ΔＶ
（１．４．１）

式中，ｐｉ为小体积ΔＶ 中的第ｉ个分子的电偶极矩。极化强度矢量Ｐ单位是Ｃ／ｍ２。

２．极化电荷和极化电流
介质未极化时，由于无规则热运动，不会出现宏观的电荷分布。介质产生极化以后，

由于电偶极矩的有序排列，在介质内部和表面会出现宏观电荷分布，这种由极化引起的宏
观电荷称为极化电荷。介质中的极化电荷不能离开分子移动，所以又称为束缚电荷。极
化电荷的分布用极化电荷体密度ρＰ 或极化电荷面密度ρＳＰ来表示。

图１－１４　介质的极化

在极化介质中，设每一个分子的正负电荷间的平均相
对位移为ｌ，则分子电偶极矩ｐ＝ｑｌ。为了计算介质中任一
闭合曲面Ｓ所包围的极化电荷，可先在曲面Ｓ上任取一个
面元ｄＳ，计算从它穿出去的电荷。为方便计算，假定极化
过程中负电荷不动，而正电荷有一位移ｌ。显然，处于小体
积ｌ·ｄＳ中的正电荷将从面元ｄＳ穿出，如图１－１４所示。
设单位体积中的分子数为ｎ，则穿过面元ｄＳ的电荷量为

ｎｑｌ·ｄＳ＝ｎｐ·ｄＳ＝Ｐ·ｄＳ （１．４．２）

所以闭合曲面Ｓ穿出Ｖ 的正电荷量为∮Ｓ
Ｐ·ｄＳ。由电中性可知，留在闭合曲面Ｓ内的极化

电荷量则为
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ｑＰ ＝∫ＶρＰｄＶ ＝－∮Ｓ
Ｐ·ｄＳ＝－∫Ｖ·ＰｄＶ （１．４．３）

由此可得介质体内的电荷体密度为

ρＰ ＝－·Ｐ （１．４．４）

这是一个重要的结果，它反映了介质内部任意点的极化电荷分布与极化强度之间的关系，
通常可用来求解介质内部的极化电荷分布。
为了计算介质表面上出现的极化电荷面密度ρｓｐ，则在介质体内紧贴表面取一个闭曲

面，从这个闭曲面上穿出的极化电荷就是电介质表面上的极化面电荷。由式（１．４．２）可
知，从面积元ΔＳ上穿出的极化电荷量为ΔｑＰ＝Ｐ·ΔＳ＝Ｐ·ｎΔＳ，故极化电荷面密度ρＳＰ
为

ρＳＰ ＝Ｐ·ｎ （１．４．５）

式中，ｎ为介质表面的外法向单位矢量。这就是极化电荷面密度与极化强度的关系，它通
常被用来求解介质极化时产生的表面极化电荷分布。
当外加电场随时间发生改变时，极化强度Ｐ将随时间变化，极化电荷也会在一定的

范围内运动，从而形成极化电流，极化电流密度用ＪＰ 表示。从式（１．４．２）可知，通过面积
元ΔＳ的极化电流为

ΔｉＰ ＝ ｔ
（Ｐ·ΔＳ）＝Ｐｔ

·ΔＳ

由此得到极化电流密度为

ＪＰ ＝Ｐｔ
（１．４．６）

　　对式（１．４．６）取散度，并利用式（１．４．４），可得

·ＪＰ＋ρＰｔ ＝
０ （１．４．７）

这表明极化电荷和极化电流也满足电荷守恒定律。

３．电位移矢量
当电介质在外加电场Ｅ０ 的作用下极化时，电介质中的极化电荷将在空间中产生附

加电场Ｅ′。此附加电场Ｅ′有减弱电介质极化的趋势，通常称为退极化场。这时空间中任
一点的电场Ｅ应为外加电场Ｅ０ 与附加电场Ｅ′的合成电场，即

Ｅ＝Ｅ０＋Ｅ′ （１．４．８）

　　电介质的极化强度Ｐ既与合成电场Ｅ 有关，也与电介质的特性有关，也就是说，处于
相同电场中的不同电介质，极化的程度不一定相同。若电介质中Ｐ与Ｅ 的大小满足线性
关系且方向相同，则称之为线性和各向同性的电介质。在这种电介质中，Ｐ与Ｅ 的关系可
以写成

Ｐ＝χｅε０Ｅ （１．４．９）

式中，χｅ称为电介质的极化率（或称为极化系数），是一个与电介质有关的无量纲系数。
在分析电介质中的电场时，引入了一个辅助矢量Ｄ，其定义为
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Ｄ＝ε０Ｅ＋Ｐ （１．４．１０）

式中，ε０≈１３６×１０
－９≈８８５４×１０－１２Ｆ／ｍ，称为真空中的介电常数；矢量Ｄ称为电位移矢

量，单位为Ｃ／ｍ２。
对于线性和各向同性的电介质，将式（１．４．９）代入Ｄ＝ε０Ｅ＋Ｐ中，得

Ｄ＝ε０（１＋χｅ）Ｅ＝ε０εｒＥ＝εＥ （１．４．１１）

式中ε＝ε０εｒ称为电介质的介电常数（或电介质的电容率），单位与ε０ 相同。εｒ＝１＋χｅ称
为电介质的相对介电常数，是无量纲常数。

例１．１０　在内外半径分别为ａ和ｂ的空心极化介质球中，已知极化强度Ｐ＝ｅｒ
Ｐ０
４πｒ２

，

Ｐ０ 为常数。求ρＰ 和ρＳＰ。
解：由球坐标系中的散度计算公式（１．１．２１），得

ρＰ ＝－·Ｐ＝－
１
ｒ２

ｒ
（ｒ２Ｐｒ）＝－１ｒ２


ｒ
ｒ２ Ｐ０
４πｒ（ ）２ ＝０

在空心介质球的外表面上，ｒ＝ｂ、ｎ＝ｅｒ，于是

ρＳＰ ＝Ｐ·ｅｒ ｒ＝ｂ ＝
Ｐ０
４πｂ２

在空心介质球的内表面上，ｒ＝ａ、ｎ＝－ｅｒ，于是

ρＳＰ ＝－Ｐ·ｅｒ ｒ＝ａ ＝－
Ｐ０
４πａ２

　　例１．１１　在线性和各向同性的均匀介质中，已知电位移矢量Ｄ的ｚ分量Ｄｚ＝２０ｎＣ／

ｍ２，极化强度Ｐ＝ｅｘ９－ｅｙ２１＋ｅｚ１５ｎＣ／ｍ２。求介质中的电场强度Ｅ和电位移矢量Ｄ。

解：由Ｄ＝ε０Ｅ＋Ｐ＝１εｒＤ＋Ｐ
，有Ｐ＝ １－１ε（ ）ｒ Ｄ，于是ＰｚＤｚ＝１－１εｒ，由此得到
εｒ＝

Ｄｚ
Ｄｚ－Ｐｚ＝４

故 Ｄ＝ εｒ
εｒ－１Ｐ＝

４
３Ｐ＝ｅｘ１２－ｅｙ２８＋ｅｚ２０　

（ｎＣ／ｍ２）

Ｅ＝ １εｒε０Ｄ＝ｅｘ０３４－ｅｙ０７９＋ｅｚ０５７　
（ｋＶ／ｍ）

１．４．２　磁介质的磁化·磁场强度矢量

１．磁化强度矢量Ｍ
介质分子或原子内的电子不停地绕核运动及自旋运动，形成分子电流。与电介质中

的电荷要产生微观电场一样，分子电流会产生微观磁场，分子电流的磁特性可用分子磁矩

ｍ＝ｉΔＳ表示，其中ｉ为分子的电流，ΔＳ为分子电流环的面积矢量。在外加磁场的作用
下，分子磁矩的取向沿磁场方向趋于一致，因而磁介质将出现宏观磁效应，这就是磁介质
的磁化现象。
磁介质的磁化程度用磁化强度矢量Ｍ 来描述，它定义为单位体积内分子磁矩的矢量

４２



和，即

Ｍ ＝ｌｉｍ
ΔＶ→０

∑
ｉ
ｍｉ

ΔＶ
（１．４．１２）

式中，ｍｉ为第ｉ个分子的磁矩。磁化强度矢量Ｍ 的单位为Ａ／ｍ。

２．磁化电流
磁介质被磁化后，其内部和表面可能会出现附加的宏观电流分布，这就是磁化电流。

介质内部的磁化电流分布用体电流密度ＪＭ 表示，介质表面的磁化电流分布用面电流密
度ＪＳＭ表示。磁化电流是与分子拴系在一起的，不能像传导电流那样随意流动，故也称束
缚电流。
为了计算磁介质内的磁化电流分布，只需在介质内部任取一个边界为回路Ｃ的曲面

Ｓ，计算穿过曲面Ｓ的磁化电流ＩＭ。由图１－１５可见，只有与回路Ｃ交链的分子电流才对

ＩＭ 有贡献，其余的分子电流不是在Ｓ以外，就是穿入、穿出曲面Ｓ各一次，对ＩＭ 无影响。
在回路Ｃ上任取一个线元ｄｌ，则只有中心处于体积为ΔＳ·ｄｌ的柱体内的分子电流才与
回路Ｃ交链，如图１－１６所示。若单位体积内的分子数为ｎ，则与ｄｌ交链的磁化电流为

ｄＩＭ ＝ｎｉΔＳ·ｄｌ＝ｎｍ·ｄｌ＝Ｍ·ｄｌ （１．４．１３）

所以

ＩＭ ＝∮Ｃ
ｎｉΔＳ·ｄｌ＝∮Ｃ

ｎｍ·ｄｌ＝∮Ｃ
Ｍ·ｄｌ＝∮Ｓ

×Ｍ·ｄＳ （１．４．１４）

又因为ＩＭ ＝∫Ｓ
ＪＭ·ｄＳ，故有

ＪＭ ＝ ×Ｍ （１．４．１５）

这是一个重要的结果，它描述了介质受到磁化以后，其内部产生的磁化电流与磁化强度之
间的关系，通常被用来求解介质内部的磁化电流分布。

图１－１５　介质的磁化 图１－１６　与ｄｌ交链的磁化电流

　　为了计算磁介质表面上出现的磁化电流面密度ＪＳＭ，在介质体内紧贴表面取一个线
元ｄｌ＝ｅｔｄｌ，这里ｅｔ是磁介质表面上的切向单位矢量。由式（１．４．１３）可知，与线元ｄｌ交
链的磁化电流ｄＩＭ＝Ｍ·ｄｌ＝Ｍ·ｅｔｄｌ，故磁化电流面密度为

ＪＳＭ ＝Ｍｔ　 或 　ＪＳＭ ＝ｎ×Ｍ （１．４．１６）

式中，Ｍｔ为Ｍ 的切向分量；ｎ为磁介质表面上的法向单位矢量。这就是磁化强度与表面
磁化电流密度的关系，通常用来求解磁介质表面的磁化电流分布。
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３．磁场强度矢量Ｈ
当磁介质在外加磁场Ｂ０ 的作用下被磁化时，磁介质中的磁化电流将在空间中产生附

加磁场Ｂ′。这时空间中任一点的磁场Ｂ应为外加磁场Ｂ０ 与附加磁场Ｂ′的合成磁场，即

Ｂ＝Ｂ０＋Ｂ′ （１．４．１７）

　　在分析磁介质中的磁场时，引入了一个辅助矢量Ｈ，其定义为

Ｈ＝ Ｂ
μ０
－Ｍ （１．４．１８）

称为磁场强度矢量，单位为Ａ／ｍ。
磁化强度Ｍ 与磁场强度Ｈ 之间的关系同磁介质的性质有关，一般情况下比较复杂。

在线性和各向同性的磁介质中，Ｍ 与Ｈ 的关系可以写成

Ｍ ＝χｍＨ （１．４．１９）

式中，χｍ 称为介质的磁化率（或称为磁化系数），是一个与介质有关的无量纲系数。将式

（１．４．１９）代入Ｈ＝Ｂ
μ０
－Ｍ 中，可得到

Ｂ＝μ０（１＋χｍ）Ｈ＝μ０μｒＨ＝μＨ （１．４．２０）

式中，μ＝μ０μｒ称为磁介质的磁导率，单位与μ０ 相同；μｒ＝１＋χｍ 称为相对磁导率，是无量
纲系数。在真空中，相对磁导率μｒ＝１。
例１．１２　半径为ａ的磁化介质球，球心在坐标原点，磁化强度为

Ｍ ＝ｅｚ（Ａｚ２＋Ｂ）

其中Ａ和Ｂ 为常数，求磁化电流密度ＪＭ 和ＪＳＭ。
解：由式（１．４．１５），可得磁化电流体密度

ＪＭ ＝ ×Ｍ ＝ｅｚ×ｅｚ ｚ
（Ａｚ２＋Ｂ）＝０

在球面上ｚ＝ａｃｏｓθ、ｎ＝ｅｒ、ｅｚ＝ｅｒｃｏｓθ－ｅθｓｉｎθ，所以磁化电流面密度为

ＪＳＭ ＝ｎ×Ｍ ｒ＝ａ ＝ｅｒ×ｅｚ（Ａａ
２ｃｏｓ２θ＋Ｂ）＝

－ｅ（Ａａ２ｃｏｓ２θ＋Ｂ）ｓｉｎθ

１．４．３　导电媒质的传导特性

１．欧姆定律
导电媒质是指含有能做宏观运动的自由带电粒子的一类物质。当存在电场时，这些

自由带电粒子在电场力的作用下运动，从而形成电流，通常称之为传导电流。导电媒质中
电流密度Ｊ与电场强度Ｅ 之间的关系同媒质的性质有关，一般情况下比较复杂。在线性
和各向同性的导电媒质中，Ｊ与Ｅ 的关系可以写成

Ｊ＝σＥ （１．４．２１）

式中，σ称为媒质的电导率，单位为Ｓ／ｍ。式（１．４．２１）就是欧姆定律的微分形式。

２．焦耳定律
在导电媒质中，电场力对运动电荷要做功。设体密度为ρ的电荷以速度ｖ运动，则在
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Δｔ时间内，电场力对体积元ΔＶ 内的运动电荷所做的功为

ΔＷ＝ρΔＶＥ·ｖΔｔ＝Ｅ·ρｖΔＶΔｔ＝Ｅ·ＪΔＶΔｔ

所以体积元ΔＶ 内的损耗功率为

ΔＰ＝ΔＷΔｔ＝Ｅ
·ＪΔＶ

单位体积内的损耗功率，即损耗功率密度为

ｐ＝ΔＰΔＶ ＝
Ｅ·Ｊ （１．４．２２）

这就是焦耳定律的微分形式。体积为Ｖ 的导电媒质内的损耗功率为

Ｐ＝∫ＶＥ·ＪｄＶ （１．４．２３）

练　习　题

１．４－１　一个半径为ａ的介质半球，其平面部分位于坐标面ｚ＝０，球心位于坐标原
点。介质的极化强度Ｐ＝ｅｚＰ０，Ｐ０ 为常量。（１）求极化电荷体密度ρＰ 和面密度ρＳＰ；（２）分
别计算半球面及平面上的总极化电荷，并求和。

１．４－２　在χｅ＝３的介质中，某点的电场强度Ｅ＝－ｅｘ５０＋ｅｙ２２０－ｅｚ８５Ｖ／ｍ。求介
质中该点的极化强度Ｐ和电位移矢量Ｄ。

１．４－３　磁化介质圆柱的半径为ａ、高为ｈ，其轴线与ｚ轴一致，底面在ｘｙ平面上，磁
化强度Ｍ＝ｅｘＭ０，其中Ｍ０ 为常数。求磁化电流体密度ＪＭ 和面密度ＪＳＭ。

１．４－４　同轴电缆的内导体半径ａ１＝１２５ｃｍ，外导体的内半径ａ４＝２ｃｍ。内外导体
之间有三层介质，分界面半径分别为ａ２＝１４ｃｍ和ａ３＝１６ｃｍ。设介质漏电，内外导体间

的漏电流密度Ｊ＝ｅｒＡｒ
，Ａ为常量。已知第一层介质的电导率σ１＝１０－９Ｓ／ｍ，且各层介质

中损耗功率相等。求另外两层介质的电导率。

１．５　静态场的基本规律

在讨论矢量分析时已经指出，一个矢量场具有什么样的性质，必须由它的散度和旋度
（或通量和环量）来决定。不随时间变化的电磁场称为静态场。在静态场的情况下，电场
与磁场是相互独立的。电场仅由电荷产生，而磁场则仅由电流所产生。

１．５．１　静电场的基本规律

由静止电荷产生的电场不随时间变化，称为静电场。静电场的基本规律由环路定律
和高斯定律描述。

１．环路定律
在静电场中，电场强度Ｅ沿任意闭合路径Ｃ的环量恒为零，即
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∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝０ （１．５．１）

这就是静电场的环路定律的积分形式。应用斯托克斯定理，可得到微分形式

×Ｅ＝０ （１．５．２）

２．高斯定律
在静电场中，电位移矢量Ｄ穿过任意闭合曲面Ｓ 的通量等于曲面Ｓ 包围的总电荷，

即

∮Ｓ
Ｄ·ｄＳ＝ｑ （１．５．３）

这就是高斯定律的积分形式。
对体密度为ρ的分布电荷，则有

∮Ｓ
Ｄ·ｄＳ＝∫ＶρｄＶ （１．５．４）

利用散度定理，由式（１．５．４）可得

·Ｄ＝ρ （１．５．５）

这就是静电场高斯定律的微分形式。
式（１．５．２）和式（１．５．５）就是静电场的基本方程（微分形式）。它们表明：静电场是有

源无旋场，是一种保守场。
当电场分布具有对称性时，利用高斯定律求解电场分布是非常简便的方法。

图１－１７　球形电子云

例１．１３　球形电子云的半径为ａ，电子云的体电荷密度ρ＝－ρ０（０≤ｒ≤ａ），电子云外
的电荷密度为零。电子云内、外介质的介电常数都是ε０，如图１－１７所示。（１）试求电子
云内、外的电位移矢量Ｄ和电场强度Ｅ；（２）验证所得结果满足静电场的两个基本方程
×Ｅ＝０和·Ｄ＝ρ。
解：（１）由于电子云的电荷分布具有球对称性，因此电

子云内、外的电场分布也是球对称的，可以用高斯定律计算Ｄ 和Ｅ。以电子云的中心
为球心，作一个半径为ｒ的球面Ｓ，则在此球面上Ｄ 的大小处处相同，其方向与球面的
法向一致。根据高斯定律的积分式（１．５．３），在ｒ＜ａ的区域，有

４πｒ２Ｄｉ＝４πｒ
３

３
（－ρ０）

所以电子云内的电位移矢量和电场强度分别为

Ｄｉ ＝－ｅｒρ０３ｒ

和

Ｅｉ ＝－ｅｒρ０３ε０
ｒ

在ｒ＞ａ的区域，有

４πｒ２Ｄ０＝４πａ
３

３
（－ρ０）
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所以电子云外的电位移矢量和电场强度分别为

Ｄ０ ＝－ｅｒρ０ａ
３

３ｒ２

Ｅ０ ＝－ｅｒρ０ａ
３

３ε０ｒ２

　　（２）因在电子云内、外的Ｄ和Ｅ 都只有ｅｒ 分量且只是坐标ｒ的函数，根据球面坐标
系中的散度公式（１．１．２１）和旋度公式（１．１．３１），有

×Ｅ＝ｅθ １
ｒｓｉｎθ

Ｅｒ

－ｅ

１
ｒ
Ｅｒ
θ ＝

０

·Ｄ＝ １ｒ２

ｒ
（ｒ２Ｄｒ）

所以，当ｒ＜ａ时，有

·Ｄｉ ＝ １ｒ２

ｒ
ｒ２ －ρ０３（ ）［ ］ｒ ＝－ρ０

当ｒ＞ａ时，有

·Ｄ０ ＝ １ｒ２

ｒ
ｒ２ －ρ０ａ

３

３ｒ（ ）［ ］２ ＝０

因ｒ＞ａ的区域中ρ＝０，可见Ｄ和Ｅ 满足静电场的两个基本方程。

１．５．２　静磁场的基本规律

静磁场由恒定电流产生，故又称为恒定磁场。静磁场的基本规律有安培环路定律和
磁通连续性定律。

１．安培环路定律
在静磁场中，磁场强度Ｈ沿任意闭合路径Ｃ 的环量等于与路径Ｃ 交链的电流之和，

即

∮Ｃ
Ｈ·ｄｌ＝∑

ｋ
Ｉｋ （１．５．６）

这就是安培环路定律的积分形式。
对于密度Ｊ的体分布电流，则有

∮Ｃ
Ｈ·ｄｌ＝∫Ｓ

Ｊ·ｄＳ （１．５．７）

这里Ｓ是以路径Ｃ边界的任意曲面。利用斯托克斯定理，由式（１．５．７）可得到

×Ｈ＝Ｊ （１．５．８）

这就是安培环路定律的微分形式。

２．磁通连续性定律
在静磁场中，磁感应强度Ｂ穿过任意闭合曲面Ｓ的通量等于零，即

∮Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝０ （１．５．９）
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这就是磁通连续性定律的积分形式。利用散度定理，可得到微分形式为

·Ｂ＝０ （１．５．１０）

　　式（１．５．８）和式（１．５．１０）就是静磁场的基本方程（微分形式）。它们表明：静磁场是无
源有旋场，电流是产生静磁场的旋涡源，是非保守场。
当磁场分布具有对称性时，利用安培环路定律求解磁场分布是非常简便的方法。
例１．１４　矢量函数Ｈ＝ｅｘ（－ａｙ）＋ｅｙａｘ，Ｂ＝μ０Ｈ是否是磁场的场矢量？如果是，求

其源变量Ｊ。
解：根据恒定磁场的基本性质，满足·Ｂ＝０的矢量函数才可能是磁场的场矢量，

否则，不是磁场的场矢量。若是磁场的场矢量，则可由Ｊ＝×Ｈ求出源分布。由于

·Ｂ＝μ０·Ｈ＝μ０

ｘ
（－ａｙ）＋ｙ

（ａｘ［ ］）＝０
所以该矢量是磁场的场矢量，其源分布为

Ｊ＝ ×Ｈ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ


ｘ


ｙ


ｚ

－ａｙ ａｘ ０

＝ｅｚ２ａ

图１－１８　载有电流的空心导体

　　例１．１５　已知内、外半径分别为ａ和ｂ的无限长中空导体圆柱，沿轴向有恒定的均
匀传导电流，其体密度为Ｊ０，导体的磁导率为μ。求空间各点的磁感应强度Ｂ。
解：建立如图１－１８所示的圆柱坐标系。很明显，电流分布具有轴对称性且与ｚ坐

标无关，所以磁感应强度Ｂ将是沿方向的，且以ｚ轴为中心、半径为ρ的任何圆形路径

Ｃ上的Ｂ 为常量。根据积分形式的安培环路定理（１．５．７），在ρ＜ａ的区域，有

∮Ｃ
Ｂ·ｄｌ＝２πρＢ ＝０

所以

Ｂ＝０（ρ＜ａ）

在ａ＜ρ＜ｂ的区域，有

∮Ｃ
Ｂ·ｄｌ＝２πρＢ ＝μπ（ρ

２－ａ２）Ｊ０

所以

Ｂ＝ｅＢ ＝ｅμ
（ρ
２－ａ２）
２ρ

Ｊ０　（ａ＜ρ＜ｂ）

在ρ＞ｂ的区域，有

∮Ｃ
Ｂ·ｄｌ＝２πρＢ ＝μπ（ｂ

２－ａ２）Ｊ０

所以

Ｂ＝ｅＢ ＝ｅμ
０（ｂ２－ａ２）
２ρ

Ｊ０　（ρ＞ｂ）
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练　习　题

１．５－１　在半径为ａ的球形区域内、外的电场为

Ｅ＝
ｅｒ Ａ３ε０

ｒ－ｒ
３

ａ（ ）２ （ｒ＜ａ）

ｅｒＢａ
２

ε０ｒ２
　　　 （ｒ＞ａ

烅

烄

烆
）

式中，Ａ和Ｂ 均为常数，求此电场中的电荷分布。

１．５－２　１９１１年卢瑟福在实验中使用的是半径为ｒａ 的球体原子模型，其球体内均
匀分布有总电荷量为－Ｚｅ的电子云，在球心有一正电荷Ｚｅ（Ｚ是原子序数，ｅ是质子电荷

量）。通过实验得到球体内的电通量密度表达式为Ｄ０＝ｅｒＺｅ４π
１
ｒ２－

ｒ
ｒ３（ ）ａ ，试证明之。

１．５－３　半径为ａ的无限长直圆柱导体中，电流Ｉ沿轴线方向流动，且均匀分布在导
体的横截面上，计算导体内、外的磁感应强度。

１．５－４　下面的矢量函数中哪些可能是磁场？如果是，求其源变量Ｊ。
（１）Ｈ＝ｅｘａｘ－ｅｙａｙ，Ｂ＝μ０Ｈ；
（２）Ｈ＝ｅρａρ，Ｂ＝μ０Ｈ（圆柱坐标）；
（３）Ｈ＝ｅａｒ，Ｂ＝μ０Ｈ（球坐标系）。

１．６　电磁感应定律和位移电流

当场随时间变化时，电场与磁场相互激励，形成统一的电磁场，表征这一重要电磁现
象的基本规律就是电磁感应定律和位移电流的假说。

１．６．１　电磁感应定律

实验表明，当穿过导体回路的磁通量发生变化时，回路中就会出现感应电流，这就是电
磁感应现象。导体回路中出现感应电流表明回路中存在感应电动势。法拉弟通过对电磁感
应现象的研究，总结出电磁感应的规律：当穿过导体回路的磁通量发生变化时，回路中的感
应电动势与穿过此回路的磁通量Ψ的时间变化率成正比。若规定回路中感应电动势的参
考方向与穿过该回路的磁通Ψ的参考方向符合右旋关系，则电磁感应定律可表示为

犈＝－ｄΨｄｔ
（１．６．１）

式中，负号表示回路中感应电动势的作用总是要阻止回路中磁通量的改变。

设任意导体回路Ｃ围成的曲面为Ｓ，则穿过回路的磁通Ψ＝∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ。于是式（１．６．１）

可以写成

犈＝－ｄｄｔ∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ （１．６．２）
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　　从一般意义上讲，电流是电荷的定向运动形成的，而电荷的定向运动往往是电场力对
其作用的结果。当磁通量发生变化时，导体回路中产生感应电流，预示着导体回路中存在
电场。显然，这个电场不是电荷激发的，而是由于回路的磁通量发生变化而引起的，称为
感应电场，记作Ｅｉｎ。回路Ｃ中的感应电动势犈应等于感应电场Ｅｉｎ沿此回路的积分，即

犈＝∮Ｃ
Ｅｉｎ·ｄｌ （１．６．３）

于是式（１．６．２）可表示为

∮Ｃ
Ｅｉｎ·ｄｌ＝－ｄｄｔ∫Ｓ

Ｂ·ｄＳ （１．６．４）

由此可见，感应电场不同于静电场，它是一种非保守场。
由式（１．６．２）可知，回路中的感应电动势的大小与导体的性质无关，所以感应电场也

与导体的性质无关。因此，感应电场不仅存在于导体内，在导体外的空间中也存在感应电
场，式（１．６．４）对磁场中的任意回路（不一定是导体回路）都成立。
一般情况下，空间中可能既存在静电场Ｅｃ又存在感应电场Ｅｉｎ，则总电场Ｅ＝Ｅｃ＋

Ｅｉｎ。由于∮Ｃ
Ｅｃ·ｄｌ＝０，有

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝－ｄｄｔ∫Ｓ

Ｂ·ｄＳ （１．６．５）

这就是推广的法拉第电磁感应定律的积分形式。
在式（１．６．５）中穿过曲面Ｓ的磁通变化可以是由于磁场随时间变化引起的，也可以

是由于回路运动引起的，是普遍适用的公式。如果回路是静止的，则

ｄ
ｄｔ∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝∫Ｓ

Ｂ
ｔ
·ｄＳ

于是得到

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝－∫Ｓ

Ｂ
ｔ
·ｄＳ （１．６．６）

应用斯托克斯定理，可得

×Ｅ＝－Ｂｔ
（１．６．７）

这就是法拉第电磁感应定律的微分形式。它揭示了随时间变化的磁场产生电场这一重要
的概念，是电磁场的基本方程之一。
当导体回路Ｃ以速度ｖ运动时，可以证明

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝－ｄｄｔ∫Ｓ

Ｂ·ｄＳ＝－∫Ｓ

Ｂ
ｔ
·ｄＳ＋∮Ｃ

（ｖ×Ｂ）·ｄｌ （１．６．８）

上式右端的两个积分分别对应着磁场变化和导体运动的贡献。当磁场不随时间变化时，
有

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝∮Ｃ

（ｖ×Ｂ）·ｄｌ （１．６．９）

　　例１．１６　一个ａ×ｂ的单匝矩形线圈，置于时变磁场Ｂ＝ｅｙＢ０ｓｉｎωｔ中。初始时刻，线
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圈平面的法向单位矢量ｎ与ｙ轴成α０ 角，如图１－１９所示。求：（１）线圈静止时的感应电
动势；（２）线圈以角速度ω绕ｘ轴旋转时的感应电动势。

图１－１９　时变磁场中旋转

的矩形线框

解：（１）线圈静止时，穿过线圈的磁通为

Ψ ＝∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝ｅｙＢ０ｓｉｎ（ωｔ）·ｎａｂ＝

Ｂ０ａｂｓｉｎ（ωｔ）ｃｏｓα０
故感应电动势为

犈＝－ｄΨｄｔ ＝－ωａｂＢ０ｃｏｓ
（ωｔ）ｃｏｓα０

　　（２）线圈以角速度ω绕ｘ轴旋转时，法向单位矢量ｎ的
方向随时间变化。在ｔ时刻，ｎ与ｙ轴的夹角α＝α０＋ωｔ，所以

Ψ ＝∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝ｅｙＢ０ｓｉｎ（ωｔ）·ｎａｂ＝Ｂ０ａｂｓｉｎ（ωｔ）ｃｏｓ（α０＋ωｔ）

故感应电动势为

犈＝－ｄΨｄｔ ＝－ωａｂＢ０ｃｏｓ
（α０＋２ωｔ）

１．６．２　位移电流

随时间变化的磁场会产生电场，那么随时间变化的电场是否能产生磁场呢？麦克斯

韦发现将恒定磁场中的安培环路定律应用于时变电磁场时出现的矛盾，提出了位移电流
的假说，对安培环路定律做了修正，揭示了随时间变化的电场也要产生磁场这一重要的物
理事实。

在非静态情况下，电荷分布将随时间变化，即有ρ
ｔ≠０

，由电荷守恒定律·Ｊ＋ρｔ＝

０，得·Ｊ≠０。另一方面，若假定非静态情况下方程×Ｈ＝Ｊ仍然成立，对方程的两端
取散度，则有·（×Ｈ）＝·Ｊ。由于·（×Ｈ）＝０，故得到·Ｊ＝０。显然，这
与电荷守恒定律相矛盾。然而电荷守恒定律是大量实验总结出的普遍规律，不仅适用于
静态场，也适用于时变场。这就表明，在非静态情况下，不仅仅是电流能够产生磁场，必须
对安培环路定理加以修正。
麦克斯韦认为，在非静态情况下·Ｄ＝ρ仍然适用，将其代入电荷守恒定律，得到

·Ｊ＝－ρｔ＝－
· Ｄ
（ ）ｔ

即

· Ｊ＋Ｄ（ ）ｔ ＝０ （１．６．１０）

式中，Ｄ
ｔ
是电位移矢量随时间的变化率，它的量纲与电流密度相同，麦克斯韦将其称为位

移电流密度，并用Ｊｄ表示，即
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Ｊｄ＝Ｄｔ
（１．６．１１）

式（１．６．１０）表明，在时变电磁场中，只有包括位移电流在内的全电流才是连续的。
麦克斯韦认为，位移电流也能产生磁场，而且与传导电流产生的磁场具有相同性质。

因此，对于时变电磁场，在安培环路定律（１．５．８）的右边应加上位移电流密度，即

×Ｈ＝Ｊ＋Ｄｔ
（１．６．１２）

这就是在时变场中推广的安培环路定律，又称为全电流定律。它包含了随时间变化的电
场能够产生磁场这样一个重要概念，也是电磁场的基本方程之一。
例１．１７　海水的电导率σ＝４Ｓ／ｍ，相对介电常数εｒ＝８１。当正弦电磁场的频率ｆ＝

１ＭＨｚ时，求位移电流与传导电流的振幅值之比。
解：设正弦电磁场的电场为

Ｅ＝ｅｘＥｍｃｏｓωｔ

则位移电流密度为

Ｊｄ＝Ｄｔ＝－
ｅｘωεｒε０Ｅｍｃｏｓωｔ

其振幅值为

Ｊｄｍ ＝ωεｒε０Ｅｍ ＝

２π×１０６×８１× １
３６π×

１０－９Ｅｍ ＝４５×１０－３Ｅｍ

传导电流的振幅值为

Ｊｃｍ ＝σＥｍ ＝４Ｅｍ
故得到

Ｊｄｍ
Ｊｃｍ ＝

１１２５×１０－３

练　习　题

１．６－１　如图１－２０所示，在磁感应强度Ｂ＝ｅｚＢ０ｃｏｓ（ｋｘ）ｃｏｓ（ωｔ）　（Ｔ）的磁场中，
矩形线框以匀速ｖ沿ｘ方向运动。试求矩形线框中的感应电动势。设ｔ＝０时，ｘ＝ｘ０。

１．６－２　有一典型的金属导体，电导率σ＝５×１０７Ｓ／ｍ，εｒ＝１。若导体中的传导电流
密度为

Ｊ＝ｅｘ１０６ｓｉｎ［１１７１（３２２ｔ－ｚ）］　（Ａ／ｍ２）

求位移电流密度Ｊｄ。

１．６－３　当电场强度Ｅ＝ｅｘＥｍｃｏｓωｔ，ω＝１０００ｒａｄ／ｓ时，计算下列导电媒质中传导电
流密度与位移电流密度的振幅之比：

（１）铜：σ＝５７×１０７Ｓ／ｍ，εｒ＝１。
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图１－２０　时变磁场中运动

的矩形线框

（２）蒸馏水：σ＝２×１０－４Ｓ／ｍ，εｒ＝８０。
（３）聚苯乙烯：σ＝１０－１６Ｓ／ｍ，εｒ＝２５３。

１．６－４　导电媒质的电导率为σ、相对介电常数εｒ＝
１５、磁导率μｒ＝１。已知其中的电场强度Ｅ＝ｅｘ６０ｃｏｓ１０

５ｔ
　（Ｖ／ｍ）。求：（１）传导电流密度Ｊ；（２）位移电流密度

Ｊｄ；（３）σ的值等于多少时，电媒质中传导电流密度与位移
电流密度的振幅相等。

１．７　麦克斯韦方程组

由前两节的讨论可以看到，静电场和静磁场分别由静

止电荷和稳恒电流产生，它们相互独立，分别满足各自的方程。当电荷、电流分布随时间
变化时，电场和磁场也会随时间变化，形成时变电磁场。在时变场情况下，电场和磁场不
再是相互独立的，它们会相互激发、相互影响，形成一个统一的电磁场。既然电场和磁场
是相互联系在一起的，它们所满足的方程也就应该构成一个统一体，这就是著名的麦克斯
韦方程组。
麦克斯韦方程组的建立，是对电磁理论、对物理学和人类科学技术进步的重大贡献。

以麦克斯韦方程组为核心的经典电磁理论，是研究宏观电磁现象和现代工程电磁问题的
理论基础。

１．７．１　麦克斯韦方程组的微分形式

在时变场的情况下，方程式（１．５．２）和（１．５．８）分别修正为方程式（１．６．７）和（１．６．

１２）。也就是说，方程式（１．６．７）和（１．６．１２）是电磁场中普遍适用的方程。此外，实践也已
证明，方程式（１．５．５）和（１．５．１０）可直接推广到时变电磁场。这样，便得到一组描述时变
电磁场的方程

×Ｈ＝Ｊ＋Ｄｔ
（１．７．１）

×Ｅ＝－Ｂｔ
（１．７．２）

·Ｂ＝０ （１．７．３）

·Ｄ＝ρ （１．７．４）

这就是麦克斯韦方程组的微分形式。习惯上，将上述方程依次称为麦克斯韦第一、第二、
第三、第四方程。
麦克斯韦方程组是描述宏观电磁现象的普遍规律，静电场和恒定磁场的基本方程都

是麦克斯韦方程组的特殊情况。实际上，当场不随时间变化时，场矢量对时间的偏导数等
于零，即可得到静电场和恒定磁场的基本方程。
此外，电流连续性方程也可以由式（１．７．１）和式（１．７．４）导出。对式（１．７．１）两边取散

度，有
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·（×Ｈ）＝ · Ｊ＋Ｄ（ ）ｔ
由于·（×Ｈ）＝０，所以

· Ｊ＋Ｄ（ ）ｔ ＝０

将式（１．７．４）代入上式，即得

·Ｊ＋ρｔ＝
０

此即为电流连续性方程。
在麦克斯韦方程组（１．７．１）～（１．７．４）中，没有限定场矢量Ｄ、Ｅ、Ｂ、Ｈ 之间的关系，它

们适用于任何媒质，所以通常又称为麦克斯韦方程组的非限定形式。实际上，场矢量Ｄ、

Ｅ、Ｂ、Ｈ之间的关系与媒质的电磁特性有关，这种关系称为媒质的本构关系。在线性和各
向同性的媒质中，本构关系为

Ｄ＝εＥ （１．７．５）

Ｂ＝μＨ （１．７．６）

Ｊ＝σＥ （１．７．７）

利用这些关系，可得出只含有两个场矢量的麦克斯韦方程组

×Ｈ＝σＥ＋ｔ
（εＥ） （１．７．８）

×Ｅ＝－ｔ
（μＨ） （１．７．９）

·（μＨ）＝０ （１．７．１０）

·（εＥ）＝ρ （１．７．１１）

称为麦克斯韦方程组的限定形式。
例１．１８　在无源的空间中，已知调频广播电台辐射的电磁场的电场强度

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ１０－２ｃｏｓ（６２８×１０９ｔ－２０９ｚ）　（Ｖ／ｍ）

求空间中的磁感应强度Ｂ（ｚ，ｔ）。
解：由麦克斯韦第二方程（１．７．２），有

Ｂ
ｔ＝－×

Ｅ（ｚ，ｔ）＝－

ｅｘ ｅｙ ｅｚ


ｘ


ｙ


ｚ

０ Ｅｙ ０

＝

ｅｘＥｙｚ ＝
ｅｘ２０９×１０－２ｓｉｎ（６２８×１０９ｔ－２０９ｚ）

将上式对时间ｔ积分，若不考虑静态场，则有

Ｂ（ｚ，ｔ）＝∫Ｂ
（ｚ，ｔ）
ｔ

ｄｔ＝ｅｘ∫２０９×１０－２ｓｉｎ（６２８×１０９ｔ－２０９ｚ）ｄｔ＝
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ｅｘ３３３×１０－１１ｃｏｓ（６２８×１０９ｔ－２０９ｚ）　（Ｔ）

１．７．２　麦克斯韦方程组的积分形式

与式（１．７．１）～（１．７．４）相对应的积分形式为

∮Ｃ
Ｈ·ｄｌ＝∫Ｓ

Ｊ＋Ｄ（ ）ｔ ｄＳ （１．７．１２）

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝－∫Ｓ

Ｂ
ｔ
·ｄＳ （１．７．１３）

∮Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝０ （１．７．１４）

∮Ｓ
Ｄ·ｄＳ＝ｑ （１．７．１５）

这就是麦克斯韦方程组的积分形式。

１．７．３　麦克斯韦方程组的复数形式

在时变电磁场中，场源和场量都随时间作正弦变化是最常见也是最重要的一种形式。
这种以一定频率作正弦变化的电磁场，称为正弦电磁场。

１．正弦电磁场的复数表示法
分析正弦电磁场的有效工具就是采用复数方法。在三维空间中，随时间作正弦变化

的电场强度Ｅ可表示为

Ｅ（ｒ，ｔ）＝ｅｘＥｘｍ（ｒ）ｃｏｓ［ωｔ＋ｘ（ｒ）］＋

ｅｙＥｙｍ（ｒ）ｃｏｓ［ωｔ＋ｙ（ｒ）］＋

ｅｚＥｚｍ（ｒ）ｃｏｓ［ωｔ＋ｚ（ｒ）］

在上式中，ω是角频率；Ｅｘｍ（ｒ）、Ｅｙｍ（ｒ）、Ｅｚｍ（ｒ）分别表示三个坐标分量的振幅，ｘ（ｒ）、

ｙ（ｒ）、ｚ（ｒ）分别表示三个坐标分量的初相位，它们仅是空间坐标的函数。上式可改写为
复数取实部形式为

Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｍ（ｒ）ｅｊωｔ］ （１．７．１６）

式中

Ｅｍ（ｒ）＝ｅｘＥｘｍ（ｒ）ｅｊｘ（ｒ）＋ｅｙＥｙｍ（ｒ）ｅｊｙ（ｒ）＋ｅｚＥｚｍ（ｒ）ｅｊｚ（ｒ） （１．７．１７）

称为电场强度Ｅ的复数形式或复矢量。为了区别复数形式与实数形式，这里用打“·”的
符号表示复数形式。

２．麦克斯韦方程的复数形式
正弦电磁场矢量对时间的导数可用复数表示为

Ｅｍ（ｒ，ｔ）
ｔ ＝ ｔ

Ｒｅ［Ｅｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ ｔ
［Ｅｍ（ｒ）ｅｊωｔ｛ ｝］＝Ｒｅ［ｊωＥｍ（ｒ）ｅｊωｔ］

用上述运算规律，可将式（１．７．１）～式（１．７．４）写成

×Ｒｅ［Ｈｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［Ｊｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＋Ｒｅ［ｊωＤｍ（ｒ）ｅｊωｔ］
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×Ｒｅ［Ｅｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［－ｊωＢｍ（ｒ）ｅｊωｔ］

·Ｒｅ［Ｂｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝０

·Ｒｅ［Ｄｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［ρｍ（ｒ）ｅｊω
ｔ］

将微分算子“”与取实部符号“Ｒｅ”交换顺序，有

Ｒｅ［×Ｈｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［Ｊｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＋Ｒｅ［ｊωＤｍ（ｒ）ｅｊωｔ］

Ｒｅ［×Ｅｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［－ｊωＢｍ（ｒ）ｅｊωｔ］

Ｒｅ［·Ｂｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝０

Ｒｅ［·Ｄｍ（ｒ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［ρｍ（ｒ）ｅｊω
ｔ］

由于只考虑含有时间因子ｅｊωｔ的正弦电磁场，所以上式意味着相应的复数相等，于是可得

×Ｈｍ（ｒ）＝Ｊｍ（ｒ）＋ｊωＤｍ（ｒ） （１．７．１８）

×Ｅｍ（ｒ）＝－ｊωＢｍ（ｒ） （１．７．１９）

·Ｂｍ（ｒ）＝０ （１．７．２０）

·Ｄｍ（ｒ）＝ρｍ（ｒ） （１．７．２１）

这就是正弦电磁场的复矢量所满足的麦克斯韦方程。
由于复数形式的场方程与实数形式的场方程有明显的区别，为了简便，通常将复数形

式的“·”和下标ｍ去掉，故将麦克斯韦方程的复数形式写成

×Ｈ＝Ｊ＋ｊωＤ （１．７．２２）

×Ｅ＝－ｊωＢ （１．７．２３）

·Ｂ＝０ （１．７．２４）

·Ｄ＝ρ （１．７．２５）

　　例１．１９　已知空间区域中电场强度的瞬时矢量

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋ｘ）＋ｅｙＥｙｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ＋ｙ）

写出电场强度的复矢量。
解：由于

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋ｘ）＋ｅｙＥｙｍｃｏｓωｔ－ｋｚ＋ｙ－
π（ ）２ ＝

ＲｅｅｘＥｘｍｅｊ（ωｔ－ｋｚ＋ｘ）＋ｅｙＥｙｍｅｊ ωｔ－ｋｚ＋ｙ－
π（ ）［ ］２

根据式（１．７．１６），可知电场强度的复矢量为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘＥｘｍｅｊ（－ｋｖ＋ｘ）＋ｅｙＥｙｍｅｊ －ｋｚ＋ｙ－
π（ ）２ ＝

ｅｘＥｘｍｅｊｘ）－ｅｙｊＥｙｍｅｊ［ ］ｙ ｅ－ｊｋｚ

　　例１．２０　已知电场强度复矢量Ｅ（ｚ）＝ｅｘｊＥｘｍｃｏｓ（ｋｚｚ），其中Ｅｘｍ和ｋｚ 为实常数。写
出电场强度的瞬时矢量。
解：根据式（１．７．１６），可得电场强度的瞬时矢量为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［ｅｘｊＥｘｍｃｏｓ（ｋｚｚ）ｅｊωｔ］＝
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Ｒｅ［ｅｘＥｘｍｃｏｓ（ｋｚｚ）ｅｊ ωｔ＋π（ ）２ ］＝

ｅｘＥｘｍｃｏｓ（ｋｚｚ）ｃｏｓωｔ＋π（ ）２
练　习　题

１．７－１　已知正弦电磁场的电场强度瞬时值为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｅ１（ｚ，ｔ）＋Ｅ２（ｚ，ｔ）

式中

Ｅ１（ｚ，ｔ）＝ｅｘ００３ｓｉｎ（１０８π×ｔ－ｋｚ）

Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘ００４ｓｉｎ１０８π×ｔ－ｋｚ－π（ ）烅
烄

烆 ３

试求：（１）电场强度复矢量；（２）磁场强度复矢量和瞬时矢量。

１．７－２　已知无源的空气中的电场强度为

Ｅ＝ｅｙ０１ｓｉｎ（１０πｘ）ｃｏｓ（６π×１０９ｔ－ｋｚ）　（Ｖ／ｍ）

利用麦克斯韦方程求相应的磁场强度Ｈ以及常数ｋ的值。

１．７－３　在均匀的非导电媒质（σ＝０）中，已知时变电磁场为

Ｅ＝ｅｘ３００πｃｏｓωｔ－４３（ ）ｚ 　（Ｖ／ｍ）
Ｈ＝ｅｙ１０ｃｏｓωｔ－

４
３（ ）ｚ 　（Ａ／ｍ）

且媒质的μｒ＝１。由麦克斯韦方程求出ω和εｒ。

１．８　电磁场的边界条件

在实际问题中，经常遇到两种不同媒质的分界面。例如，海水的表面即是海水与空气
的分界面。由于在分界面两侧的媒质的特性参数发生突变，导致场矢量也发生突变。在
不同媒质的分界面上，场矢量Ｅ、Ｄ、Ｂ和Ｈ 满足的关系称为电磁场的边界条件。
由于在媒质分界面上场矢量不连续，麦克斯韦方程组的微分形式失去意义，但麦克斯

韦方程组的积分形式仍然适用。因此，利用麦克斯韦方程组的积分形式，可导出分界面上
电磁场的边界条件。

１．８．１　边界条件的一般形式

１．磁场强度Ｈ的边界条件
如图１－２１所示为两种不同媒质的分界面，媒质①的参数为ε１、μ１ 和σ１，媒质②的参

数为ε２、μ２ 和σ２，取分界面的法向单位矢量ｎ由媒质②指向为媒质①。
在媒质分界面上任取一点Ｐ，围绕点Ｐ任作一个跨越分界面的狭小矩形回路Ｃ，其长

为Δｌ、宽为Δｈ，法向单位矢量为Ｎ（与回路Ｃ成右旋关系）。将麦克斯韦第一方程的积分
形式（１．７．１２）应用于回路Ｃ上，并令Δｈ趋于零，得到
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图１－２１　Ｈ的边界条件

∮Ｃ
Ｈ·ｄｌ≈Ｈ１·Δｌ－Ｈ２·Δｌ＝

ｌｉｍ
Δｈ→０∫Ｓ

Ｊ·ｄＳ＋∫Ｓ

Ｄ
ｔ
·ｄ［ ］Ｓ

由于Ｄ
ｔ
为有限值，上式右端第二项等于零。设分界面上的电

流面密度为ＪＳ，则上式右端第一项等于ＪＳ·ＮΔｌ。所以

（Ｈ１－Ｈ２）·Δｌ＝ＪＳ·ＮΔｌ （１．８．１）

由于矢量Δｌ可以写成

Δｌ＝ （Ｎ×ｎ）Δｌ

于是式（１．８．１）变为

（Ｈ１－Ｈ２）·（Ｎ×ｎ）Δｌ＝ＪＳ·ＮΔｌ

由于（Ｈ１－Ｈ２）·（Ｎ×ｎ）＝［ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）］·Ｎ，所以有

［ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）］·Ｎ＝ＪＳ·Ｎ

由于回路Ｃ是任取的，所以Ｎ也是任意的，故得到

ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝ＪＳ （１．８．２）

这表明，磁场强度Ｈ在不同媒质的分界面两侧的切向分量是不连续的，其差值恰好等于
分界面上的电流面密度ＪＳ。
若分界面上不存在面电流分布，即ＪＳ＝０，则有

ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝０ （１．８．３）

可见，分界面上不存在面电流分布时，磁场强度Ｈ的切向分量是连续的。

２．电场强度Ｅ的边界条件
将麦克斯韦第二方程的积分形式（１．７．１３）应用于如图１－２１所示的回路Ｃ上，并令

Δｈ趋于零，同理可得

ｎ×（Ｅ１－Ｅ２）＝０ （１．８．４）

这表明，电场强度Ｅ在不同媒质的分界面两侧的切向分量是连续的。

图１－２２　Ｂ的边界条件

３．磁感应强度Ｂ的边界条件

　　在媒质分界面上任取一点Ｐ，围绕点Ｐ任作一个跨越分界
面的扁平圆柱曲面Ｓ，其底面积为ΔＳ、高为Δｈ，如图１－２２所
示。将麦克斯韦第三方程的积分形式（１．７．１４）应用于曲面Ｓ
上，并令Δｈ趋于零，即可得到

ｎ·（Ｂ１－Ｂ２）＝０ （１．８．５）

这表明，磁感应强度Ｂ在不同媒质的分界面两侧的法向分量是
连续的。

４．电位移矢量Ｄ的边界条件

　　将麦克斯韦第四方程的积分形式（１．７．１５）应用于如图１－２２所示的曲面Ｓ上，并令
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Δｈ趋于零，同理可得

ｎ·（Ｄ１－Ｄ２）＝ρＳ （１．８．６）

这表明，电位移矢量Ｄ在不同媒质的分界面两侧的法向分量是不连续的，其差值恰好等
于分界面上的电荷面密度ρＳ。
若分界面上不存在面电荷分布，即ρＳ＝０，则有

ｎ·（Ｄ１－Ｄ２）＝０ （１．８．７）

可见，分界面上不存在面电荷分布时，电位移矢量Ｄ的法向分量是连续的。

１．８．２　理想导体表面上的边界条件

在实际问题中，经常遇到电导率很大的导体（如银、铜、铝等）边界的情形。为了简化
问题的分析，可近似将其看作是电导率为无限大的理想导体。由于理想导体的电导率为
无限大，电磁场不可能进入理想导体的内部，但在理想导体的表面上常常存在面电流与面
电荷分布。设媒质①为电介质，媒质②视为理想导体，则Ｅ２＝０、Ｄ２＝０、Ｂ２＝０、Ｈ２＝０。
因此，理想导体表面的边界条件成为

ｎ×Ｈ１ ＝ＪＳ （１．８．８）

ｎ×Ｅ１ ＝０ （１．８．９）

ｎ·Ｂ１ ＝０ （１．８．１０）

ｎ·Ｄ１ ＝ρＳ （１．８．１１）

由此可见，一般情况下，理想导体表面存在面电流分布和面电荷分布，可分别由式（１．８．８）
和式（１．８．１１）求出。
例１．２１　设区域①（ｚ＜０）的介质参数ε１＝ε０、μ１＝μ０、σ１＝０，区域②（ｚ＞０）的介质参

数ε２＝５ε０、μ２＝２０μ０、σ２＝０。区域①中的电场强度

Ｅ１（ｚ，ｔ）＝ｅｘ［６０ｃｏｓ（１５×１０８ｔ－５ｚ）＋２０ｃｏｓ（１５×１０８ｔ＋５ｚ）］　（Ｖ／ｍ）

区域②中的电场强度

Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘＡｃｏｓ（１５×１０８ｔ－５０ｚ）　（Ｖ／ｍ）

试求：（１）常数Ａ的值；（２）磁场强度Ｈ１（ｚ，ｔ）和Ｈ２（ｚ，ｔ）；（３）验证Ｈ１（ｚ，ｔ）和Ｈ２（ｚ，ｔ）满
足边界条件。
解：（１）在两种介质的分界面ｚ＝０处，有

Ｅ１（０，ｔ）＝ｅｘ［６０ｃｏｓ（１５×１０８ｔ）＋２０ｃｏｓ（１５×１０８ｔ）］＝

ｅｘ８０ｃｏｓ（１５×１０８ｔ）　（Ｖ／ｍ）

Ｅ２（０，ｔ）＝ｅｘＡｃｏｓ（１５×１０８ｔ）　（Ｖ／ｍ）

代入边界条件（１．８．４），可得到

Ａ＝８０Ｖ／ｍ

（２）由麦克斯韦第二方程（１．７．２），有

Ｈ１（ｚ，ｔ）
ｔ ＝－１

μ１
×Ｅ１（ｚ，ｔ）＝－ｅｙ １

μ０
Ｅ１
ｚ ＝

１４



－ｅｙ １
μ０
［３００ｓｉｎ（１５×１０８ｔ－５ｚ）－１００ｓｉｎ（１５×１０８ｔ＋５ｚ）］

由此得到

Ｈ１（ｚ，ｔ）＝ｅｙ［０１５９ｃｏｓ（１５×１０８ｔ－５ｚ）－００５３ｃｏｓ（１５×１０８ｔ＋５ｚ）］　（Ａ／ｍ）

同理，由×Ｅ２（ｚ，ｔ）＝－μ２
Ｈ２（ｚ，ｔ）
ｔ

，可得

Ｈ２（ｚ，ｔ）＝ｅｙ０１０６ｃｏｓ（１５×１０８ｔ－５０ｚ）　（Ａ／ｍ）

　　（３）令ｚ＝０，可得到

Ｈ１（０，ｔ）＝ｅｙ０１０６ｃｏｓ（１５×１０８ｔ）　（Ａ／ｍ）

Ｈ２（０，ｔ）＝ｅｙ０１０６ｃｏｓ（１５×１０８ｔ）　（Ａ／ｍ）

显而易见，Ｈ１（０，ｔ）和Ｈ２（０，ｔ）满足边界条件（１．８．３）。这表明，两种无损耗介质的分界面
上不存在面电流分布，即ＪＳ＝０。

图１－２３　无限大平行理想

导体平板

例１．２２　如图１－２３所示，两块无限大理想导体平板分
别位于ｚ＝０和ｚ＝ｄ处。已知其间电磁波的电场强度和磁场
强度分别为

Ｅ（ｘ，ｚ，ｔ）＝ｅｙＥ０ｓｉｎπ
ｚ（ ）ｄ ｃｏｓ（ωｔ－ｋｘｘ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｘ，ｚ，ｔ）＝ｅｘ πＥ０ωμ０ｄ
ｃｏｓπｚ（ ）ｄ ｓｉｎ（ωｔ－ｋｘｘ）＋

ｅｚｋｘＥ０ωμ０
ｓｉｎπｚ（ ）ｄ ｃｏｓ（ωｔ－ｋｘｘ）　（Ａ／ｍ）

式中，ｋｘ 和Ｅ０ 为常数。试求两导体表面上的电流面密度ＪＳ和电荷面密度ρＳ。
解：导体表面的电流与电荷分布在两导体的内表面上。因此，在ｚ＝０的表面上，法

向单位矢量ｎ＝ｅｚ，故

ＪＳ＝ｎ×Ｈ ｚ＝０ ＝ｅｚ×Ｈ ｚ＝０ ＝

ｅｙ π
Ｅ０
ωμ０ｄ

ｓｉｎ（ωｔ－ｋｘｘ）　（Ａ／ｍ）

ρＳ＝ｎ·Ｄ ｚ＝０ ＝ε０ｅｚ·Ｅ ｚ＝０ ＝０

在ｚ＝ｄ的表面上，法向单位矢量ｎ＝－ｅｚ，故

ＪＳ＝ｎ×Ｈ ｚ＝０ ＝－ｅｚ×Ｈ ｚ＝０ ＝

ｅｙ π
Ｅ０
ωμ０ｄ

ｓｉｎ（ωｔ－ｋｘｘ）　（Ａ／ｍ）

ρＳ＝ｎ·Ｄ ｚ＝０ ＝－ε０ｅｚ·Ｅ ｚ＝０ ＝０
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练　习　题

１．８－１　两种电介质的相对介电常数分别为εｒ１＝２和εｒ２＝３，其分界面为ｚ＝０平
面。如果已知介质１中的电场

Ｅ１＝ｅｘ２ｙ－ｅｙ３ｘ＋ｅｚ（５＋ｚ）

那么对于介质２中的Ｅ２ 和Ｄ２，我们可得到什么结果？能否求出介质２中任意点的Ｅ２ 和

Ｄ２？

１．８－２　已知ｙ＜０的区域为均匀磁介质，其相对磁导率μｒ＝５０００，ｙ＞０的区域为空
气。

（１）当空气中的磁感应强度Ｂ０＝ｅｘ０５－ｅｙ１０　（ｍＴ），求磁介质中的磁感应强度Ｂ；
（２）当磁介质中的磁感应强度Ｂ＝ｅｘ１０＋ｅｙ０５　（ｍＴ），求空气中的磁感应强度Ｂ０。

１．８－３　在横截面为ａ×ｂ的矩形波导中，电磁场的复矢量为

Ｅ＝－ｅｙｊωμ
ａ
π
Ｈ０ｓｉｎπｘ（ ）ａ ｅ－ｊβｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈ＝ ｅｘｊβ
π
ａＨ０ｓｉｎπｘ（ ）ａ ＋ｅｚＨ０ｃｏｓπｘ（ ）［ ］ａ ｅ－ｊβｚ　（Ａ／ｍ）

式中，Ｈ０、ω、μ和β都是实常数。设波导的内壁为理想导体。求：（１）波导内壁上的面电
荷密度；（２）波导内壁上的面电流密度。

１．９　电磁能量守恒定律

电场和磁场都具有能量，其能量密度分别为

ｗｅ ＝ １２Ｅ
·Ｄ （１．９．１）

和

ｗｍ ＝ １２Ｈ
·Ｂ （１．９．２）

在时变电磁场中，电磁场能量密度ｗ等于电场能量密度ｗｅ与磁场能量密度ｗｍ 之和，即

ｗ＝ｗｅ＋ｗｍ ＝ １２Ｅ
·Ｄ＋１２Ｈ

·Ｂ （１．９．３）

当场随时间变化时，空间各点的电磁场能量密度也要随时间改变，从而引起电磁能量流
动。在此过程中，电磁场的能量要遵循能量守恒定律。下面将讨论表征电磁场能量守恒
定律的坡印廷定理，以及描述电磁能量流动的坡印廷矢量。

１．９．１　坡印廷定理和坡印廷矢量

坡印廷定理可由麦克斯韦方程组推导出来。用Ｅ点乘式（１．７．１）、Ｈ 点乘式（１．７．
２），得
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Ｅ·（×Ｈ）＝Ｅ·Ｊ＋Ｅ·Ｄｔ

Ｈ·（×Ｅ）＝－Ｈ·Ｂｔ

将以上两式相减，得

Ｅ·（×Ｈ）－Ｈ·（×Ｅ）＝Ｅ·Ｊ＋Ｅ·Ｄｔ＋
Ｈ·Ｂ

ｔ

在线性和各向同性的媒质，若参数ε、μ和σ都不随时间变化，则上式中

Ｈ·Ｂ
ｔ＝

Ｈ·
（μＨ）
ｔ ＝ １２

（μＨ·Ｈ）
ｔ ＝ ｔ

１
２Ｈ
·（ ）Ｂ

Ｅ·Ｄ
ｔ＝

Ｅ·
（εＥ）
ｔ ＝ １２

（εＥ·Ｅ）
ｔ ＝ ｔ

１
２Ｅ
·（ ）Ｄ

于是得

Ｅ·（×Ｈ）－Ｈ·（×Ｅ）＝ ｔ
１
２Ｈ
·Ｂ＋１２Ｅ

·（ ）Ｄ ＋Ｅ·Ｊ
再利用矢量恒等式

－·（Ｅ×Ｈ）＝Ｅ·（×Ｈ）－Ｈ·（×Ｅ）

可得

－·（Ｅ×Ｈ）＝ ｔ
１
２Ｈ
·Ｂ＋１２Ｅ

·（ ）Ｄ ＋Ｅ·Ｊ （１．９．４）

在任意闭曲面Ｓ所包围的体积Ｖ 上，对式（１．９．４）两端积分，并应用散度定理，即可得

－∮Ｓ
（Ｅ×Ｈ）·ｄＳ＝ ｄｄｔ∫Ｖ １２Ｈ·Ｂ＋１２Ｅ·（ ）Ｄ ｄＶ＋∫ＶＥ·ＪｄＶ （１．９．５）

这就是电磁场的能量守恒定律，通常称为坡印廷定理。

在式（１．９．５）中，右端第一项ｄｄｔ∫Ｖ １２Ｈ·Ｂ＋１２Ｅ·（ ）Ｄ 是在单位时间内体积Ｖ 中所
增加的电磁场能量；右端第二项∫ＶＥ·ＪｄＶ是在单位时间内电场对体积Ｖ中的电流所作的
功，在导电媒质中，∫ＶＥ·ＪｄＶ＝∫ＶσＥ·ＥｄＶ即为体积Ｖ内总的损耗功率。根据能量守恒关
系，式（１．９．５）左端的－∮Ｓ

（Ｅ×Ｈ）·ｄＳ则是通过曲面Ｓ进入体积Ｖ的电磁功率，所以被

积函数Ｅ×Ｈ是一个与通过单位面积的功率相关的矢量。我们将Ｅ×Ｈ定义为电磁功率流
密度矢量，并用矢量Ｓ来表示，即

Ｓ＝Ｅ×Ｈ （１．９．６）

该矢量又称为坡印廷矢量，单位为 Ｗ／ｍ２（瓦／米２）。

坡印廷矢量是描述时变电磁场中电磁能量传输的一个重要物理量，它表示通过垂直
于能量传输方向的单位面积的电磁功率，其方向就是电磁能量传输的方向。
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１．９．２　正弦电磁场的平均坡印廷矢量

前面讨论的坡印廷矢量是瞬时值矢量，表示瞬时功率流密度。在正弦电磁场中，

一个周期内的平均功率流密度矢量Ｓａｖ（即平均坡印廷矢量）更有意义。式（１．９．６）的
平均值为

Ｓａｖ＝ １Ｔ∫
Ｔ

０
Ｓｄｔ＝ ω２π∫

２π／ω

０
Ｓｄｔ （１．９．７）

Ｓａｖ也可以直接由场矢量的复数形式来计算。对于正弦电磁场，坡印廷矢量可写为

Ｓ＝Ｅ×Ｈ＝Ｒｅ［Ｅｅｊωｔ］×Ｒｅ［Ｈｅｊωｔ］＝

１
２
［Ｅｅｊωｔ＋（Ｅｅｊωｔ）］×１２

［Ｈｅｊωｔ＋（Ｈｅｊωｔ）］＝

１
４
［Ｅ×Ｈｅｊ２ωｔ＋Ｅ ×Ｈｅ－ｊ２ωｔ］＋１４

［Ｅ ×Ｈ＋Ｅ×Ｈ］＝

１
４
［Ｅ×Ｈｅｊ２ωｔ＋（Ｅ×Ｈｅｊ２ωｔ）］＋１４

［（Ｅ×Ｈ） ＋Ｅ×Ｈ］＝

１
２Ｒｅ

［Ｅ×Ｈｅｊ２ωｔ］＋１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］

代入式（１．９．７），可得

Ｓａｖ＝ω２π∫
２π／ω

０

１
２Ｒｅ

［Ｅ×Ｈｅｊ２ωｔ］＋１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ｛ ｝］ｄｔ＝

１
２Ｒｅ

［Ｅ×Ｈ］ （１．９．８）

式中，“”表示取共轭复数。

例１．２３　已知无源（ρ＝０，Ｊ＝０）的自由空间中，电磁场的电场强度复矢量

Ｅ（ｚ）＝ｅｙＥ０ｅ－ｊｋｚ　（Ｖ／ｍ）

式中，ｋ和Ｅ０ 为常数。求：（１）磁场强度复矢量Ｈ（ｚ）；（２）瞬时坡印廷矢量Ｓ；（３）平均坡
印廷矢量Ｓａｖ。
解：（１）由×Ｅ＝－ｊωμ０Ｈ，得

Ｈ（ｚ）＝－ １
ｊωμ０

×Ｅ＝－ １
ｊωμ０
ｅｚ ｚ×

ｅｙＥ０ｅ－ｊｋｚ ＝

－ｅｘｋＥ０ωμ０
ｅ－ｊｋｚ　（Ａ／ｍ）

　　（２）电场、磁场的瞬时值为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅ（ｚ）ｅｊωｔ］＝ｅｙＥ０ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ（ｚ）ｅｊωｔ］＝－ｅｘｋＥ０ωμ０
ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）　（Ａ／ｍ）

所以，瞬时坡印廷矢量Ｓ为
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Ｓ＝Ｅ×Ｈ＝ｅｙＥ０ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）× －ｅｘｋＥ０ωμ０
ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ［ ］）＝

ｅｚｋＥ
２
０

ωμ０
ｃｏｓ２（ωｔ－ｋｚ）　（Ｗ／ｍ２）

　　（３）由式（１．９．８），可得平均坡印廷矢量

Ｓａｖ ＝１２ＲｅｅｙＥ０ｅ
－ｊｋｚ × －ｅｘｋＥ０ωμ０

ｅ－ｊ（ ）ｋｚ［ ］ ＝

１
２Ｒｅｅｚ

ｋＥ２０
ωμ［ ］

０
＝ｅｚｋＥ

２
０

２ωμ０
　（Ｗ／ｍ２）

或由式（１．９．７）计算

Ｓａｖ＝ ω２π∫
２π／ω

０
ｅｚｋＥ

２
０

ωμ０
ｃｏｓ２（ωｔ－ｋｚ［ ］）ｄｔ＝ｅｚｋＥ２０２ωμ０

　（Ｗ／ｍ２）

练　习　题

１．９－１　已知自由空间中的电磁场为

图１－２４　平行六面体

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１００ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ２６５ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）　（Ａ／ｍ）

式中ｋ＝ω μ０ε槡 ０＝０４２ｒａｄ／ｍ 求：（１）瞬时坡印廷矢量；（２）平
均坡印廷矢量；（３）任一时刻流入如图１－２４所示的平行六面
体（长１ｍ，横截面积为０２５ｍ２）中的净功率。

１．９－２　已知某电磁场的复矢量为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘｊＥ０ｓｉｎ（ｋ０ｚ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｚ）＝ｅｙ ε０
μ槡０
Ｅ０ｃｏｓ（ｋ０ｚ）　（Ａ／ｍ）

式中，ｋ０＝２πλ０＝
ω
ｃ０
，ｃ０ 为真空中的光速，λ０ 是波长。求：（１）ｚ＝０、λ０８

、λ０
４
各点处的瞬时坡印

廷矢量；（２）以上各点处的平均坡印廷矢量。

１．９－３　在横截面为ａ×ｂ的矩形金属波导中，电磁场的复矢量为

Ｅ＝－ｅｙｊωμ
ａ
π
Ｈ０ｓｉｎπｘ（ ）ａ ｅ－ｊβｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈ＝ ｅｘｊβ
π
ａＨ０ｓｉｎπｘ（ ）ａ ＋ｅｚＨ０ｃｏｓπｘ（ ）［ ］ａ ｅ－ｊβｚ　（Ａ／ｍ）

式中，Ｈ０、ω、μ和β都是实常数。求：（１）瞬时坡印廷矢量；（２）平均坡印廷矢量。

６４



习　题

１－１　设ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ，ｒ＝｜ｒ｜＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２，Ｅ０ 和ｋ为常矢量。

（１）求 １（ ）ｒ ， １
ｒ（ ）３ ，ｆ（ｒ）；

（２）求·ｒ，· ｒ（ ）ｒ ，·（ｒｋ）；

（３）证明：（ｋ·ｒ）＝ｋ，·（Ｅ０ｅｋ·ｒ）＝ｋ·Ｅ０ｅｋ·ｒ。

１－２　 已知矢量Ｅ＝ｅｘｘ２＋ｅｙｘ２ｙ２＋ｅｚ２４ｘ２ｙ２ｚ３。（１）计算∫Ｖ·ＥｄＶ，其中Ｖ是中
心在原点的单位正方体 ｜ｘ｜≤ １２

，｜ｙ｜≤ １２
，｜ｚ｜≤（ ）１２ ；（２）计算Ｅ在此立方体的表

面Ｓ上的积分∮Ｓ
Ｅ·ｄＳ，并验证散度定理。

１－３　设ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ，ｒ＝｜ｒ｜＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２，Ｅ０ 和ｋ为常矢量。证明：

（１）×ｒ＝０，× ｒ（ ）ｒ ＝０，×［ｆ（ｒ）ｒ］＝０；

（２）× ｋ（ ）ｒ ＝１ｒ３ｋ×ｒ
，×（Ｅ０ｅｋ·ｒ）＝ｋ×Ｅ０ｅｋ·ｒ。

１－４　 已知矢量Ａ＝ｅｘｘ＋ｅｙｘ２＋ｅｚｙ２ｚ。（１）计算∫Ｓ
×Ａ·ｄＳ，其中Ｓ为正方形：

０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤２；（２）计算Ａ在此曲面Ｓ的边界Ｃ上的积分∮Ｃ
Ａ·ｄｌ，并验证斯托克

斯定理。

１－５　地球及其大气层可看作一个泄漏球形电容器。晴朗天气，地球表面有恒定电
场Ｅ（ｒ０），指向地球中心，其值约为１００Ｖ／ｍ。大气层的电导率σ（ｒ）＝σ０＋α（ｒ－ｒ０）２　
（Ｓ／ｍ），已知σ０＝３×１０－１４Ｓ／ｍ，α≈０５×１０－２０Ｓ／ｍ３，地球半径ｒ０＝６×１０６ｍ。求：

（１）流向地球的总电流Ｉ。
（２）大气层中的电荷体密度ρ（ｒ）和地球表面的电荷面密度ρＳ。

１－６　一个很薄的无限大导电带电面，电荷面密度为ρＳ。证明：垂直于平面的ｚ轴上

ｚ＝ｚ０ 处的电场强度Ｅ中，有一半是由平面上半径为槡３ｚ０ 的圆内的电荷产生的。
１－７　一个半径为ａ的导体球带电荷量为Ｑ，当球体以均匀角速度ω绕一个直径旋
转，求球心处的磁感应强度Ｂ。

１－８　两个半径为ｂ、同轴的相同线圈，各有Ｎ 匝，相互隔开距离为ｄ，如题１－８图
所示。电流Ｉ以相同的方向流过这两个线圈。

（１）求这两个线圈中心点处的磁感应强度Ｂ＝ｅｘＢｘ；
（２）证明：在中点处ｄＢｘ／ｄｘ等于零；
（３）求出ｂ与ｄ之间的关系，使中点处ｄ２Ｂｘ／ｄｘ２ 也等于零。
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题１－８图

题１－９图

　　１－９　一条扁平的直导体带，宽为２ａ，中心线与ｚ轴重合，通过的电流为Ｉ。证明在
第一象限内的磁感应强度为

Ｂｘ ＝－μ０Ｉ４πａα
，Ｂｙ ＝μ０

Ｉ
４πａ
ｌｎｒ２ｒ１

式中，α、ｒ１ 和ｒ２ 如题１－９图所示。

１－１０　一个半径为ａ、介电常数为ε的均匀介质球内的极化强度Ｐ＝ｅｒＫｒ
，其中Ｋ

为一常数。（１）计算束缚电荷体密度和面密度；（２）计算自由电荷密度；（３）计算球内、
外的电场。

１－１１　在半径为ａ的导体球外，有一层非均匀介质球壳，其内、外半径分别为ａ和

ｂ，介电常数ε是ｒ的函数。当导体球带电量ｑ时，已知介质中的电场强度为

Ｅ（ｒ）＝ｅｒ ｑ
４πε０ｂ２　

（ａ＜ｒ＜ｂ）

求：（１）介质的介电常数ε（ｒ）；（２）介质中的极化电荷分布。

１－１２　一个半径为ａ的薄导体球壳内表面涂覆了一薄层绝缘膜，球内充满总电荷量

为Ｑ的体电荷，球壳上又另充有电荷量Ｑ。已知球内部的电场为Ｅ＝ｅｒ ｒ（ ）ａ
４
，设球内介

质为真空。计算：（１）球内的电荷分布；（２）球壳外表面的电荷面密度。

１－１３　半径为ａ的磁化介质球，球心在坐标原点，磁化强度Ｍ＝ｅｒＭ１（ｒ）＋Ｍ０，其中

Ｍ１（ｒ）是坐标ｒ的函数，而Ｍ０ 为常矢量。证明磁化介质球产生的磁感应强度Ｂ与Ｍ１（ｒ）
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无关。

１－１４　电荷均匀分布于两圆柱面间的区域中，体密度为ρ０（Ｃ／ｍ
３），两圆柱面半径

分别为ａ和ｂ，轴线相距为ｃ（ｃ＜ｂ－ａ），如题１－１４图所示。求空间各部分的电场。

题１－１４图 题１－１５图

　　１－１５　如题１－１５图所示，无限长直导体圆柱由电导率不相同的两层导体构成，内层
导体的半径ａ１＝２ｍｍ，电导率σ１＝１０７Ｓ／ｍ；外层导体的外半径ａ２＝３ｍｍ，电导率σ２＝４×
１０７Ｓ／ｍ。导体圆柱中沿轴线方向流过的电流为Ｉ＝１００Ａ，求导体圆柱内、外的磁感应强度

Ｂ。

１－１６　通有电流密度为Ｊ的均匀电流的长圆柱导体中有一平行的圆柱形空腔，如
题１－１６图所示。计算各部分的磁感应强度Ｂ，并证明腔内的磁场是均匀的。

题１－１６图 题１－１７图

　　１－１７　如题１－１７图所示，自无限远处沿ｘ轴向半球形接地器引入电流Ｉ。在土壤
中，电流Ｉ均匀地沿径向流向无限远处。试求ｘＯｙ平面上任一点Ｐ（ｘ，ｙ，０）处的磁感应
强度。设土壤的磁导率为μ０。

１－１８　真空中有一厚度为２ｄ的无限大载流块，电流密度为Ｊ＝ｅｚＪ０，在其中心位置
有一半径为ａ（ａ＜ｄ）的圆柱形空腔，如题１－１８图所示。求空腔内的磁感应强度。

　　１－１９　电介质透镜可以用来使电场平直化。如题１－１９图所示的透镜的左表面为
圆柱面，右表面为平面。若区域①中的点Ｐ（ｒ０，４５°，ｚ）处Ｅ１＝ｅρ５－ｅ３，为了使区域③中
的电场Ｅ３ 平行于ｘ轴，透镜的相对介电常数应为多少？

１－２０　空气与介质的分界面为一平面，介质的介电常数ε≈２ε０，已知空气中的均匀
电场Ｅ０ 与分界面法线的夹角为θ０。（１）计算以分界面上一点为球心、Ｒ为半径的球面Ｓ
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题１－１８图

题１－１９图

（见题１－２０图（ａ））上电场强度Ｅ的通量；（２）计算半径为Ｒ的圆形回路Ｃ上电位移矢量

Ｄ的环量，圆形回路Ｃ的轴线位于分界平面上（见图（ｂ））。

题１－２０图

１－２１　如题１－２１图所示，无限长直线电流Ｉ垂直于磁导率分别为μ１ 和μ２ 的两种
磁介质的分界面，试求：（１）两种磁介质中的磁感应强度Ｂ１ 和Ｂ２；（２）磁化电流分布。

　　１－２２　如题１－２２图所示，无限长直线电流Ｉ位于磁导率为μ的磁介质与空气的分
界面上。试求：（１）磁介质内外的磁场分布；（２）磁化电流分布。

１－２３　已知一个平面电流回路在真空中产生的磁场强度为Ｈ０，若此平面电流回路
位于磁导率分别为μ１ 和μ２ 的两种均匀磁介质的分界平面上，试求两种磁介质中的磁场
强度Ｈ１ 和Ｈ２。
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题１－２１图

题１－２２图

１－２４　如题１－２４图所示，矩形线圈平行于无限长直导线，导线中电流为Ｉ。当线
圈以角速度ω旋转时，求线圈中的感应电动势。设ｔ＝０时，矩形线圈与直导线共面。

１－２５　如题１－２５图所示，无限长直导线中电流为ｉ，一矩形线圈置于其近旁，两边
与直导线平行，且与直导线共面。

（１）设ｉ＝Ｉｍｃｏｓωｔ，求线圈中的感应电动势；
（２）设ｉ＝Ｉ０，线圈以速度ｖ０ 向右平行移动，求线圈中的感应电动势；
（３）设ｉ＝Ｉｍｃｏｓωｔ，且线圈以速度ｖ０ 向右平行移动，求线圈中的感应电动势。

题１－２４图 题１－２５图

　　１－２６　在时变电磁场中的导体内部，设ｔ＝０分布有体密度为ρ０ 的电荷。（１）证明
电荷随时间的变化规律为

ρ（ｔ）＝ρ０ｅ
－ｔ／τ

式中，τ＝εσ
（单位：ｓ）为电荷密度减小到初始值的１ｅ

时所经过的时间，称为弛豫时间；（２）

试分别计算：铜σ＝５７×１０７Ｓ／ｍ，εｒ＝１；石墨σ＝０１２Ｓ／ｍ，εｒ＝５的弛豫时间。

１－２７　同轴电缆的内导体半径ａ＝１ｍｍ，外导体内半径ｂ＝４ｍｍ，内外导体间为空
气介质，且电场强度为
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Ｅ＝ｅρ
１００
ρ
ｃｏｓ（１０８ｔ－０５ｚ）　（Ｖ／ｍ）

求：（１）磁场强度Ｈ的表达式；（２）内导体表面的电流密度；（３）计算０≤ｚ≤１ｍ中的位移电
流ｉｄ。

１－２８　若Ｅ、Ｈ是无源（Ｊ＝０，ρ＝０）、无损耗媒质（σ＝０）中麦克斯韦方程的解，试证
明：

Ｅ１ ＝Ｅｃｏｓ＋ηＨｓｉｎ

Ｈ１ ＝－１
η
Ｅｓｉｎ＋Ｈｃｏｓ

也是麦克斯韦方程的解（式中，为任意角度，η＝ μ槡ε）。
１－２９　已知无源的空气中的磁场强度为

Ｈ＝ｅｙ２ｃｏｓ（１５πｘ）ｓｉｎ（６π×１０９ｔ－ｋｚ）　（Ａ／ｍ）

利用由麦克斯韦方程求相应的电场强度Ｅ以及常数ｋ的值。

１－３０　在球坐标系中，已知电磁场的瞬时值为

Ｅ（ｒ，ｔ）＝ｅθ
Ｅ０
ｒｓｉｎθｓｉｎ

（ωｔ－ｋ０ｒ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｒ，ｔ）＝ｅ
Ｅ０
η０ｒ
ｓｉｎθｓｉｎ（ωｔ－ｋ０ｒ）　（Ａ／ｍ）

式中，Ｅ０ 为常数；η０＝ μ０
ε槡０
；ｋ０＝ω μ０ε槡 ０。试计算通过以坐标原点为球心、ｒ０ 为半径的球

面Ｓ的总功率。

１－３１　已知无源的真空中电磁波的电场为

Ｅ＝ｅｚＥ０ｃｏｓωｔ－ωｃ（ ）ｚ 　（Ｖ／ｍ）

证明：Ｓａｖ＝ｅｚｗａｖｃ，其中ｗａｖ是电磁场能量密度的时间平均值，ｃ＝ １

μ０ε槡 ０

为电磁波在真空

中的传播速度。

２５



书书书

第二章　平面电磁波在无界媒质中的传播

麦克斯韦方程组完整而严密地描述了电磁场的全部特性，包括电磁场与电荷、电流分
布之间的关系以及变化的电磁场量之间的关系。麦克斯韦方程组的解给出了所有电磁场
问题的解答。当然，在一般情况下，直接求解麦克斯韦方程组是困难的。
本章将集中讨论无源、无界媒质中的电磁场。麦克斯韦方程表明变化的电场产生磁

场、变化的磁场又产生电场，如此延续下去导致电磁能量的流动。我们首先根据麦克斯韦
方程导出场矢量Ｅ、Ｈ的波动方程，在特定条件下求解波动方程，进而讨论平面电磁波的
传播特性。
平面波是很多实际电磁波的很好近似。在距离波源很远的有限区域内，实际的球面

波就可近似为平面波。在某种意义上说，平面波是所有电磁波问题的基本构成模块，更复
杂的电磁波可认为是很多平面波的叠加。
均匀平面波又是平面波中最简单的一类，它是指在与波传播方向垂直的无限大平面

内，波的场矢量Ｅ的振幅、相位和方向都相同的电磁波。在这种条件下，大大简化了对波
的传播特性的分析。因此，对均匀平面波的讨论在理论和实践上都有其重要意义。

２１　波 动 方 程

在研究电磁波的传播问题时，应着重考虑的是无源区域（该区域内不存在产生电磁场
的电荷和电流）内的电磁波传播特性。假设该无源区域内充满均匀、线性和各向同性的非
导电媒质，其参数μ＝μｒμ０、ε＝εｒε０ 皆为常数，且电导率σ＝０。此时，麦克斯韦方程组为

×Ｈ＝εＥｔ
（２１１）

×Ｅ＝－μ
Ｈ
ｔ

（２１２）

·Ｈ＝０ （２１３）

·Ｅ＝０ （２１４）
据此可导出Ｅ和Ｈ 的波动方程。对式（２１２）取旋度，得

×（×Ｅ）＝ ×（－μ
Ｈ
ｔ
） （２１５）

利用矢量恒等式

××Ｅ＝ （·Ｅ）－２Ｅ
并将式（２１４）代入上式，得

××Ｅ＝－２Ｅ （２１６）
将式（２１６）代入式（２１５），并变换对空间变量和对时间变量的微分顺序，得



２Ｅ＝μ

ｔ
（×Ｈ） （２１７）

将式（２１１）代入式（２１７），即得场矢量Ｅ的波动方程为

２Ｅ－με
２Ｅ
ｔ２ ＝

０ （２１８）

同样可导出场矢量Ｈ的波动方程为

２Ｈ－με
２Ｈ
ｔ２ ＝

０ （２１９）

式（２１８）和式（２１９）是齐次矢量波动方程。在给定坐标系中，每个方程都可分解为三
个齐次标量波动方程，这些方程全面地描述了无源非导电媒质中的电磁场。
对于时谐电磁场，应用复数形式的麦克斯韦方程组可导出复数形式的波动方程。在

无源的非导电媒质中，复数形式的麦克斯韦方程组为

×Ｈ＝ｊωεＥ （２１１０）

×Ｅ＝－ｊωμＨ （２１１１）

·Ｈ＝０ （２１１２）

·Ｅ＝０ （２１１３）
根据式（２１１０）～式（２１１３）即可导出Ｅ和Ｈ 的二阶偏微分方程组：

２Ｅ＋ω２μεＥ ＝０ （２１１４）

２Ｈ＋ω２μεＨ ＝０ （２１１５）
它们是在无源的非导电媒质中，场量Ｅ、Ｈ 满足的复矢量波动方程，又称齐次亥姆霍兹方
程。

练　习　题

２１－１　推导式（２１９）表示的磁场矢量Ｈ的波动方程。

２１－２　推导式（２１１４）表示的电场复矢量Ｅ的波动方程。

２２　非导电媒质中的均匀平面波

２２１　一维波动方程的解

２１节提到的非导电媒质，其典型特征是电导率σ＝０，因而不存在传导电流。这种媒
质也称为无损耗媒质。
本节将求解已导出的波动方程，根据方程的解来讨论波的传播特性。满足波动方程

的时间函数的具体形式取决于波源的性质。在工程应用上，随时间作简谐变化的函数有
着重要的意义。这不仅是因为正弦波易于激励，且任意的周期函数可展开为正弦函数的
傅里叶级数。因此，我们不必去求用一般函数表示的解，而是集中讨论时谐电磁场的齐次
亥姆霍兹方程及其解。
对于均匀平面波，如果我们假定波的传播方向为＋ｚ轴方向，按均匀平面波的含义，

在ｚ＝常数的横向平面内，场量的振幅、相位和方向都是不变的。因此，对于沿＋ｚ轴方向
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传播的均匀平面波，电场Ｅ和磁场Ｈ 都不是ｘ，ｙ的函数。即Ｅ和Ｈ 应满足

Ｅ
ｘ ＝

Ｅ
ｙ ＝

０

Ｈ
ｘ ＝

Ｈ
ｙ ＝

０

此时，亥姆霍兹方程（２１１４）和（２１１５）可简化为标量形式：

ｄ２Ｅｘ（ｚ）
ｄｚ２ ＋ω２μεＥｘ（ｚ）＝０

ｄ２Ｅｙ（ｚ）
ｄｚ２ ＋ω２μεＥｙ（ｚ）＝

烅

烄

烆 ０
（２２１）

ｄ２Ｈｘ（ｚ）
ｄｚ２ ＋ω２μεＨｘ（ｚ）＝０

ｄ２Ｈｙ（ｚ）
ｄｚ２ ＋ω２μεＨｙ（ｚ）＝

烅

烄

烆 ０
（２２２）

且Ｅｚ＝０，Ｈｚ＝０。
可见，四个场分量满足相同形式二阶常微分方程。在均匀媒质中传播单一频率的波

时，ω２με＝常数，若取γ
２＝－ω２με，则有

γ＝ｊω μ槡ε＝ｊｋ，称为传播常数
式中

ｋ＝ω μ槡ε （２２３）
则方程（２２１）和（２２２）有指数形式的通解：

Ｅｘ（ｚ）＝Ａ１ｅ－ｊｋｚ ＋Ａ２ｅｊｋｚ

Ｅｙ（ｚ）＝Ｂ１ｅ－ｊｋｚ ＋Ｂ２ｅｊｋｚ

Ｈｘ（ｚ）＝Ｃ１ｅ－ｊｋｚ ＋Ｃ２ｅｊｋｚ

Ｈｙ（ｚ）＝Ｄ１ｅ－ｊｋｚ ＋Ｄ２ｅｊ

烅

烄

烆 ｋｚ

（２２４）

式中Ａ１、Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１ 和Ａ２、Ｂ２、Ｃ２、Ｄ２ 都是待定常数，且一般为复常数。通解中的第一项

含因子ｅ－ｊｋｚ，代表沿＋ｚ轴方向传播的波，称为正向行波；第二项含因子ｅｊｋｚ，代表沿－ｚ轴
方向传播的波，称为反向行波。对于无界的均匀媒质只存在沿一个方向传播的波，我们取

Ｅｘ（ｚ）＝Ａ１ｅ－ｊｋｚ ＝Ｅｘｍｅｊφｘｅ－ｊｋｚ

Ｅｙ（ｚ）＝Ｂ１ｅ－ｊｋｚ ＝Ｅｙｍｅｊφｙｅ－ｊ烅
烄

烆
ｋｚ （２２５）

Ｈｘ（ｚ）＝Ｃ１ｅ－ｊｋｚ ＝Ｈｘｍｅｊφ′ｘｅ－ｊｋｚ

Ｈｙ（ｚ）＝Ｄ１ｅ－ｊｋｚ ＝Ｈｙｍｅｊφ′ｙｅ－ｊ
烅
烄

烆 ｋｚ
（２２６）

应该注意，式中的Ａ１、Ｂ１、Ｃ１、Ｄ１ 并不是彼此独立的，这是因为电磁场量还必须满足麦克
斯韦方程。将式（２２５）和式（２２６）代入式（２１１０）和式（２１１１）可得

Ｅｘ（ｚ）＝ ｋωε
Ｈｙ（ｚ）＝ωμｋＨｙ（ｚ）＝ηＨｙ（ｚ） （２２７）

Ｅｙ（ｚ）＝－ｋωε
Ｈｘ（ｚ）＝－ωμｋＨｘ（ｚ）＝－ηＨｘ（ｚ） （２２８）

式中
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η＝
ｋ
ωε＝

ωμ
ｋ ＝ μ槡ε（Ω） （２２９）

　　称为媒质中的本征阻抗，也称波阻抗，由媒质参数确定。将式（２２７）和式（２２８）代
入式（２２５）和式（２２６），并写为矢量形式

Ｅ（ｚ）＝ｅｘＥｘ（ｚ）＋ｅｙＥｙ（ｚ）

Ｈ（ｚ）＝ １
η
［－ｅｘＥｙ（ｚ）＋ｅｙＥｘ（ｚ）］＝ １

η
ｅｚ×Ｅ（ｚ

烍
烌

烎
）

（２２１０）

　　上式表明沿＋ｚ轴方向传播的均匀平面波可存在两组分量波：Ｅｘ 和Ｈｙ 构成一组

分量波，Ｅｙ 和－Ｈｘ 构成另一组分量波，这两组分量波彼此独立。又据式（２２１０），可
得

Ｅ（ｚ）·Ｈ（ｚ）＝Ｅ（ｚ）·１
η
［ｅｚ×Ｅ（ｚ）］＝０ （２２１１）

表明均匀平面波的电场Ｅ和磁场Ｈ 相互垂直，且垂直于波的传播方向；矢量Ｅ、Ｈ 和ｅｚ
之间符合右手螺旋关系。

２２２　均匀平面波的传播特性

沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场和磁场之间有式（２２１０）表示的关系，所以讨
论均匀平面波的传播特性时，只需选择其中的一个场量，例如电场Ｅ，且只讨论一组分量
波。
选用余弦函数ｃｏｓωｔ为基准，电场分量Ｅｘ 的瞬时值形式为

Ｅｘ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｘ（ｚ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［Ｅｘｍｅｊφｘｅｊｋｚｅｊωｔ］＝
Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ） （２２１２）

可见，电场分量Ｅｘ 既是时间的周期函数，又是空间坐标的周期函数。
在ｚ＝常数的平面内，Ｅｘ 以角频率ω随时间按余弦规律变化。图２－１表示ｚ＝０的

平面上，Ｅｘ 随时间变化的图形。在这里取初相位φｘ＝０，故有Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｘｍｃｏｓωｔ。周期

Ｔ由ωＴ＝２π确定，有Ｔ＝２π／ω，它表示在给定位置上，时间相位相差２π的两平面间的时

间间距。频率ｆ＝１Ｔ＝
ω
２π
，由波源确定。

在ｔ＝常数时，Ｅｘ 随空间坐标ｚ的周期变化如图２－２所示。在这里取ｔ＝０，且φｘ＝
０，故有Ｅｘ（ｚ，０）＝Ｅｘｍｃｏｓｋｚ。

图２－１　ｚ＝０的平面上，

Ｅｘ＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）的图形

图２－２　ｔ＝０时，

Ｅｘ＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）的图形

波长由ｋλ＝２π确定，有

６５



λ＝２πｋ　
（ｍ） （２２１３）

它表征在给定时刻，空间相位相差２π的两平面间的距离。ｋ表示波传播单位距离的相位
变化，称其为相位常数，单位是ｒａｄ／ｍ。式（２２８）的逆关系为

ｋ＝２πλ　
（ｒａｄ／ｍ） （２２１４）

它也表示一个周期内所含有的波长数，故又称其为波数。
图２－３按式（２２１２）绘出取初相位φｘ＝０时，在几个不同时刻Ｅｘ 随ｚ变化的图形。

在ｔ＝０时，Ｅｘ（ｚ，０）＝Ｅｘｍｃｏｓｋｚ是振幅为Ｅｘ０的余弦曲线。随着时间的推移，此曲线沿＋
ｚ轴方向匀速前进，此即正向行波。

图２－３　在三个时刻：（ａ）ｔ＝０，（ｂ）ｔ＝Ｔ／４，

（ｃ）ｔ＝Ｔ／２时，Ｅｘ＝Ｅｘ０ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）的图形

　　从前面的讨论中看出，对于任意给定的时刻，当空间坐标ｚ增加一个波长时，ｋｚ＝ｋλ
＝２π，波形恢复到原来的大小和相位。然而时间是不断变化的，因此波也是不固定的。
现在，让我们将观察点固定在恒定相位点，例如图２－３中的波峰点Ｐ，该点相应于

ωｔ－ｋｚ＝ 常数 （２２１５）
此式表明随着时间ｔ的增加，空间坐标ｚ也必须增加，以保证相位恒定，即ωｔ－ｋｚ＝常数。
由式（２２１５）得相位为常数的平面移动的速度，称为相速：

ｖｐ＝ｄｚｄｔ＝
ω
ｋ ＝

ω
ω μ槡ε

＝ １

μ槡ε
（２２１６）

由于ω和ｋ都是正数，故相速ｖｐ＞０，波沿＋ｚ轴方向转动。这也证明了Ｅｘ＝Ｅｘ０ｃｏｓ（ωｔ－
ｋｚ）代表沿＋ｚ轴方向传播的波。
式（２２１６）表明相速ｖｐ是媒质参数μ和ε的函数。在自由空间，μ＝μ０＝４π×１０

－７

Ｈ／ｍ，ε＝ε０＝ １
４π×９×１０９

Ｆ／ｍ，故相速
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ｖｐ０ ＝ １

μ０ε槡 ０

＝３×１０８ｍ／ｓ＝ 光速ｃ

　　应用麦克斯韦第二方程×Ｅ＝－ｊωμＨ 或直接由关系式（２２１０）可求出与电场Ｅ
相伴的磁场

Ｈ（ｚ）＝ １
η
ｅｚ×Ｅ（ｚ）＝ １

η
ｅｚ×ｅｘＥｘ（ｚ）＝

ｅｙ １
η
Ｅｘｍｅ－ｊ（ｋｚ－φｘ） （２２１７）

其瞬时值形式为

Ｈ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ（ｚ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［ｅｙ １
η
Ｅｘｍｅ－ｊ（ｋｚ－φｘ）ｅｊωｔ］＝

ｅｙ
Ｅｘｍ
η
ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ） （２２１８）

可见，电场与磁场的振幅相差一个因子η＝ μ槡ε，而相位相同。图２－４绘出ｔ＝０时刻，Ｅｘ
和Ｈｙ 的图形。电场Ｅ＝ｅｘＥｘ 在ｘｚ平面上，磁场Ｈ＝ｅｙＨｙ 在ｙｚ平面上，两者同相位。

图２－４　沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场和磁场

　　非导电媒质中，沿＋ｚ方向传播的均匀平面波传输的平均功率流密度为

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝ １２Ｒｅ

［Ｅ（ｚ）×（１
η
ｅｚ×Ｅ（ｚ））］＝

１
２η
Ｒｅ［（Ｅ（ｚ）·Ｅ（ｚ））ｅｚ－（Ｅ（ｚ）·ｅｚ）Ｅ（ｚ）］＝

１
２η
Ｒｅ［ｅｚ（Ｅ（ｚ）·Ｅ（ｚ））］＝

ｅｚ １２η
Ｅ２ ＝ｅｚ １２η

（Ｅ２ｘ＋Ｅ２ｙ） （２２１９）

在这里应用了矢量恒等式Ａ×（Ｂ×Ｃ）＝（Ａ·Ｃ）Ｂ－（Ａ·Ｂ）Ｃ，且考虑到Ｅ（ｚ）·ｅｚ＝０以
及Ｅ（ｚ）·Ｅ（ｚ）＝Ｅ２。

考虑到η＝ μ／槡 ε和ｖｐ＝１／ μ槡ε，式（２２１９）可表示为

Ｓ平均 ＝ １２εＥ
２ｅｚ １

μ槡ε
＝ １２εΕ

２ｖｐ （２２２０）

上式表明，在无界均匀媒质中，均匀平面波的电磁能量传播速度等于相速。
例２１　频率ｆ＝１００ＭＨｚ的均匀平面波在非导电媒质中沿＋ｚ轴方向传播，设其电

场Ｅ＝ｅｘＥｘ。已知该媒质的相对介电常数εｒ＝４，相对磁导率μｒ＝１，且当ｔ＝０，ｚ＝
１
８ｍ
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时，电场为其振幅值＋１０－４Ｖ／ｍ。（１）求相速、相位常数及波长；（２）写出电场和磁场的瞬
时表示式；（３）确定当ｔ＝１０８ｓ时，电场为正振幅值的位置。

解：　（１）相速ｖｐ＝
１

μ槡ε
＝ １

μ０εｒε槡 ０

＝３×１０
８

槡４
＝１５×１０８　ｍ／ｓ

相位常数ｋ＝ω μ槡ε＝２πｆ μ０εｒε槡 ０＝
２πｆ
ｃ 槡４＝

２π×１０８

３×１０８槡４＝
４π
３　ｒａｄ

／ｍ

　　　　　　波长λ＝２πｋ＝
２π×３
４π ＝１５ｍ

　　（２）以余弦为基准，电场的瞬时表示式为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｘ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０－４ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－ｋｚ＋φｘ）

据题给条件应有ｔ＝０，ｚ＝１８ｍ
时

２π×１０８ｔ－４π３ｚ＋φｘ ＝０
，Ｅｘ ＝＋１０－４　Ｖ／ｍ

故得

φｘ ＝
４π
３×

１
８ ＝

π
６　

（ｒａｄ）

则电场的瞬时表示式

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０－４ｃｏｓ（２π×１０８ｔ－４π３ｚ＋
π
６
）　（Ｖ／ｍ）

与之相伴的磁场瞬时表示式为

Ｈ（ｚ，ｔ）＝ １
η
ｅｚ×Ｅ（ｚ，ｔ）＝ １

η
ｅｚ×ｅｘＥｘ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ １

η
Ｅｘ（ｚ，ｔ）

式中

η＝ μ槡ε ＝ μ０
εｒε槡０

＝ １
ε槡ｒ
η０ ＝

１
槡４
１２０π＝６０π　（Ω）

故

Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ１０
４

６０π
ｃｏｓ（２π×１０８ｔ－４π３ｚ＋

π
６
）　（Ａ／ｍ）

　　（３）当ｔ＝１０－８ｓ时，为使Ｅｘ 为正振幅值，应有

２π×１０８×１０－８－４π３ｚ＋
π
６ ＝±２ｎπ

，ｎ＝０，１，２…

故得

ｚ＝１３８±
３
２ｎ　

（ｍ）

　　例２２　电场Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）　（Ｖ／ｍ）的均匀平面波在某种非导
电媒质（设其参数为μ＝μ０，ε＝εｒε０，σ＝０）中传播，试求：（１）该媒质的相对介电常数εｒ；（２）
波的相速ｖｐ和波长λ；（３）与电场Ｅ相伴的磁场Ｈ；（４）波的平均功率流密度矢量Ｓ平均。
解：（１）由题给的电场表示式知角频率ω＝２π×１０９　ｒａｄ／ｓ，相位常数ｋ＝１０π　

ｒａｄ／ｍ，而
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ｋ＝ω μ槡ε＝ω μ０εｒε槡 ０

故

ε槡ｒ＝ ｋω
１

μ０ε槡 ０

＝ １０π
２π×１０９

×３×１０８ ＝１５

则所求媒质的相对介电常数为

εｒ＝２２５

　　也可从给定的Ｅ必须满足波动方程（２·１·８）出发来确定εｒ。
波动方程的第一项为

２Ｅ＝ｅｘ２Ｅｘ ＝ｅｘ
２Ｅｘ
ｚ２ ＝

－ｅｘ１０３π２ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）
波动方程的第二项中的

２Ｅ
ｔ２ ＝

ｅｘ
２Ｅｘ
ｔ２ ＝－

ｅｘ１０×（２π×１０９）２ｃｏｓ（２π×１０９－１０πｚ）

故式（２１８）可表示为

－ｅｘ１０３π２ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）＋ｅｘμε×１０×
（２π×１０９）２ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０ｚ）＝０

必须

１０３π２ ＝με×１０×（２π×１０
９）２

则得

εｒ＝ １０３π２

１０μ０ε０（２π×１０
９）２ ＝

９
４ ＝２２５

　　（２）波的相速为

ｖｐ＝ １

μ槡ε
＝ １

μ０εｒε槡 ０

＝ １
ε槡ｒ

ｃ＝

１
槡２２５

×３×１０８ ＝２×１０８　ｍ／ｓ

波长为

λ＝２πｋ ＝
２π
１０π＝

０２ｍ

　　（３）由题给定的电场表示式知，该均匀平面波沿＋ｚ轴方向传播，故与电场Ｅ相伴的
磁场Ｈ 可直接利用关系式（２２１０）求得

Ｈ（ｚ，ｔ）＝ １
η
ｅｚ×Ｅ（ｚ，ｔ）＝ １

η
ｅｚ×ｅｘ１０ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）＝

１
η
ｅｙ１０ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）

ｅｙ １０
２５１３３ｃｏｓ

（２π×１０９ｔ－１０πｚ）＝

ｅｙ３９７８×１０－３ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－１０πｚ）　（Ａ／ｍ）
式中的本征阻抗η为
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η＝ μ槡ε ＝ μ０
εｒε槡０

＝ １
ε槡ｒ

μ０
ε槡０
＝ １
槡２２５

３７７＝２５１３３Ω

　　（４）电场、磁场的复数形式分别为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘ１０ｅ－ｊ１０πｚ　（Ｖ／ｍ）
和

Ｈ（ｚ）＝ｅｙ３９．７８×１０－３ｅ－ｊ１０πｚ　（Ａ／ｍ）
故平均功率流密度为

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘ１０ｅ－ｊ１０πｚ×ｅｙ３９．７８×１０３ｅｊ１０πｚ］＝

ｅｚ１９．８９×１０２　（Ｗ／ｍ２）

　　例２３　已知自由空间中传播的均匀平面波的电场表示式为Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ５０ｃｏｓ（６π×
１０８ｔ－ｋｚ）　（Ｖ／ｍ），试求在ｚ＝ｚ０ 处垂直穿过半径Ｒ＝２．５ｍ的圆平面的平均功率。
解：电场的复数表示式为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘ５０ｅ－ｊｋｚ　（Ｖ／ｍ）
而自由空间的本征阻抗η０ 为

η０ ＝ μ０
ε槡０
＝３７７Ω

故磁场表示式为

Ｈ（ｚ）＝ １
η０
ｅｚ×Ｅ（ｚ）＝ｅｙ ５０３７７ｅ

－ｊｋｚ　（Ａ／ｍ）

于是平均功率密度为

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘ５０ｅ－ｊｋｚ ×ｅｙ ５０３７７ｅ
ｊｋｚ］＝

ｅｚ １２×５０×
５０
３７７　

（Ｗ／ｍ２）

故垂直穿过半径Ｒ＝２５ｍ的圆平面的平均功率为

Ｐ＝∫ｓＳ平均·ｄＳ＝Ｓ平均 ×πＲ２ ＝
５０×５０
２×３７７×π×

２５２ ＝６５．１１Ｗ

２．２．３　沿任意方向传播的均匀平面波

前面讨论了沿＋ｚ方向传播的一组分量波，其电场Ｅ＝ｅｘＥｘ，与之相伴的磁场Ｈ＝
ｅｙＨｙ。Ｅ与Ｈ 相互垂直，又都在与传播方向垂直的横向平面内，且场量的复数表示式仅
只是ｚ坐标的函数，这是横电磁波（ＴＥＭ波）的一种特殊情况。若无特殊需要，把波的传
播方向定为＋ｚ方向是方便的。此时，电场的复数形式可写为

Ｅ（ｚ）＝Ｅ０ｅ－ｊｋｚ （２２２１）
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式中，Ｅ０ 是一个常矢量。
若均匀平面波是沿用单位矢量ｅｎ 表示的任意方向传播，则式（２２２１）可表示为

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅ０ｅ－ｊｋｘｘ－ｊｋｙｙ－ｊｋｚｚ （２２２２）

式中 ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ＋ｋ２ｚ ＝ｋ２ ＝ω２με
将式（２２２２）直接代入齐次亥姆霍兹方程 ２Ｅ＋ω２μεＥ＝０可验证它是满足方程的。
引入波矢量

ｋ＝ｅｎｋ＝ｅｘｋｘ＋ｅｙｋｙ＋ｅｚｋｚ （２２２３）

以及空间任一点的矢径

ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ （２２２４）
得

ｋ·ｒ＝ （ｅｘｋｘ＋ｅｙｋｙ＋ｅｚｋｚ）·（ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ）＝
ｋｘｘ＋ｋｙｙ＋ｋｚｚ

则式（２２２２）可表示为

Ｅ（ｒ）＝Ｅ０ｅｊｋ·ｒ＝Ｅ０ｅｊｋｅｎ·ｒ （２２２５）

式（２２２３）和式（２２２４）的几何关系如图２－５所示，可见

ｅｎ·ｒ＝ＯＰ０ ＝ 常数
表示垂直于传播方向ｅｎ 的平面。正如图２－６中，ｚ＝常数的平面表示沿＋ｚ方向传播的
均匀平面波的等相位面一样，ｅｎ·ｒ＝常数的平面也是表示沿ｅｎ 方向传播的等相位面。

图２－５　沿任意方向ｅｎ 传播的

平面波的等相位面

图２－６　沿＋ｚ方向传播

的平面波的等相位面

　　此外，式（２２２５）在无源区域还应满足·Ｅ＝０。将式（２２２５）代入·Ｅ＝０，可
以证明·Ｅ＝０成立的条件为

ｅｎ·Ｅ０ ＝０ （２２２６）

此结果表明式（２２２５）的解答形式已隐含着电场常矢量Ｅ０ 与波的传播方向ｅｎ 相垂
直。
与电场Ｅ（ｒ）相伴的磁场为

Ｈ（ｒ）＝ １
η
ｅｎ×Ｅ（ｒ）＝ １

η
（ｅｎ×Ｅ０）ｅｊｋｅｎ·ｒ （２２２７）

此关系式同样表明沿任意方向传播的均匀平面波是ＴＥＭ 波的一个特例，电场与磁场相
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互垂直，且垂直于传播方向，Ｅ、Ｈ、ｅｎ 三者符合右手螺旋关系。
通过前面的讨论，我们可将非导电媒质中均匀平面波的基本传播特性归纳如下：
（１）均匀平面波在传播方向上没有电场、磁场分量，是一种横电磁波（ＴＥＭ 波）。例

如，沿＋ｚ轴方向传播的均匀平面波，Ｅｚ＝０，Ｈｚ＝０，只有由Ｅｘ 和Ｈｙ 构成的一组分量波

以及由Ｅｙ 和－Ｈｘ 构成的另一组分量波。电场和磁场都在与ｚ轴垂直的横向平面内，且

Ｅｘ、Ｈｙ；Ｅｙ、－Ｈｘ 都只是ｚ坐标的函数。
（２）均匀平面波的电场Ｅ、磁场Ｈ和波的传播方向三者相互垂直，且符合右手螺旋关

系。

（３）均匀平面波的相速ｖｐ＝
１

μ槡ε
，仅与媒质参数有关。

（４）均匀平面波的电场Ｅ与磁场Ｈ 同相位，在任一瞬时，电场值等于磁场值的η倍，
即｜Ｅ｜＝η｜Ｈ｜。

练　习　题

２．２－１　根据关系式Ｈ（ｚ）＝１
η
ｅｚ×Ｅ（ｚ）、η＝ μ槡ε，证明Ｅ（ｚ）和Ｈ（ｚ）相互垂直。

２２－２　应用式（２２２５）和·Ｅ（ｚ）＝０，证明ｅｎ·Ｅ０＝０。

２２－３　某种非导电媒质中的电场Ｅ（ｘ，ｔ）＝ｅｙＥｙｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｘ），式中的ｋ＝ω μ槡ε，
试证明：Ｅ（ｘ，ｔ）满足波动方程，且它是表征沿＋ｘ方向传播的均匀平面波。

２３　导电媒质中的均匀平面波

导电媒质的典型特征是电导率σ≠０，当其中存在电磁波时，必然就有传导电流Ｊｃ＝

σＥ，同时伴随着电磁能量损耗，因而电磁波的传播特性就不同了。
本节讨论单一频率的正弦均匀平面波在导电媒质中的传播特性。

２３１　导电媒质中的波动方程及其解

在导电媒质中的无源区域，麦克斯韦方程组的复数形式为

×Ｈ＝σＥ＋ｊωεＥ （２３１）

×Ｅ＝－ｊωμΗ （２３２）

·Ｈ＝０ （２３３）

·Ｅ＝０ （２３４）
其中式（２３１）可改写为

×Ｈ＝ｊω（ε－ｊσω
）Ｅ＝ｊωεｃＥ （２３５）

式中

εｃ＝ε－ｊσω
（２３６）
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称为媒质的复介电常数，可表示为

εｃ＝ε′－ｊε″

这里的ε′＝ε＝εｒε０ 是媒质的介电常数，ε″＝σω
与媒质的电导率有关。比值ε″

ε′
表征媒质中

传导电流与位移电流的振幅之比，即

ε″
ε′ ＝

σ
ωε＝

ｔａｎδｃ （２３７）

称为损耗正切，它是导电媒质中热损耗的一种量度。δｃ称为损耗正切角。
重新写出引入复介电常数后的麦克斯韦方程组为

×Ｈ＝ｊωεｃＥ （２３８）

×Ｅ＝－ｊωμΗ （２３９）

·Ｈ＝０ （２３１０）

·Ｅ＝０ （２３１１）
将此方程组与式（２１１０）～式（２１１３）对此，可看出只需用导电媒质的复介电常数εｃ替
代ε，两个方程组的形式就完全相同。由式（２３８）～式（２３１１）可导出导电媒质中的齐
次亥姆霍兹方程：

２Ｅ＋ω２μεｃＥ＝０ （２３１２）

２Ｈ＋ω２μεｃＨ＝０ （２３１３）
将这两个方程与非导电媒质中的方程（２１１４）和（２１１５）比较，其差别在用εｃ 替代ε。
因此，前节中关于非导电媒质中的均匀平面波的讨论，对于导电媒质也是适用的，只需用

εｃ替代ε就行了。
同样取γ２＝－ω２μεｃ，则有

γ＝ｊω με槡 ｃ＝ｊω μ（εｊ
σ
ω槡 ）＝ｊω槡με（１－ｊσωε

）１／２ ＝ｊｋｃ

式中，ｋｃ称复波数。
引入传播常数γ，式（２３１２）变为

２Ｅ－γ２Ｅ＝０
由此方程得对应于沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场解为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘＥｘ ＝ｅｘＥｘｍｅ－γｚ ＝ｅｘＥｘｍｅ－αｚｅ－ｊβｚ （２３１４）
式中，α和β分别是传播常数γ＝α＋ｊβ的实部和虚部，它们都是实数。式（２３１４）中的第
一个因子ｅ－αｚ随传播距离ｚ的增加而按指数规律减小，它表征波的振幅衰减特性，称为衰
减因子，α称为衰减常数。在国际单位制中，α的单位是Ｎｐ／ｍ（奈培／米）。若α＝１Ｎｐ／ｍ，

则表明波传播１ｍ后，场量的单位振幅衰减至１ｅ
（即３６８％）。第二个因子ｅ－ｊβｚ表征波传

播单位距离的相移量，β称为相位常数，其单位是ｒａｄ／ｍ（弧度／米）。弧度（ｒａｄ）和奈培
（Ｎｐ）均无量纲，因而传播常数γ的单位通常表示为１／ｍ。
写出与式（２３１４）对应的电场瞬时值形式为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅ（ｚ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［ｅｘＥｘｍｅαｚｅｊβｚｅｊωｔ］＝

ｅｘＥｘｍｅαｚｃｏｓ（ωｔ－βｔ） （２３１５）
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此式表明它是一个以相速ｖｐ＝ω
β
沿＋ｚ方向传播的均匀平面波，其振幅将随传播距离ｚ

的增加而按指数规律衰减。
与电场Ｅ相伴的磁场可由方程×Ｅ＝－ｊωμＨ 或直接利用关系式（２２１０）求得

Ｈ（ｚ）＝ １
ηｃ
ｅｚ×Ｅ（ｚ）＝ｅｙ １

ηｃ
Ｅｘｍｅαｚｅ－ｊβｚ ＝

ｅｙ １
｜ηｃ｜

Ｅｘｍｅαｚｅ－ｊ（βｚ＋φ） （２３１６）

式中

ηｃ＝ μ
ε槡ｃ
＝ μ
ε－ｊσ槡 ω

＝｜ηｃ｜ｅｊφ （２３１７）

称为导电媒质的本征阻抗，它由媒质参数和电磁波的频率确定，是一个复数。
写出与式（２３１６）对应的瞬时值形式为

　　　　　　　Ｈ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ（ｚ）ｅｊωｔ］＝

Ｒｅ［ｅｙ １
｜ηｃ｜

Ｅｘｍｅαｚｅｊ（βｚ＋φ）ｅｊωｔ］＝

ｅｙ
Ｅｘｍ
｜ηｃ｜

ｅαｚｃｏｓ（ωｔ－βｔ－φ） （２３１８）

比较式（２３１５）和式（２３１８）可见，在导电媒质中，电场和磁场在空间同一位置不再同
相，而是存在相位差φ。图２－７给出ｔ＝０时刻Ｅｘ 和Ｈｙ 的图形，它们的振幅随传播距离

ｚ的增加而连续衰减，且磁场比电场滞后一个相位角φ。

图２－７　导电媒质中沿＋ｚ方向传播

的均匀平面波的电场和磁场

　　导电媒质中的平均功率密度为

　　　　　　Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘＥｘｍｅ－αｚｅ－ｊβｚ ×ｅｙ
Ｅｘｍ
｜ηｃ｜

ｅ－αｚｅｊ（βｚ＋φ）］＝

ｅｚ １２
Ｅ２ｘｍ
｜ηｃ｜

ｅ２αｚｃｏｓφ （２３１９）

可见，由于导电媒质的电导率σ≠０而引入衰减常数α≠０，使得平面波传播过程中伴随着
电磁能量的损耗，表现为电磁场量振幅的不断减小。平均功率密度的减小速率为２α。
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最后再讨论传播常数γ的意义。由设定的γ＝α＋ｊβ，得

γ２ ＝ （α＋ｊβ）
２ ＝ （α２－β

２）＋ｊ２αβ＝－ω
２
μ（ε－ｊ

σ
ω
）

故

α２－β
２ ＝－ω２με

２αβ＝ωμσ
联立求解以上二式，得

α＝ω με
２ １＋ σ（ ）ωε槡

２

－［ ］槡 １ （２３２０）

β＝ω με
２ １＋ σ（ ）ωε槡

２

＋［ ］槡 １ （２３２１）

可见，衰减常数α和相位常数β不仅与媒质参数ε、μ、σ有关，还与波的频率有复杂的关

系。所以，导电媒质中电磁波的相速ｖｐ＝ω
β
是频率的函数。这就导致在同一导电媒质

中，不同频率的波将以不同的相速传播，这种现象称为色散，相应地称导电媒质为色散
媒质。
通过以上讨论，可将导电媒质中均匀平面波的传播特性归纳如下：
（１）仍然是横电磁波，但电场、磁场的振幅随传播距离的增加而按指数规律减小，且

磁场的相位滞后于电场一个φ角。
（２）是色散波。波的相速不仅与媒质参数有关，还与波的频率有关。
（３）随着传播距离的增加，电磁波的功率密度将以速率２α逐渐减小。
例２４　已知潮湿土壤的相对介电常数εｒ＝１０电导率σ＝１０－２Ｓ／ｍ，磁导率μ＝μ０

＝４π×１０－７Ｈ／ｍ。频率ｆ＝１００ＭＨｚ的均匀平面电磁波在其中传播时，设其电场为Ｅ
（ｚ，ｔ）＝ｅｘ０．２ｅαｚｃｏｓ（ωｔ－βｚ）　（Ｖ／ｍ）；试计算传播常数、相速、本征阻抗以及平均功率
密度。
解： 　ω＝２πｆ＝２π×１００×１０６ ＝２π×１０８　ｒａｄ／ｓ

σ
ωε＝

１０２

２π×１０８×１０× １
４π×９×１０９

＝０．１８

με
２ ＝

４π×１０７×１０× １
４π×９×１０９

２ ＝ ５９×１０
１６

故衰减常数

α＝ω με
２
［１＋（σωε

）槡 ２－１槡 ］＝

２π×１０８ ５
９×１０

１６［１＋（０１８）槡 ２－１槡 ］＝０．５９２Ｎｐ／ｍ

相位常数

　　　　β＝ω με
２
［１＋ σ（ ）ωε槡

２

＋１槡 ］＝
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２π×１０８ ５
９×１０

１６［１＋（０１８）槡 ２＋１槡 ］＝６．６５　ｒａｄ／ｍ

则传播常数

γ＝α＋ｊβ＝０．５９２＋ｊ６．６５　１／ｍ
相速

ｖｐ＝ω
β
＝２π×１０

８

６．６５ ＝０．９４×１０８　ｍ／ｓ

本征阻抗

　　　　　　　ηｃ＝ μ
ε槡ｃ
＝ μ０／（ε－ｊ

σ
ω槡 ）＝

４π×１０－７／１０× １
４π×９×１０９

－ｊ １０－２

２π×１０（ ）槡 ８ ＝

１１８ｅｊ５．１° ＝１１７．５＋ｊ１０．４９　（Ω）

平均功率密度为

　　　　　　Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝

ｅｚ Ｅ２ｘｍ
２｜ηｃ｜

ｅ２αｚｃｏｓφ＝ｅｚ
０．２２
２×１１８

ｅ２×０．５９２ｚｃｏｓ５．１°＝

ｅｚ１．６９×１０－４ｅ１．１８４ｚ　（Ｗ／ｍ２）＝ｅｚ１６９ｅ１．１８４ｚ　（μＷ／ｍ
２）

２３２　良导体中的波

良导体是指σ
ωε１
的媒质。例如，铜、银、铝等金属导体，其电导率都在１０７ 量级，在

整个无线电频率范围内部满足σ
ωε１０

２，此时媒质中的传导电流较位移电流占绝对优势。

利用条件σ
ωε１

，有

　　　　　　　　γ＝ｊω μ槡ε（１－ｊσωε
）１／２≈

ｊω μ槡ε σ
ｊ槡ωε＝槡ｊ ωμ槡 σ＝１＋ｊ

槡２
ωμ槡 σ＝ ωμ槡 σｅｊ４５° （２３２２）

或

γ＝α＋ｊβ≈ （１＋ｊ） πｆμ槡 σ （２３２３）
注意，这里应用了以下关系式：

槡ｊ＝ ｊ２槡２ ＝ １＋ｊ２－１槡 ２ ＝
（１＋ｊ）２槡 ２ ＝１＋ｊ

槡２
＝ｅｊ４５°

ω＝２πｆ
式（２３２３）表明，在良导体中，衰减常数α和相位常数β的值大致相等，且都随槡ｆ和槡σ成
正比地增加，即
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α≈β≈ πｆμ槡 σ （２３２４）

　　利用条件σωε１
可得良导体的本征阻抗为

ηｃ＝ μ
ε槡ｃ
≈ ｊωμ槡σ ＝ ２πｆμ槡σ ｅｊ４５° ＝ （１＋ｊ） πｆμ槡σ （２３２５）

它的相角４５°表明良导体中磁场强度的相位滞后于电场强度４５°。
良导体中电磁波的相速为

ｖｐ＝ω
β
≈ ω

πｆμ槡 σ
＝ ２ω

μ槡σ （２３２６）

　　良导体中，电磁波的波长为

λ＝２π
β
≈ ２π

πｆμ槡 σ
＝２ π

ｆμ槡σ
（２３２７）

　　式（２３２４）表明高频电磁波在良导体中的衰减是很快的，频率越高、电导率越高，衰
减系数就越大。因此，电磁波只能存在于良导体的表面层内，这种现象称为趋肤效应。我
们用趋肤深度（或穿透深度）来表征良导体中趋肤效应的程度。

趋肤深度的定义：良导体中的波，在其振幅下降为表面处振幅的１
ｅ
（即３６８％）时所

传播的距离。若用δ表示，则有Ｅｍｅ－αδ＝
Ｅｍ
ｅ
，故趋肤深度

δ＝ １α ＝
１
πｆμ槡 σ

（２３２８）

图２－８表示在导电媒质中沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场振幅随趋肤深度的变化。
可见，当传播距离为５δ时，电场振幅就降低至１％以下，就可认为波已衰减完了。

　　作为例子，我们给出金属材料铜在几个特定频率下的趋肤深度。铜的参数：μ＝μ０＝

４π×１０－７　Ｈ／ｍ，σ＝５８×１０７　Ｓ／ｍ，由式（２３２８）得

δ＝ １
πｆ×４π×１０－７×５．８×１０槡 ７

＝６６×１０
－２

槡ｆ
ｆ＝５０Ｈｚ时

δ＝６６×１０
－２

槡５０
＝９．３３×１０－３　ｍ

ｆ＝１ＭＨｚ时

δ＝６６×１０
－２

１０槡 ６
＝６６×１０－５　ｍ

ｆ＝１０ＧＨｚ时

δ＝６６×１０
－２

１０×１０槡 ９
＝６６×１０－７　ｍ

可见，频率越高，趋肤深度越小。ｆ＝１０ＧＨｚ的波，趋肤深度仅为０６６μｍ 。此频率的电
磁波在铜中传播５δ＝３．３μｍ时，电场振幅就下降到１％以下。
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图２－８　电场振幅随δ的变化

２３３　低损耗媒质中的波

低损耗媒质是指σ
ωε１
的媒质。媒质的电导率很低，或电磁波的频率很高都可能满

足此条件。例如，云母、聚乙烯、聚苯乙烯等电介质材料的电导率都非常低，在超高频范围

内，均满足σ
ωε１０

－２，此时媒质中的位移电流较传导电流占压倒优势。在此条件下，传播

常数γ可用二项式展开来近似为

γ＝ｊω μ槡ε（１＋ σｊωε
）１／２ ≈

ｊω μ槡ε［１＋ σ
ｊ２ωε＋

１
８
（σ
ωε
）２＋…］≈

ｊω μ槡ε＋σ２
μ槡ε

故得

α≈σ２
μ槡ε （２３２９）

β≈ω μ槡ε （２．３．３０）
以上两式表明低损耗媒质的相位常数与非导电媒质中的相位常数大致相同，但电磁波在
低损耗媒质中传播时确实是要衰减的，尽管衰减很小。
低损耗媒质的本征阻抗为

ηｃ＝ μ
ε－ｊσ槡 ω

＝ μ槡ε（１＋ σｊωε）－１／２ ≈

μ槡ε（１＋ｊσ２ωε） （２．３．３１）

即低损耗媒质的本征阻抗也是复数，表明电场和磁场的相位是不同的。
例２５　海水的参数为：电导率σ＝４　Ｓ／ｍ，相对介电常数εｒ＝８１，相对磁导率μｒ＝１０
（１）试分别计算频率ｆ＝１００ｋＨｚ、１ＭＨｚ、１００ＭＨｚ的电磁波在海水中的衰减常数、

相位常数和本征阻抗。
（２）若频率ｆ＝１００ＭＨｚ时的电场可表示为
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Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０ｅαｚｃｏｓ（ωｔ－βｚ）　（Ｖ／ｍ）
试求出与之相伴的磁场表示式，并计算平均功率密度。

解：　　（１）σωε＝
σ

２πｆεｒε０ ＝
４

２πｆ×８１× １
４π×９×１０９

＝８８９ｆ ×１０８

可见，当ｆ≤１０７Ｈｚ时满足σωε１
条件，可视海水为良导体。此时

α≈ πｆμ０槡 σ

β≈ πｆμ０槡 σ

ηｃ≈
２πｆμ槡σ ｅｊ４５°

对于频率ｆ＝１００ｋＨｚ时

α≈ π×１００×１０３×４π×１０７×槡 ４＝１．２６　Ｎｐ／ｍ

β≈１．２６　ｒａｄ／ｍ

ηｃ≈
２π×１００×１０３×４π×１０７槡 ４ ｅｊ４５° ＝０．４４ｅｊ４５°　（Ω）

对于频率ｆ＝１ＭＨｚ时

α≈ π×１０６×４π×１０－７×槡 ４＝３．９７　Ｎｐ／ｍ

β≈３．９７　ｒａｄ／ｍ

ηｃ≈
２π×１０６×４π×１０－７槡 ４ ｅｊ４５° ＝１．４１ｅｊ４５°　（Ω）

当ｆ＝１００ＭＨｚ时，σωε＝
８．８９×１０８

１００×１０６ ＝８．８９
，不满足σ

ωε１
条件。因此，海水不再呈现良导

体性质，而应作为一般导电媒质处理。此时

　　　　α＝ω με
２ １＋（σωε

）槡 ２－［ ］槡 １ ＝

２π×１０８ ８１μ０ε０
２ １＋８．８９槡 ２－［ ］槡 １ ＝３７．５５　Ｎｐ／ｍ

　　　　β＝ ω με
２ １＋（σωε

）槡 ２＋［ ］槡 １ ＝

２π×１０８ ８１μ０ε０
２ １＋８．８９槡 ２＋［ ］槡 １ ＝４０．０２　ｒａｄ／ｍ

ηｃ＝ μ
ε－ｊσ槡 ω

＝ μ０

８１ε０－ｊ ４
２π×１０槡 ８

＝１３９９ｅｊ４１．８°

　　利用已得数据可计算出ｆ＝１００ｋＨｚ时的趋肤深度δ＝１α＝
１
１２６＝０．７９４ｍ

；ｆ＝
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１００ＭＨｚ时，δ＝１α′＝
１

３７．５５＝０．０３６ｍ
。此结果表明，由于海水的趋肤效应，只有选用低频

才有利于水下无线电通信。
（２）ｆ＝１００ＭＨｚ时，电场表示式为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０ｅ－３７．５５ｚｃｏｓ（２π×１００×１０６ｔ－４０．０２ｚ）　（Ｖ／ｍ）
表示为复数形式

Ｅ（ｚ）＝ｅｘ１０ｅ－３７．５５ｚｅ－ｊ４０．０２ｚ　（Ｖ／ｍ）
与之相伴的磁场为

　　　　　Ｈ（ｚ）＝１
ηｃ
ｅｚ×Ｅ（ｚ）＝

ｅｙ
１０

１３．９９ｅｊ４１．８°ｅ
－３７．５５ｚｅ－ｊ４０．０２ｚ＝

ｅｙ０．７１５ｅ－３７．５５ｚｅ－ｊ（４０．０２ｚ＋４１．８°）　（Ａ／ｍ）
故

　　　　　Ｈ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ（ｚ）ｅｊωｔ］＝
Ｒｅ［ｅｙ０．７１５ｅ－３７．５５ｚｅ－ｊ（４０．０２ｚ＋４１．８°）ｅｊωｔ］＝
ｅｙ０．７１５ｅ－３７．５５ｚｃｏｓ（２π×１０８ｔ－４０．０２ｚ－４１．８°）　（Ａ／ｍ）

平均功率密度为

　　　　　Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅ（ｚ）×Ｈ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘ１０ｅ－３７．５５ｚｅ－ｊ４０．０２ｚ×ｅｙ０．７１５ｅ－３７．５５ｚ×ｅｊ（４０．０２ｚ＋４１．８°）］＝

ｅｚ １２×１０×０．７１５ｅ
－２×３７．５５ｚｃｏｓ４１．８°＝ｅｚ２．６７ｅ－７５．１ｚ　（Ｗ／ｍ２）

　　例２６　为了让室内的电子设备不受外界电磁场的干扰，可采用金属铜板构造屏蔽
室。若要求屏蔽的电磁干扰的频率范围是１０ｋＨｚ～１００ＭＨｚ，试计算至少需要多厚的铜
板才能达到要求。
解：　铜的电参数是μ＝μ０，ε＝ε０，σ＝５．８×１０

７　Ｓ／ｍ
对于频率范围低端１０ｋＨｚ，则

σ
ωε＝

５．８×１０７

２π×１０×１０３×ε０
＝１０４．４×１０１２

对于频率范围高端１００ＭＨｚ，则

σ
ωε＝

５．８×１０７

２π×１００×１０６×ε０
＝１０４．４×１０８

可见，在要求的频率范围内均可视铜为良导体，故

δ１ ＝ １
πｆ１μ槡 σ

＝ １
π×１０×１０３×μ０×５．８×１０槡 ７

＝０．６６ｍｍ

δ２ ＝ １
πｆ２μ槡 σ

＝ １
π×１００×１０６×μ０×５．８×１０槡 ７

＝６６μｍ

通常取铜板厚度ｄ＝５δ就能满足要求，故铜板的厚度应为
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ｄ＝５δ１ ＝５×０．６６＝３．３ｍｍ

２３４　色散现象和群速

前面定义的相速ｖｐ是指单一频率的平面电磁波的等相位面移动的速度，有

ｖｐ＝ωｋ　
或 　ｖｐ＝ω

β

在非导电媒质中，相位常数是角频率的线性函数，ｋ＝β＝ω μ槡ε，故相速ｖｐ＝
１

μ槡ε
是一个

与频率无关的常数，仅与媒质的电参数μ、ε有关。
在导电媒质中，相位常数β不再是角频率ω的线性函数，而是有式（２．３．２１）所表示的

那种复杂的关系。因此，相速将随频率而变化，这种现象称为色散，导电媒质是色散媒质。
另外，单一频率的正弦电磁波是不载有任何信息的，能携带信息的电磁波是由许许多

多频率的正弦波叠加而成，这些不同频率的波分量在传播过程中，相速、衰减常数都不同，
传播到接收点时，必然发生了畸变。
在色散媒质中，不同频率的分量波以不同的相速传播，那么这些不同频率分量的波叠

加而成的电磁波将以什么速度传播呢？我们现在从一种最简单的情况来讨论这个问题。
假设在色散媒质中同时存在两个传播方向相同、电场振幅相等、电场取向相同，但频率不
同的正弦波，频率分别为

ω０＋Δω　 和 　ω０－Δω
式中的Δωω０，相应的相位常数为

β０＋Δβ　 和 　β０－Δβ
电场表示式为

Ｅ１（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｍｃｏｓ［（ω０＋Δω）ｔ－（β０＋Δβ）ｚ］

Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｍｃｏｓ［（ω０－Δω）ｔ－（β０－Δβ）ｚ］
合成电场表示式为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｅ１（ｚ，ｔ）＋Ｅ２（ｚ，ｔ）＝
ｅｘＥｍｃｏｓ［（ω０＋Δω）ｔ－（β０＋Δβ）ｚ］＋
ｅｘＥｍｃｏｓ［（ω０－Δω）ｔ－（β０－Δβ）ｚ］＝
ｅｘ２Ｅｍｃｏｓ（Δωｔ－Δβｚ）·ｃｏｓ（ω０ｔ－β０ｚ）

这一表达式可以看成是角频率为ω０、振幅按ｃｏｓ（Δωｔ－Δβｚ）随角频率Δω缓慢变化、沿

＋ｚ方向传播的波，是一个调幅波，调制频率为Δω。
对于波的某恒定相位点，由ω０ｔ－β０ｚ＝常数，得

ｄｚ
ｄｔ＝

ω０
β０
＝ｖｐ （２３３２）

根据振幅调制因子ｃｏｓ（Δωｔ－Δβｚ）可导出波的包络上某恒定相位点移动的速度，由

Δωｔ－Δβｚ＝常数，得

ｄｚ
ｄｔ＝

Δω
Δβ
＝ １
Δβ
Δω
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在Δω→０的极限情况下，得

ｖｇ＝ｄωｄβ
＝ １ｄβ
ｄω

（２３３３）

称为群速，它是调制波的包络的相速。它相当于窄频带信号的传播速度，这是因为宽频谱
信号的包络形状在传播过程中要发生很大的畸变，此时群速就失去意义了。
从式（２．３．３２）和式（２．３．３３）可以看出，相速是角频率为ω０ 的高频振荡波的恒定相位

点移动的速度，而群速则是调制该高频波振幅的包络上恒定相位点移动的速度。群速和
相速的区别还可以用一个形象的例子来说明：坦克车的履带爬行时，履带背部上的顶点以
相速朝前运动，而履带作为一个整体则是以群速前进。
群速与相速之间的关系可由式（２．３．３２）和式（２．３．３３）导出。

ｖｇ＝ｄωｄβ
＝ｄ
（βｖｐ）
ｄβ

＝ｖｐ＋β
ｄｖｐ
ｄβ
＝

ｖｐ＋β
ｄｖｐ
ｄω
·ｄω
ｄβ
＝ｖｐ＋ωｖｐ

·ｄｖｐ
ｄω
·ｖｇ

故

ｖｇ＝
ｖｐ

１－ωｖｐ
·ｄｖｐ
ｄω

（２．３．３４）

从上式可看到存在以下三种可能情况：

（１）ｄｖｐｄω＝０
时，即相速与频率无关。此时ｖｇ＝ｖｐ，群速等于相速，称为无色散情况。

无损耗媒质和自由空间都是无色散媒质。

（２）ｄｖｐｄω＜０
时，即相速随频率的增高而减小，此时ｖｇ＜ｖｐ，群速小于相速，称为正常

色散。

（３）ｄｖｐｄω＞０
时，即相速随频率的增高而增加，此时ｖｇ＞ｖｐ，群速大于相速，称为反常

色散。
例２７　载频为ｆ＝１００ｋＨｚ的窄频带信号在海水中传播，试求群速。
解：　海水的电参数为：电导率σ＝４Ｓ／ｍ，相对介电常数εｒ＝８１，相对磁导率μｒ＝１，据

例２５的分析知，ｆ＝１００ｋＨｚ时，海水可视为良导体，此时的相位常数β≈１２６ｒａｄ／ｍ，相

速ｖｐ＝ω
β
＝２πｆ
β
≈２π×１００×１０

３

１．２６ ＝５×１０５ｍ／ｓ。

而良导体中，相速作为频率的函数关系如式（２．３．２６）为

ｖｐ（ω）≈ ２ω
μ槡σ ＝

２ω
μ０槡σ＝

２ω
４π×１０－７×槡 ４＝

６３１槡ω

得

ｄｖｐ
ｄω ＝

ｄ
ｄω
（６３１槡ω）＝６３１２ ·

１
槡ω

故群速为
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ｖｇ＝
ｖｐ

１－ωｖｐ
·ｄｖｐ
ｄω

＝ ｖｐ
１－ωｖｐ

·６３１
２
１
槡ω

＝

５×１０５

１－２π×１０
５

５×１０５
·６３１
２
· １
２π×１０槡 ５

＝１０６ｍ／ｓ

可见，对于ｆ＝１００ｋＨｚ的电磁波，海水是一种反常色散媒质，此时的群速大于相速。

练　习　题

２３－１　根据式（２．３．１）～式（２．３．４）推导波动方程（２．３．１２）和（２．３．１３）。

２３－２　铜的电导率σ＝５．８×１０７ｓ／ｍ，试比较频率ｆ１＝５０Ｈｚ和ｆ２＝１００ＭＨｚ时的
趋肤深度。

２３－３　什么叫群速？试比较群速和相速的不同之处。

２３－４　什么叫色散？试举出一种色散媒质的实例。

２４　波 的 极 化

波的极化是指空间给定点处电场强度矢量的端点随时间变化的轨迹。如果该轨迹是
一条直线，就称为线极化；轨迹是圆，称为圆极化；轨迹是椭圆，称为椭圆极化。
波的极化取决于波源（发射电磁波的天线）。例如，中波广播发射天线架设与地面

垂直，发射垂直极化波（电场矢量始终垂直于地面）；电视发射天线与地面平行，发射水
平极化波（电场矢量始终平行于地面）。垂直极化和水平极化都属于线极化。
为了方便，我们仍然假设均匀平面波沿＋ｚ方向传播。一般情况下存在两组分量波，

其电场强度包括频率和传播方向均相同的Ｅｘ 和Ｅｙ 两个分量，即

Ｅｘ（ｚ，ｔ）＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ） （２４１）

Ｅｙ（ｚ，ｔ）＝Ｅｙｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｙ） （２４２）
式（２４１）表示的电场分量在ｚ＝常数时随时间ｔ变化的轨迹是沿ｘ轴的直线，是沿ｘ方
向的线极化波。式（２．４．２）表示的电场分量则是沿ｙ方向的线极化波。Ｅｘ 分量和Ｅｙ 分
量合成的电场矢量Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｘ（ｚ，ｔ）＋ｅｙＥｙ（ｚ，ｔ）的端点在ｚ＝常数时随时间ｔ变化的
轨迹就不一定是直线，而是由其振幅和相位关系来定。

２４１　线极化

为了简化讨论，取空间给定点为ｚ＝０的平面上的点。此时，式（２．４．１）和式（２．４．２）
简化为

Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ＋φｘ）

Ｅｙ（０，ｔ）＝Ｅｙｍｃｏｓ（ωｔ＋φｙ）

　　若φｘ－φｙ＝０，即Ｅｘ 和Ｅｙ 同相，取φｘ＝φｙ＝０，则在ｚ＝０的平面上，合成电场矢量Ｅ
的模为
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Ｅ＝ Ｅｘ２＋Ｅｙ槡 ２ ＝ Ｅｘｍ２＋Ｅｙｍ槡 ２ｃｏｓωｔ
合成电场矢量Ｅ与＋ｘ轴的夹角为

α＝ａｒｃｔａｎＥｙＥ（ ）ｘ ＝ａｒｃｔａｎＥｙｍＥ（ ）ｘｍ
＝ 常数

可见，合成电场矢量Ｅ与＋ｘ轴的夹角α保持不变，其模则随时间作正弦变化，矢端轨迹
是位于第一、第三象限的一条直线，如图２－９（ａ）所示。
若φｘ－φｙ＝π，即Ｅｘ 和Ｅｙ 反相。取φｘ＝π，φｙ＝０，则夹角α为

α＝ａｒｃｔａｎＥｙＥ（ ）ｘ ＝ａｒｃｔａｎ －ＥｙｍＥ（ ）ｘｍ
＝ 常数

此时的合成电场矢端轨迹是位于第二、第四象限的一条直线，如图２－９（ｂ）所示。

图２－９　线极化波
（ａ）φｘ－φｙ＝０；　　（ｂ）φｘ－φｙ＝π。

　（ｚ＝０平面上）　　　（ｚ＝０平面上）

　　结论：若两个频率相等，传播方向相同的电场分量同相或反相，则合成电场表征一个线
极化波。

２４２　圆极化

当Ｅｘｍ＝Ｅｙｍ＝Ｅｍ且φｘ－φｙ＝±
π
２
，即两个电场分量的振幅相等，相位差为π／２时，

在ｚ＝０的平面上，式（２．４．１）和式（２．４．２）变为

Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｍｃｏｓ（ωｔ＋φｘ）

Ｅｙ（０，ｔ）＝Ｅｍｃｏｓ（ωｔ＋φｘ
π
２
）＝±Ｅｍｓｉｎ（ωｔ＋φｘ）

合成电场矢量Ｅ的模为

Ｅ＝ Ｅ２ｘ＋Ｅ２槡 ｙ ＝Ｅｍ
合成电场矢量Ｅ与＋ｘ轴的夹角α有以下关系：

ｔａｎα＝ＥｙＥｘ ＝
±Ｅｍｓｉｎ（ωｔ＋φｘ）
Ｅｍｃｏｓ（ωｔ＋φｘ）

＝±ｔａｎ（ωｔ＋φｘ）

即

α＝±（ωｔ＋φｘ）
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　　可见，合成电场矢量Ｅ的大小恒为Ｅｍ，但Ｅ与＋ｘ轴的夹角α则以角频率ω随时间
作旋转变化。因此合成电场矢量端点的轨迹是一个圆，称为圆极化。
根据Ｅｘ 和Ｅｙ 的相位超前或落后的不同，合成电场矢量Ｅ的旋转方向是不同的。
若Ｅｘ 分量的相位超前Ｅｙ 分量９０°，即φｘ－φｙ＝π／２，例如，取φｘ＝０，φｙ＝－π／２。此

时，Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｍｃｏｓωｔ，Ｅｙ（０，ｔ）＝Ｅｍｓｉｎωｔ，α＝ωｔ，故合成电场矢量逆时针方向旋转。此
旋转方向与波的传播方向（＋ｚ轴方向）构成右手螺旋关系，称为右旋圆极化波，如图

２－１０（ａ）所示。

若Ｅｘ 分量的相位落后Ｅｙ 分量９０°，即φｘ－φｙ＝－
π
２
，例如，取φｘ＝０，φｙ＝π／２。此时

Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｍｃｏｓωｔ，而Ｅｙ（０，ｔ）＝－Ｅｍｓｉｎωｔ，α＝－ωｔ，故合成电场矢量顺时针方向旋转。
此旋转方向与波的传播方向（＋ｚ轴方向）构成左手螺旋关系，称为左旋圆极化波，如图２
－１０（ｂ）所示。

图２－１０　圆极化波

（ａ）φｘ－φｙ＝
π
２
；　　（ｂ）φｘ－φｙ＝－π／２。

　（ｚ＝０平面上）　　　　（ｚ＝０平面上）

　　结论：若两个频率相等，传播方向相同的电场分量的振幅相等且相位差为π／２，则合
成电场表征一个圆极化波。

２４３　椭圆极化

最一般的情况是两个电场分量的振幅和相位是任意的，如式（２．４．１）和式（２．４．２）所
示。此时，合成电场矢量Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｘ（ｚ，ｔ）＋ｅｙＥｙ（ｚ，ｔ）表征一个椭圆极化波。直线极
化和圆极化都是椭圆极化的特例。

为了使分析简单，但又不失一般性，我们取Ｅｙｍ
Ｅｘｍ＝Ａ＝２

，φｘ－φｙ＝φ＝
π
２
。则式（２．４．

１）和式（２．４．２）变为

Ｅｘ（ｚ，ｔ）＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ）

Ｅｙ（ｚ，ｔ）＝２Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ－
π
２
）＝

２Ｅｘｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ＋φｘ）
在ｚ＝０平面上，以上两式简化为

Ｅｘ（０，ｔ）＝Ｅｘｍｃｏｓ（ωｔ＋φｘ） （２．４．３）
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Ｅｙ（０，ｔ）＝２Ｅｘｍｓｉｎ（ωｔ＋φｘ） （２．４．４）
由式（２．４．３），得

ｃｏｓ２（ωｔ＋φｘ）＝
Ｅｘ（０，ｔ）
Ｅ（ ）ｘｍ

２

由式（２．４．４），得

ｓｉｎ２（ωｔ＋φｘ）＝
Ｅｙ（０，ｔ）
２Ｅ（ ）ｘｍ

２

将以上两式相加，得

Ｅｘ（０，ｔ）
Ｅ（ ）ｘｍ

２

＋ Ｅｙ（０，ｔ）
２Ｅ（ ）ｘｍ

２

＝１

图２－１１　椭圆极化波

这是一个长半轴为２Ｅｘｍ，短半轴为Ｅｘｍ的椭圆方程。故在此条
件下，合成电场矢量端点随时间变化的轨迹是一个椭圆，如图

２－１１所示，这是一个右旋椭圆极化波。
结论：若两个频率相等，传播方向相同的电场分量的振幅

和相位是任意的，则合成电场表征一个椭圆极化波。
从上面的讨论可以看出：两个线极化波可以合成其它极化

形式的波，如椭圆极化波、圆极化波，或新的线极化波；任意一
个椭圆极化波或圆极化波可以分解为两个线极化波。也容易
证明，一个线极化波，可以分解为两个振幅相等、但旋向相反的
圆极化波。
波的极化是电磁波的一个重要特性，不同极化的波有着不

同的工程应用领域。除前面已提到的中波调幅广播发射垂直
线极化波，电视发射水平线极化波；相应的接收中波调幅广播要用垂直线极化天线，接收
电视节目要用水平线极化天线，这样才能得到最佳效果，叫做极化匹配。又例如，电子战
中的侦察和干扰，利用圆极化接收天线总是可以监听敌方的信号，利用圆极化发射天线发
射信号，总是可以对敌方造成干扰。火箭等飞行器在飞行过程中，其位置和状态不断发生
变化，因此火箭上的天线方位也不断改变，若地面测控站用线极化天线发射信号来控制火
箭飞行状态，势必会出现在某些情况下火箭上的接收天线收不到控制信号（极化失配）而
造成失控。若测控站采用圆极化发射，则可避免此现象。
例２８　根据以下电场表示式说明它们所表征的波的极化形式。
（１）Ｅ（ｚ）＝ｅｘｊＥｍｅｊｋｚ＋ｅｙｊＥｍｅｊｋｚ

（２）Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ）＋ｅｙＥｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ）
（３）Ｅ（ｚ）＝ｅｘＥｍｅ－ｊｋｚ－ｅｙｊＥｍｅ－ｊｋｚ

（４）Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ）＋ｅｙＥｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋４０°）
解：（１）Ｅｘ 分量和Ｅｙ 分量的初相位都是９０°，即Ｅｘ 和Ｅｙ 同相。故Ｅ（ｚ）表征一个线

极化波，传播方向为－ｚ轴方向。
（２）Ｅｘ 和Ｅｙ 的振幅相等，相位差为９０°，故Ｅ（ｚ，ｔ）表征一个圆极化波。

因Ｅｘ＝Ｅｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ）＝Ｅｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ－π２
），可见Ｅｘ 的相位滞后于Ｅｙ９０°，而波的

传播方向为＋ｚ轴方向，故Ｅ（ｚ，ｔ）表征一个左旋圆极化波。
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（３）Ｅｘ 和Ｅｙ 的振幅相等，Ｅｘ 的相位超前于Ｅｙ９０°，而波的传播方向为＋ｚ轴方向，故

Ｅ（ｚ）表征一个右旋圆极化波。
（４）Ｅｘ 和Ｅｙ 的振幅虽然相等，但Ｅｘ 的初相位为－９０°，Ｅｙ 的初相位为４０°，且传播方

向为＋ｚ轴方向，故Ｅ（ｚ，ｔ）表征一个左旋椭圆极化波。
例２９　在某种无界导电媒质中传播的均匀平面波的电场表示式为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘ４ｅ－０２ｚｅｊ０２ｚ＋ｅｙ４ｅ－０２ｚｅｊ０２ｚｅｊπ／２

试说明波的极化状态。
解：由给定的电场强度表示式看出，这是在良导体中沿－ｚ轴方向传播的均匀平面

波。两个电场分量的振幅相等，即Ｅｘ０＝Ｅｙ０＝４Ｖ／ｍ；而Ｅｘ 的初相位φｘ＝０，Ｅｙ的初相位

φｙ＝
π
２
，即Ｅｘ 的相位落后于Ｅｙ９０°。由于波的传播方向是－ｚ轴方向，故题给的Ｅ（ｚ）表

征一个右旋圆极化波。
下面将此结果用图形表示出来，先写出电场瞬时表示式为

Ｅｘ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｘ（ｚ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［４ｅ－０．２ｚｅｊ０．２ｚｅｊωｔ］＝

４ｅ－０．２ｚｃｏｓ（ωｔ＋０．２ｚ）

Ｅｙ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｙ（ｚ）ｅｊωｔ］＝Ｒｅ［４ｅ－０．２ｚｅｊ０．２ｚｅｊ
π
２ｅｊωｔ］＝

４ｅ－０．２ｚｃｏｓ（ωｔ＋０．２ｚ＋π／２）

在ｚ＝０平面上，有

Ｅｘ（０，ｔ）＝４ｃｏｓωｔ

Ｅｙ（０，ｔ）＝４ｃｏｓ（ωｔ＋π２
）＝－４ｓｉｎωｔ

据此可知，合成电场矢量Ｅ（０，ｔ）＝ｅｘＥｘ（０，ｔ）＋ｅｙＥｙ（０，ｔ）端点随时间以角频率ω顺时针
旋转变化，如图２－１２所示。注意到波的传播方向是－ｚ轴方向（垂直于纸面向里），因此
矢端旋转方向与波的传播方向两者正好构成右手螺旋关系，故Ｅ（ｚ）表征一个右旋圆极化
波。

图２－１２　沿－ｚ方向传播的右旋圆极化波
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练　习　题

２４－１　两个相互垂直的线极化波叠加，试说明在什么条件下将分别形成：（１）新的
线极化波；（２）圆极化波；（３）椭圆极化波。

２４－２　试证明任一个线极化波可分解为两个振幅相同、旋向相反的圆极化波。

２４－３　若Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｍｓｉｎ（ωｔ－ｋｚ＋π４
）＋ｅｙＥｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ－π／４），试说明它表征

什么极化波？

２５　各向异性媒质中的平面波

以上我们讨论了平面电磁波在各向同性媒质中的传播，本节将讨论在各向异性媒质
中平面电磁波的传播情况。等离子体和铁氧体在恒定磁场的作用下都具有各向异性的特
征，在实际应用中具有重要意义。

２５１　等离子体中的平面波

等离子体指的是电离了的气体，它由带负电的电子、带正电的离子和中性粒子组成。
其基本特征之一是带负电的电子和带正电的离子具有相等的电量，因而就整体而言，等离
子体是中性的。自然界中有很多等离子体，例如地球上空６０ｋｍ～２０００ｋｍ处的电离层就
是等离子体，它是太阳的紫外线辐射使大气电离而形成的。火箭喷出的废气也是等离子
体的例子。
分析等离子体中电磁波传播问题的方法是，把等离子体等效为介质，先确定其等效介

电常数，进而分析电磁波在其中的传播特性。
当电磁波在等离子体中传播时，电磁场将对电子和正离子产生作用力，从而形成运流

电流。由于一般离子的质量比电子大得多，故运流电流主要是由电子运动形成的。为了
简化分析，只讨论电子的运动，忽略正离子的运动，也不考虑电子与正离子、中性粒子间的
相互碰撞。
若以Ｎ 表示等离子体每单位体积内的电子数目，Ｖ 表示在外场作用下电子运动的平

均速度，则Ｎｖ为每秒钟通过单位面积的平均电子数，故由此形成的运流电流密度为

Ｊｖ ＝－Ｎｅｖ （２５１）
式中，ｅ＝１．６０２×１０１９Ｃ是一个电子的电荷量。
当电磁场作正弦变化时，麦克斯韦第一方程的复数形式为

×Ｈ＝Ｊｖ＋ｊωε０Ｅ （２．５．２）
若把等离子体中运流电流的作用等效为介电常数，则式（２．５．２）的右端可写为

Ｊｖ＋ｊωε０Ｅ＝－Ｎｅｖ＋ｊωε０Ｅ＝ｊω‖ε‖·Ｅ （２．５．３）
式中的‖ε‖是一张量，表示等离子体的等效介电常数。
如果在电磁波传播的方向上（设为＋ｚ方向）有纵向恒定磁场Ｂ０＝ｅｚＢ０，则在电磁波

的电场、磁场和外加恒定磁场作用的电子运动方程为
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ｍｄｖｄｔ＝－ｅ
［Ｅ＋ｖ×（Ｂ＋Ｂ０）］ （２．５．４）

式中，ｍ＝９．１０９×１０－３１ｋｇ是电子的质量。一般ｅｖ×Ｂ很小，可以忽略。式（２．５．４）简化
为

ｍｄｖｄｔ＝－ｅ
［Ｅ＋ｖ×Ｂ０］ （２．５．５）

对于正弦电磁场，上式可表示为三个标量式

ｊωｖｘ ＝－ｅｍＥｘ－ωｃｖｙ
（２．５．６ａ）

ｊωｖｙ ＝－ｅｍＥｙ＋ωｃｖｘ
（２．５．６ｂ）

ｊωｖｚ ＝－ｅｍＥｚ
（２．５．６ｃ）

式中，ωｃ＝ｅｍＢ０
称为回旋角频率。联解式（２．５．６），得

ｖｘ ＝ ｅｍ
·－ｊωＥｘ＋ωｃＥｙ

ω２ｃ－ω２
（２５７ａ）

ｖｙ ＝ ｅｍ
·－ｊωＥｙ－ωｃＥｘ

ω２ｃ－ω２
（２５７ｂ）

ｖｚ ＝－ｅｍ
·Ｅｚ
ｊω

（２５７ｃ）

从式（２．５．７ａ）和式（２．５．７ｂ）可见，当ω→ωｃ时，ｖｘ 和ｖｙ 均趋向无限大，这将导致电子与周
围中性粒子或正离子的碰撞次数加大，从而使电磁波产生很大的损耗。
将式（２．５．３）写成分量形式为

－Ｎｅ（ｅｘｖｘ＋ｅｙｖｙ＋ｅｚｖｚ）＋ｊωε０（ｅｘＥｘ＋ｅｙＥｙ＋ｅｚＥｚ）＝

ｊω
ε１１　ε１２　ε１３
ε２１　ε２２　ε２３
ε３１　ε３２　ε

熿

燀

燄

燅３３

Ｅｘ
Ｅｙ
Ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

（２５８）

它的ｘ分量为

－Ｎｅｖｘ＋ｊωε０Ｅｘ ＝ｊω（ε１１Ｅｘ＋ε１２Ｅｙ＋ε１３Ｅｚ）
将式（２．５．７ａ）中的ｖｘ 代入上式，得

－Ｎｅｅｍ
·－ｊωＥｘ＋ωｃＥｙ

ω２ｃ－ω２
＋ｊωε０Ｅｘ ＝ｊω（ε１１Ｅｘ＋ε１２Ｅｙ＋ε１３Ｅｚ）

令上式两边Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ 的系数相等，得

ε１１ ＝ε０ １＋ ω２ｐ
ω２ｃ－ω［ ］２ （２．５．９）

ε１２ ＝
ｊω２ｐ ωｃ（ ）ω ε０
ω２ｃ－ω２

（２．５．１０）

ε１３ ＝０ （２．５．１１）

式中，ω２ｐ＝
Ｎｅ２
ｍε０
，ωｐ称为等离子体频率。
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同样，可根据式（２．５．８）中的另外两个分量求得

ε２１ ＝－ε１２ （２．５．１２）

ε２２ ＝ε１１ （２．５．１３）

ε２３ ＝０ （２．５．１４）

ε３１ ＝ε３２ ＝０ （２．５．１５）

ε３３ ＝ε０ １－ω
２
ｐ

ω［ ］２ （２．５．１６）

因此，等离子体的等效介电常数为

‖ε‖ ＝
ε１１　ε１２　０

ε２１　ε２２　０
０ 　０　ε

熿

燀

燄

燅３３

（２．５．１７）

　　我们看到，当不存在外加恒定磁场时，即Ｂ０＝０时ωｃ＝ｅｍＢ０＝０
，此时ε１２＝０，ε２１＝０，

且ε１１＝ε２２＝ε１１。即式（２．５．１７）中对角线上的各元素相等，对角线外的各元素皆为零。此
时，等离子体的等效介电常数为一标量，等离子体呈各向同性特征。所以，外加恒等磁场
是使等效介电常数变为张量的原因。
下面讨论等离子体内电磁波的传播问题，这里只讨论横电磁波，且在均匀平面电磁波

的传播方向（设为＋ｚ方向）有外加恒定磁场Ｂ＝ｅｚＢ０。
仿照以前的方法，由麦克斯韦方程

×Ｈ＝ｊω‖ε‖·Ｅ
×Ｅ＝－ｊωμ０Ｈ

导出Ｅ的波动方程为

２Ｅ＋ω２μ０‖ε‖·Ｅ＝０ （２．５．１８）
写成矩阵形式为

２

ｚ２

Ｅｘ
Ｅｙ
Ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

＋ω２μ０
ε１１　ε１２　０

ε２１　ε２２　０
０ 　０　ε

熿

燀

燄

燅３３

Ｅｘ
Ｅｙ
Ｅ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝０ （２５１９）

若假设电场只有Ｅｘ 分量，即Ｅ＝ｅｘＥｘ，是ｘ方向的直线极化波。将式（２．５．１９）展开，可得

２Ｅｘ
ｚ２ ＋ω

２
μ０ε１１Ｅｘ ＝０ （２．５．２０）

０＋ω２μ０ε２１Ｅｘ ＝０ （２５２１）
欲使式（２．５．２１）成立，ε２１或Ｅｘ 应为零。但ε２１不为零，必须Ｅｘ＝０。这说明在磁化等离子
体内不存在直线极化波的解，即Ｅ＝ｅｘＥｘ 的假设是不能成立的。
再来考察一下有没有圆极化波的解？对于右旋圆极化波，电场为

Ｅ＋＝Ｅ＋ （ｅｘ－ｊｅｙ）ｅ－γ＋ｚ （２５２２）
将它代入式（２．５．１９），得

２

ｚ２

Ｅ＋ｅ－γ＋ｚ

－ｊＥ＋ｅ－γ＋ｚ

　　

熿

燀

燄

燅０
＋ω２μ０

ε１１　ε１２　０

ε２１　ε２２　０
０ 　０　ε

熿

燀

燄

燅３３

Ｅ＋ｅ－γ＋ｚ

－ｊＥ＋ｅ－γ＋ｚ

　　

熿

燀

燄

燅０
＝０

１８



它的ｘ分量为

γ２＋Ｅ＋ｅ－γ＋ｚ＋ω２μ０（ε１１－ｊε１２）Ｅ＋ｅ－γ＋
ｚ ＝０

由此得

γ２＋＝－ω２μ０（ε１１－ｊε１２）
将式（２．５．９）和式（２．５．１０）代入上式，得

γ２＋＝－ω２μ０ε０ １＋
ω２ｐ／ω
ωｃ－（ ）ω

故得

γ＋＝ｊω μ０ε槡 ０ １＋ ω
２
ｐ／ω

ωｃ－（ ）ω
１／２

（２．５．２３）

此式表明右旋圆极化波的传播常数γ＋是一个虚数，因而右旋圆极化波可以在磁化等离子
体中传播，式（２．５．２２）表示的解是成立的。
同样，对于左旋圆极化波，电场为

Ｅ－＝Ｅ－ （ｅｘ＋ｊｅｙ）ｅ－γ－ｚ

可解得

γ２－＝－ω２μ０（ε１１＋ｊε１２）
故

γ－＝ｊω μ槡０（ε１１＋ｊε１２）１／２ ＝ｊω μ０ε槡 ０ １－ ω
２
ｐ／ω

ωｃ＋（ ）ω
１／２

（２．５．２４）

可见，左旋圆极化波的传播常数γ－也是一个虚数，因而左旋圆极化波也可在磁化等离子
体中传播。
由式（２．５．２３）和式（２．５．２４）可以看出，两个圆极化波的相速是不相同的。因为任何

一个直线极化波都可分解为振幅相等、但旋转方向相反的圆极化波，而在磁化等离子体
中，两个旋转方向相反的圆极化波的相速是不相等的。因此在传播同一段距离后的相移
也不相等，使得合成电场矢量的方向（即直线极化的方向）已不在原来的位置。即电磁波
的极化面在磁化等离子体内以传播方向为轴而不断旋转，这就是所谓的法拉弟旋转效应。

当Ｂ０＝０时，回旋角频率ωｃ＝ｅｍＢ０＝０
，右旋和左旋两个圆极化的相速相等，不存在

法拉弟旋转效应。此时

γ＋＝γ－＝ｊω μ０ε０ １－
ω２ｐ
ω（ ）槡 ２ ＝ｊω μ０ε０ε槡 ｅｒ （２．５．２５）

式中

εｅｒ＝１－ω
２
ｐ

ω２ ＝
１－ Ｎｅ２

ｍε０ω２

称为等离子体的等效相对介电常数。
从式（２．５．２５）可以看出，当ω＜ωｐ时，传播常数为实数，电磁波不能传播。表明在非

磁化等离子体内不能传播频率低于等离子体频率的波。当ω＞ωｐ时，传播常数为虚数，电
磁波可以传播，其相速为

ｖｐ＝ω
β
＝ １

μ０ε槡 ０

１－ω
２
ｐ

ω（ ）２ －１２

＝ｃ１－ω
２
ｐ

ω（ ）２ －１２

＞ｃ
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可见，非磁化等离子体就像一个高通滤波器。高于等离子体频率的频带是通带，低于等离
子体频率的频带是阻带。

２．５．２　铁氧体中的平面波

铁氧体又称磁性瓷，是一种特殊的铁磁材料，是由Ｆｅ２Ｏ３ 与其它金属氧化物混合经
高温烧 结 而 成。铁 氧 体 具 有 极 高 的 磁 导 率 （μｒ ＝１０

２ ～１０４）和 很 小 的 电 导 率
（σ＝１～１０－６Ｓ／ｍ），其相对介电常数εｒ＝５～２５。
铁氧体在恒定磁场作用下呈现各向异性，其磁导率是张量。
与其它物质一样，铁氧体内原子核周围的电子也有公转（电子围绕原子核作轨道运

动）和自转（绕自己的一个轴作自旋）运动。这两种运动都要产生磁矩。公转磁矩因电子
各循不同方向旋转而相互抵消；自转磁矩对于一般物质也是相互抵消的，但对铁磁物质将
会在许多极小区域内相互平行，自发磁化而形成磁畴。在没有外磁场作用时，这些磁畴的
磁矩相互抵消，因而铁氧体不显现磁性。当有外磁场作用时，每个磁畴的方向将转动到与
外磁场方向接近平行，产生很强的磁性。因此，研究自转电子在外磁场作用下产生的物理
现象是研究铁氧体物理特性的基础。为简化分析，先讨论一个电子在自转运动中受到的
影响。
电子自转时相当于有电流沿着与自转方向相反的方向流动，因而产生磁矩Ｐｍ。又因

电子有一定的质量，自转时有一定的动量矩Ｊ。两者之间有正比关系。

Ｐｍ ＝－γｅＪ （２．５．２６）

式中的负号表示Ｐｍ 和Ｊ方向相反，而γｅ＝ｅｍ
称为回磁比，ｅ为电子电荷的绝对值，ｍ为电

子的质量。
当把这一电子放在外加恒定磁场Ｂ０ 中时，若Ｐｍ 与Ｂ０ 之间的夹角为θ，则外加磁场

对电子所施加的力矩将使电子围绕Ｂ０ 方向以角速度ωｃ作进动（电子一方面自转，一方面
又绕Ｂ０ 方向旋转）。外加磁场对电子磁矩产生的转矩为

Ｔ＝Ｐｍ ×Ｂ０ （２．５．２７）
而转矩将使旋转物体的动量矩发生变化，且转矩等于动量矩的时变率，即

Ｔ＝ｄＪｄｔ
（２．５．２８）

　　根据式（２．５．２６）、式（２．５．２７）、和式（２．５．２８），可得

ｄＰｍ
ｄｔ ＝－γｅｄＪｄｔ＝－γｅＰｍ ×Ｂ０

（２．５．２９）

上式表明磁矩增量ｄＰｍ 与矢量（－γｅＰｍ×Ｂ０）的方向一致，即ｄＰｍ 与Ｐｍ 垂直。磁矩Ｐｍ 将
沿着与本身垂直的方向变化。
设每单位体积内的自转电子数为Ｎ，则在线性、均匀铁氧体内每单位体积的总磁矩

为Ｍ＝ＮＰｍ，则对应于式（２．５．２９）的方程

ｄＭ
ｄｔ ＝－γｅＭ ×Ｂ０ ＝－γｅμ０Ｍ×Ｈ０

（２．５．３０）

称为兰道方程。
下面讨论铁氧体除受外加恒定磁场作用外，其内还有电磁波通过的情形。
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设铁氧体被ｚ轴方向的恒定磁场Ｈ０ 磁化到饱合，其中另外还有比Ｈ０ 小得多的时变
磁场ｈ＝ｅｘｈｘ＋ｅｙｈｙ＋ｅｚｈｚ。铁氧体内的总磁场为

Ｈ＝Ｈ０＋ｈ＝ｅｘｈｘ＋ｅｙｈｙ＋ｅｚ（ｈｚ＋Ｈ０） （２．５．３１）
相应的磁化强度为

Ｍ ＝Ｍ０＋ｍ＝ｅｘｍｘ＋ｅｙｍｙ＋ｅｚ（ｍｚ＋Ｍ０） （２．５．３２）
式中，Ｍ０ 是恒定磁场Ｈ０ 对应的磁化强度；ｍ是时变磁场ｈ对应的磁化强度。
对于在恒定磁场和时变磁场共同作用下的铁氧体，用式（２．５．３１）的Ｈ 和式（２．５．３２）

的Ｍ 代替式（２．５．３０）中的Ｈ０ 和Ｍ，并在展开时注意到ｈＨ。和ｍＭ０，则得

ｊωｍｘ ＝－γｅμ０（ｍｙＨ０－Ｍ０ｈｙ）

ｊωｍｙ ＝－γｅμ０（－ｍｘＨ０＋Ｍ０ｈｙ）

ｊωｍｚ ＝０
联立求解，得

ｍｘ ＝
（μ０

２γｅ２Ｍ０Ｈ０）ｈｘ＋（ｊωμ０γｅＭ０）ｈｙ
μ
２
０γｅ２Ｈ０２－ω２

（２．５．３３）

ｍｙ ＝
（μ０

２γｅ２Ｍ０Ｈ０）ｈｙ－（ｊωμ０γｅＭ０）ｈｘ
μ
２
０γｅ２Ｈ０２－ω２

（２．５．３４）

ｍｚ ＝０ （２．５．３５）

取ωｃ＝μ０γｅＨ０＝ｅｍＢ０
并令ωｍ＝μ０γｅＭ０＝ｅｍμ０Ｍ０

，则式（２．５．３３）、式（２．５．３４）和式（２．５．

３５）可写为

ｍｘ ＝ ωｃωｍ
ωｃ２－ω２

ｈｘ＋ｊ ωωｍ
ωｃ２－ω２

ｈｙ （２．５．３６）

ｍｙ ＝ ωｃωｍ
ωｃ２－ω２

ｈｙ－ｊ ωωｍ
ωｃ２－ω２

ｈｘ （２．５．３７）

ｍｚ ＝０ （２．５．３８）
可见，时变磁场ｈｘ 分量不仅产生ｘ方向的磁化强度，还产生ｙ方向的磁化强度。同样，ｈｙ
分量不仅产生ｙ方向的磁化强度，还产生ｘ方向的磁化强度。这就是铁氧体中的交叉磁
化效应。此外，由式（２．５．３６）和式（２．５．３７）还可以看出，当时变磁场的角频率ω等于电
子进动角频率ωｃ（也称拉莫进动角频率）时，ｍｘ 和ｍｙ 都将趋于无限大。此时，很小的时
变磁场ｈｘ 和ｈｙ 将产生很强的磁化强度，这就是磁共振现象。
若用ｂ表示时变磁场ｈ对应的磁感应强度，则有

ｂ＝μ０（ｈ＋ｍ）＝ ‖μ‖·ｈ （２．５．３９）
式中的‖μ‖为铁氧体的张量磁导率。将式（２．５．３９）展开，并利用式（２．５．３６）、式（２．５．
３７）和式（２．５．３８），可得

‖μ‖ ＝
μ１１　μ１２　μ１３

μ２１　μ２２　μ２３

μ３１　μ３２　μ

熿

燀

燄

燅３３

＝
μ１１　μ１２　０

μ２１　μ２２　０
０ 　０　μ

熿

燀

燄

燅３３

（２．５．４０）

式中

μ１１ ＝μ２２ ＝μ０ １＋
ωｃωｍ
ω２ｃ－ω（ ）２ （２．５．４１）
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μ１２ ＝－μ２１ ＝ｊμ０
ωωｍ
ω２ｃ－ω２

（２．５．４２）

μ３３ ＝μ０ （２．５．４３）

当ωｍ＝０，即无外磁场时，‖μ‖变为标量。
电磁波在铁氧体的传播特性仍由麦克斯韦方程组出发进行分析。此时的麦克斯韦方

程为

×Ｈ＝ｊωεＥ
×Ｅ＝－ｊω‖μ‖·Ｈ

对于沿＋ｚ方向传播的均匀平面波，磁场Ｈ的波动方程为

２

ｚ２

Ｈｘ
Ｈｙ
Ｈ

熿

燀

燄

燅ｚ

＋ω２ε
μ１１　μ１２　０

μ２１　μ２２　０
０ 　０　μ

熿

燀

燄

燅３３

Ｈｘ
Ｈｙ
Ｈ

熿

燀

燄

燅ｚ

＝０ （２．５．４４）

　　仿照对等离子体中电磁波的分析方法，以圆极化波

Ｈ＋＝Ｈ＋ （ｅｘ－ｊｅｙ）ｅ－γ＋ｚ

Ｈ－＝Ｈ－ （ｅｘ＋ｊｅｙ）ｅ－γ－ｚ

代入式（２．５．４４），并应用式（２．５．４１）、式（２．５．４２）和式（２．５．４３），得两种圆极化波的传播
常数为

γ＋＝ｊ 槡ωε（μ１１－ｊμ１２）１
／２ ＝ｊω μ０槡 ε１＋

ωｍ
ωｃ－（ ）ω

１／２

（２．５．４５）

和

γ－＝ｊ 槡ωε（μ１１＋ｊμ１２）１
／２ ＝ｊω μ０槡 ε１＋

ωｍ
ωｃ＋（ ）ω

１／２

（２．５．４６）

与电磁波通过等离子体相似，电磁波通过铁氧体时，右旋和左旋两个圆极化波的相速是不
相同的，因而传播同一段距离后的相移不相等。这样就使得合成波的极化面不断旋转，产
生法拉第旋转效应。因为任何一个直线极化波都可分解为两个振幅相等、旋转方向相反
的圆极化波。故可以为直线极化波在磁化铁氧体中传播时，极化方向将随传播距离连续
偏转。
当没有外加磁场，即Ｂ０＝０时，ωｍ＝０，此时两个圆极化波的相速相等，没有法拉第效

应。

练　习　题

２５－１　分析均匀平面波在等离子体中的传播时，我们是假定波的传播方向与外加
恒定磁场方向平行。若波的传播方向与外加磁场垂直，情况又如何呢？

２５－２　试推导公式（２５４５）。

习　题

２－１　在空气中传播的电磁波的电场表示式为
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Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ３７．７ｃｏｓ（６π×１０８ｔ＋２πｚ）　（μＶ／ｍ）

　　（１）说明Ｅ（ｚ，ｔ）所表示的是否为均匀平面波？
（２）求此波的频率、波长、相位常数、相速、并指出此波的传播方向。
（３）求出与Ｅ（ｚ，ｔ）相伴的磁场Ｈ（ｚ，ｔ）。

２－２　某一均匀平面波在空气中传播时的波长为λ０＝１２ｃｍ，当使平面波进入到另一
种非导电媒质中传播时，波长减小为λ＝８ｃｍ，且已知在媒质中电场和磁场的振幅分别为

Ｅｍ＝５０Ｖ／ｍ、Ｈｍ＝０１Ａ／ｍ。
试求：（１）均匀平面波的频率；

（２）非导电媒质的相对介电常数εｒ和相对磁导率μｒ。

２－３　在某种非导电媒质（其参数为μ＝μ０，ε＝４ε０、σ＝０）中，均匀平面波的电场

Ｅ（ｚ，ｔ）＝Ｅｍｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋π６
）。若已知该平面波的频率ｆ＝１５０ＭＨｚ，任意点处的平均功率

密度为｜Ｓ平均｜＝０．２６５μＷ／ｍ
２。试求：

（１）平面波的波数ｋ、相速ｖｐ、波长λ和波阻抗η；
（２）ｔ＝０、ｚ＝０时的电场｜Ｅ（０，０）｜＝？
（３）经过ｔ＝０．１μｓ后，电场｜Ｅ（０，０）｜值的点移动到什么位置？

２－４　在空气中沿＋ｙ方向传播的均匀平面波，其磁场的瞬时表示式为

Ｈ（ｙ，ｔ）＝ｅｚ４ｃｏｓ（１０７πｔ－ｋｙ＋π４
）　（μＡ／ｍ）

　　（１）求ｋ＝？并确定ｔ＝３ｍｓ时，Ｈｚ＝０的位置；
（２）写出与Ｈ（ｙ，ｔ）相伴的电场Ｅ（ｙ，ｔ）的表示式。

２－５　一种非导电媒质的参数为：μ＝μ０，ε＝εｒε０，σ＝０，已知在该媒质中传播的均匀
平面波的电场为

Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ５ｃｏｓ（２π×１０８ｔ－２πｚ）　（Ｖ／ｍ）

　　（１）计算该媒质的相对介电常数εｒ；
（２）求与Ｅ（ｚ，ｔ）相伴的磁场Ｈ（ｚ，ｔ）。

２－６　正弦均匀平面波在空气中传播时的电场可表示为Ｅ（ｚ）＝Ａｅ－ｊ１２ｚ，试确定该波
的频率。在以下四种情况下，分别求出ｔ＝０时原点处的电场值：（１）Ａ＝ｅｘ（１００－ｊ６０）；
（２）Ａ＝ｅｘ１００ｅｊ３５°；（３）Ａ＝ｅｘ１００＋ｅｙ８０；（４）Ａ＝ｅｘ１００ｅｊ３５°＋ｅｙ９０ｅｊ５２°。

２－７　试证明在任何无损耗（其电导率σ＝０）的非铁磁性媒质（其相对磁导率μｒ＝１）

中，以下关系式成立：ｋ＝ｋ０ ε槡ｒ；λ＝λ０
ε槡ｒ

；ｖｐ＝
ｃ
ε槡ｒ

；η＝η
０

ε槡ｒ

。式中的εｒ为媒质的相对介电

常数，ｋ０、λ０、ｃ和η０ 分别为平面波在真空中传播时的波数、波长、相速和波阻抗。

２－８　在空气中传播的均匀平面波的电场瞬时值表示式为

Ｅ（ｔ）＝２π（－ｅｘ－ｅｙ３．５＋ｅｚ５）ｃｏｓωｔ－（－πｘ＋πｙ＋π２ｚ［ ］）　（Ｖ／ｍ）
　　（１）求波的传播方向单位矢量；

（２）求波的频率；
（３）写出与Ｅ（ｔ）相伴的磁场瞬时值表示式；
（４）计算穿过与波的传播方向垂直的单位面积的平均功率。
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２－９　在空气中传播的均匀平面波的磁场复数表示式为

Ｈ＝ （－ｅｘＡ＋ｅｙ２＋ｅｚ４）ｅ－ｊ（４πｘ＋３πｚ）　（μＡ／ｍ）
式中的Ａ为常数。

（１）求波矢量ｋ；
（２）求波长和频率；
（３）确定常数Ａ的值；
（４）写出与Ｈ相伴的电场复数表示式；
（５）计算平均坡印廷矢量。

２－１０　频率ｆ＝５００ｋＨｚ的正弦均匀平面波在某种无损耗媒质（其参数为μ＝μ０，ε＝

εｒε０ 以及σ＝０）中传播，已知电场矢量Ｅ０＝ｅｘ４－ｅｙ＋ｅｚ２　ｋＶ／ｍ，磁场矢量Ｈ０＝ｅｘ６＋
ｅｙ１８－ｅｚ３　Ａ／ｍ。

（１）确定波传播方向的单位矢量；
（２）计算出媒质的相对介电常数εｒ；
（３）求波长；
（４）写出电场和磁场的复数表示式。

２－１１　在空气中传播的均匀平面波的电场复数表示式为

Ｅ＝ ［ｅｘ３＋ｅｙ４＋ｅｚ（３－ｊ４）］ｅ－ｊ２π（０．８ｘ－０．６ｙ）　（Ｖ／ｍ）

　　（１）求波的相位常数和角频率；
（２）确定波传播方向的单位矢量；
（３）写出相应的磁场强度瞬时值表示式。

２－１２　在ｚ＝０平面内，均匀平面波的电场复振幅为Ｅ＝ｅｘｊ２０　（ｍＶ／ｍ），波的角频

率ω＝２×１０６ｒａｄ／ｓ，媒质的参数为μｒ＝１０，εｒ＝２．５，σ＝１０
－４Ｓ／ｍ；求（１）衰减常数、相位常

数、相速、本征阻抗；（２）ｔ＝６μｓ、ｚ＝１０ｍ时的电场。

２－１３　试证明均匀平面波在良导体中传播时，每波长内场强的衰减为５５ｄＢ。

２－１４　有损耗媒质的参数为ε＝２０ＰＦ／ｍ，μ＝５μＨ／ｍ，σ＝１０μＳ／ｍ，其内有角频率

ω＝１０８ｒａｄ／ｓ，电场的复数表示式为Ｅ（ｚ）＝ｅｘ７０００ｅｊ３０°ｅ（α＋ｊβ）ｚ（Ｖ／ｍ）的均匀平面波传播。
（１）计算衰减常数，相位常数和本征阻抗；
（２）写出相应的磁场瞬时值表示式。

２－１５　在频率ｆ＝１０ＧＨｚ时，铁氧体的相对介电常数εｒ＝９，相对磁导率μｒ＝４，电导

率σ＝１０－２Ｓ／ｍ。求波的衰减常数α、相位常数β、相速ｖｐ、波长λ以及波阻抗。

２－１６　海水的电参数为εｒ＝８１，μｒ＝１，σ＝５Ｓ／ｍ，若要求进入海水的电磁波功率至
少有９０％能到达１ｍ以下深度，电磁波的频率应取多少？

２－１７　在空气中沿ｘ方向直线极化的均匀平面波的波长λ０＝６０ｍ，当其进入海平面
垂直向下传播时，距海平面ｚ＝１ｍ处的电场为Ｅ＝ｃｏｓωｔＶ／ｍ。已知海水的电参数εｒ＝
８０，μｒ＝１，σ＝４Ｓ／ｍ，试求：

（１）海水的衰减常数α、相位常数β和本征阻抗ηｃ；
（２）写出海水中的电场、磁场瞬时值表示式。

２－１８　已知某有损耗媒质的电参数为σ＝１０６Ｓ／ｍ，μｒ＝２，εｒ＝１，分别计算频率为
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５０Ｈｚ、２ＭＨｚ、３ＧＨｚ时的趋肤深度及振幅减小到 １１００
的传播距离。

２－１９　频率ｆ＝３ＧＨｚ、ｙ方向极化的均匀平面波，在εｒ＝２５、损耗角正切值σωε＝

１０－２的非铁磁性媒质中沿＋ｘ方向传播。
（１）求衰减常数、相位常数和本征阻抗；
（２）求波的振幅衰减一半时，传播了多少距离？

（３）设ｘ＝０处的电场Ｅ（０，ｔ）＝ｅｙ５ｃｏｓ（６π×１０９ｔ＋π３
）Ｖ／ｍ，写出Ｅ（ｘ，ｔ）和Ｈ（ｘ，ｔ）

的表示式。

２－２０　有一直线极化的均匀平面波在海水（εｒ＝８０、μｒ＝１，σ＝４Ｓ／ｍ）中沿＋ｙ方向
传播，已知在ｙ＝０处的磁场为

Ｈ（ｏ，ｔ）＝ｅｘ０．１ｃｏｓ（１０１０πｔ－π３
）　（Ａ／ｍ）

　　（１）求衰减常数、相位常数、本征阻抗、趋肤深度；
（２）写出Ｅ（ｙ，ｔ）和Ｈ（ｙ，ｔ）的表示式。

２－２１　在空气中传播的均匀平面波的电场复数表示式为

Ｅ（ｚ）＝ｅｘ１０－４ｅ－ｊ２０πｚ＋ｅｙ１０４ｅ－ｊ（２０ｚ－π／２）　（Ｖ／ｍ）

　　（１）求该平面波的频率；
（２）指出波的极化方式；
（３）写出与Ｅ（ｚ，ｔ）相伴的磁场的瞬时值表示式Ｈ（ｚ，ｔ）。

２－２２　试证明：（１）一个椭圆极化波可分解为不等振幅的一个左旋圆极化波和一个
右旋圆极化波之和；（２）一个圆极化波可由振幅相等的两个相互垂直的线极化波迭加而
成。

２－２３　一个线极化波的两个电场分量分别为

Ｅｘ（ｚ，ｔ）＝６ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ－３０°）
和 Ｅｙ（ｚ，ｔ）＝８ｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ－３０°）
试将它分解为振幅相等、旋向相反的两个圆极化波。

２－２４　一个右旋圆极化波的波矢量ｋ＝ω μ槡ε
１
槡２
（ｅｙ＋ｅｚ），已知ｔ＝０时，在原点处的

电场为ｅｘＥ０。试求此右旋圆极化波的电场、磁场的瞬时值表示式。

２－２５　在空气中沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场为Ｅ＝Ｅ０ｅ－ｊｋｚ，式中Ｅ０＝ＥＲ＋
ｊＥＩ，且ＥＲ＝２ＥＩ＝Ａ为实常量。设矢量ＥＲ 沿ｘ方向，ＥＩ 的方向与ｘ轴的夹角为６０°。试
求Ｅ和Ｈ 的瞬时值表示式，并讨论该平面波的极化。
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第三章　平面电磁波在分界面上
的反射和透射

　　前一章讨论了均匀平面波在无界媒质中的传播。在电磁波的传播过程中总要遇到不
同媒质的分界面，由于分界面两侧媒质的本征阻抗不同，因此当平面电磁波从一种媒质中
传播到分界面时，在分界面处将产生波的反射和透射现象。即一部分波在分界面处被反
射，形成反射波；另一部分将透过分界面并继续在另一种媒质中传播，形成透射波。故在
分界面一侧的媒质中同时存在入射波和反射波，在分界面另一侧的媒质中则只有透射波。
为了简化讨论，假设分界面是无限大平面。本着从简单到复杂的认识论，本章先讨论

垂直入射的情况，随后再讨论斜入射。

３１　均匀平面波对分界面的垂直入射

本节讨论单一频率的均匀平面波从半无界的一种媒质中垂直传入另一种半无界媒质

的情况，两种媒质的分界面为ｚ＝０的无限大平面。设第一种媒质的参数为ε１、μ１、σ１，第
二种媒质的参数为ε２、μ２、σ２，如图３－１所示。为简化讨论但又不失一般性，假定入射波
为ｘ方向的线极化波。以下分为三种情况讨论。

图３－１　均匀平面波垂直入射到ｚ＝０平面上

３．１．１　完纯介质与完纯导体的分界面

ｚ＝０平面的左侧是完纯介质，其电导率σ１＝０；右侧是完纯导体，其电导率σ２＝∞。
这是一种特殊的却又是常遇到的情况，例如空气与金属导体的分界面就可近似为这种情
况。
在媒质１中沿＋ｚ方向传播的正弦均匀平面波的电场和磁场可分别表示为



Ｅｉ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅｊβ１ｚ （３１１）

Ｈｉ（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η
ｅｊβ１ｚ （３１２）

式中，β１＝ω μ１ε槡 １是媒质１的相位常数；η１＝ μ１
ε槡１
是媒质１的本征阻抗；Ｅｉｍ是入射波电场

振幅。
媒质２是完纯导体，其电导率σ２＝∞，本征阻抗ηｃ＝０，电磁场不能存在于完纯导体

内。因此，入射电磁波不能透过完纯导体界面，而是在分界面上全部反射，形成沿－ｚ方
向传播的反射波。若假设反射波电场仍是沿ｘ方向的线极化波，则反射波的电场和磁场
分别表示为

Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘＥｒｍｅｊβ１ｚ （３１３）
和

Ｈｒ（ｚ）＝－ｅｙ
Ｅｒｍ
η１
ｅｊβ１ｚ （３１４）

式中，Ｅｒｍ是反射波电场振幅。
媒质１中的入射波和反射波叠加而成为合成波，其总电场为

Ｅ１（ｚ）＝Ｅｉ（ｚ）＋Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅ－ｊβ１ｚ＋ｅｘＥｒｍｅｊβ１ｚ

在ｚ＝０处，根据完纯导体表面电场切向分量为零的边界条件，得

Ｅ１（０）＝ｅｘ（Ｅｉｍ ＋Ｅｒｍ）＝０
即

Ｅｒｍ ＝－Ｅｉｍ （３．１．５）
于是媒质１中的总电场为

Ｅ１（ｚ）＝ｅｘＥｉｍ（ｅ－ｊβ１ｚ－ｅｊβ１ｚ）＝－ｅｘｊ２Ｅｉｍｓｉｎβ１ｚ （３．１．６）
总磁场为

Ｈ１（ｚ）＝Ｈｉ（ｚ）＋Ｈｒ（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η１
ｅ－ｊβ１ｚ－ｅｙ

Ｅｒｍ
η１
ｅｊβ１ｚ ＝

ｅｙ
Ｅｉｍ
η１
（ｅ－ｊβ１ｚ＋ｅｊβ１ｚ）＝ｅｙ

２Ｅｉｍ
η１
ｃｏｓβ１ｚ （３．１．７）

　　上述结果表明在媒质１不存在电场的法向分量，这意味着此时完纯导体表面上没有
感应电荷。但是，磁场的切向分量将在完纯导体表面感应面电流。应用完纯导体的磁场
边界条件可得出完纯导体表面上的面电流密度为

Ｊｓ＝ｎ×Ｈ１（ｚ）＝－ｅｚ×ｅｙ
２Ｅｉｍ
η１
ｃｏｓβ１ｚ

ｚ＝０
＝ｅｘ２Ｅｉｍ

η１
（３．１．８）

　　下面讨论媒质１中合成波的时空特性。媒质１中的总电场和总磁场的瞬时值表示式
为

Ｅ１（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅ１（ｚ）ｅｊωｔ］＝ｅｘ２Ｅｉｍｓｉｎβ１ｚ·ｓｉｎωｔ （３．１．９）
和

Ｈ１（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ１（ｚ）ｅｊωｔ］＝ｅｙ
２Ｅｉｍ
η１
ｃｏｓβ１ｚ·ｃｏｓωｔ （３．１．１０）

可见，在任意时刻ｔ、Ｅ１（ｚ，ｔ）和Ｈ１（ｚ，ｔ）都在距完纯导体表面的某些固定位置具有零值或
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最大值：

　　
Ｅ１（ｚ，ｔ）的零值

Ｈ１（ｚ，ｔ） 烍
烌

烎
的最大值

出现在β１ｚ＝－ｎπ或ｚ＝－ｎ
λ
２
处，

ｎ＝０，１，２…

Ｅ１（ｚ，ｔ）的最大值

Ｈ１（ｚ，ｔ） ｝的零值

出现在β１ｚ＝－（２ｎ＋１）
π
２
或ｚ＝－（２ｎ＋１）λ４

处，

ｎ＝０，１，２…

这说明两个传播方向相反振幅相等的行波（入射波和反射波）叠加的结果形成了驻波。图

３－２根据式（３．１．９）和式（３．１．１０）画出了不同ωｔ值时，Ｅ１（ｚ，ｔ）和Ｈ１（ｚ，ｔ）的图形。由这
些图形可以看出，虽然电场、磁场都随时间脉动，但已不是传播的波（行波），而是纯驻波。
场的最大点称为波腹，场的零点称为波节。

图３－２　对完纯导体垂直入射时，合成电场、

磁场的时空关系

　　由图３－２可以看出，Ｅ１ 和Ｈ１ 的驻波的时间和空间相位都相差π／２（即在时间上有

π
２
的相移，在空间位置上错开λ

４
），电场的波腹点正好对应于磁场的波节点，且在导体边界

上Ｅ１＝０。
对于媒质１中的合成波，平均坡印廷矢量为

Ｓ１平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ１（ｚ）×Ｈ

１ （ｚ）］＝ １２Ｒｅ －ｅｚ
ｊ４Ｅ２ｉｍ
η１
ｓｉｎβ１ｚｃｏｓβ１［ ］ｚ ＝０

即纯驻波的平均功率流密度为零，不发生电磁能量的传输过程，仅在两个波节之间进行电
场能量和磁场能量的转换。
例３１　频率ｆ＝１００ＭＨｚ的均匀平面波，从空气中垂直入射到ｘ＝０处的完纯导体

表面。假设入射波电场的振幅Ｅｉｍ＝６ｍＶ／ｍ，沿ｙ方向极化。
（１）写出入射波电场、磁场的复数表示式和瞬时值表示式；
（２）写出反射波电场、磁场的复数表示式和瞬时值表示式；
（３）写出空气中合成波电场、磁场的复数表示式和瞬时值表示式；
（４）确定距导体平面最近的合成波电场为零的位置。
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解：对于给定的频率ｆ＝１００　ＭＨｚ
　　　　　　　ω＝２πｆ＝２π×１０８　ｒａｄ／ｓ

β１ ＝ｋ１ ＝
ω
ｖｐ
＝ωｃ ＝

２π×１０８

３×１０８
＝ ２３π　

（ｒａｄ／ｍ）

η１ ＝η０ ＝ μ０
ε槡０
＝１２０π≈３７７　Ω

　　（１）由题给条件知，入射波的传播方向为＋ｘ方向，故

Ｅｉ（ｘ）＝ｅｙＥｉｍｅｊβ１ｘ ＝ｅｙ６×１０－３ｅｊ
２π
３ｘ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｉ（ｘ）＝ １
η１
ｅｘ×Ｅｉ（ｘ）＝ｅｚ１０

－４

２π
ｅｊ

２π
３ｘ　（Ａ／ｍ

烅
烄

烆 ）

Ｅｉ（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｉ（ｘ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　ｅｙ６×１０－３ｃｏｓ（２π×１０８ｔ－２π３ｘ
）　（Ｖ／ｍ）

Ｈｉ（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈｉ（ｘ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　ｅｚ １２π×
１０４ｃｏｓ（２π×１０８ｔ－２π３ｘ

）　（Ａ／ｍ

烅

烄

烆 ）

　　（２）反射波的传播方向为－ｘ方向，电场振幅Ｅｒｍ＝－Ｅｉｍ故

Ｅｒ（ｘ）＝－ｅｙ６×１０－３ｅｊ
２π
３ｘ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｒ（ｘ）＝ １
η１
［－ｅｘ×Ｅｒ（ｘ）］＝ｅｚ １２π×

１０－４ｅｊ
２π
３ｘ　（Ａ／ｍ

烅
烄

烆
）

Ｅｒ（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｒ（ｚ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　－ｅｙ６×１０－３ｃｏｓ（２π×１０８ｔ＋２π３ｘ
）　（Ｖ／ｍ）

Ｈｒ（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈｒ（ｚ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　ｅｚ １２π×
１０４ｃｏｓ（２π×１０８ｔ＋２π３ｘ

）　（Ａ／ｍ

烅

烄

烆 ）

　　（３）参照式（３１６）和式（３．１．７），空气中的合成波电场、磁场分别为

Ｅ１（ｘ）＝Ｅｉ（ｘ）＋Ｅｒ（ｘ）＝－ｅｙｊ１２×１０－３ｓｉｎ
２π
３（ ）ｘ 　（Ｖ／ｍ）

Ｈ１（ｘ）＝Ｈｉ（ｘ）＋Ｈｒ（ｘ）＝ｅｚ１０
－４

π
ｃｏｓ２π３（ ）ｘ 　（Ａ／ｍ

烅

烄

烆
）

Ｅ１（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅ１（ｘ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　ｅｙ１２×１０－３ｓｉｎ
２π
３（ ）ｘｓｉｎ（２π×１０８ｔ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ１（ｘ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈ１（ｘ）ｅｊωｔ］＝

　　　　　ｅｚ１０
－４

π
ｃｏｓ２π３（ ）ｘｃｏｓ（２π×１０８ｔ）　（Ａ／ｍ

烅

烄

烆
）

　　（４）完纯导体的表面处（ｘ＝０处），Ｅ１＝０。在空气中，第一个电场零点出现在ｘ＝

－λ１２＝－
π
β１
＝－１．５ｍ处。

例３．２　沿＋ｚ方向传播的右旋圆极化波垂直入射到位于ｚ＝０处的完纯导体板上，
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已知其电场的复数表示式为

Ｅｉ（ｚ）＝Ｅｉｍ（ｅｘ－ｅｙｊ）ｅ－ｊβ１ｚ

　　（１）确定反射波的极化形式；
（２）求导体板上的感应面电流密度。
解：（１）设反射波电场的复数表示式为

Ｅｒ（ｚ）＝ （ｅｘＥｒｘｍ ＋ｊｅｙＥｒｙｍ）ｅｊβ１ｚ　（Ｖ／ｍ）
利用完纯导体表面切向电场为零的边界条件，得

Ｅｉｍ ＋Ｅｒｘｍ ＝０　 和 　－Ｅｉｍ ＋Ｅｒｙｍ ＝０
故

Ｅｒｘｍ ＝－Ｅｉｍ　，　Ｅｒｙｍ ＝Ｅｉｍ
则反射波电场的复数表示式为

Ｅｒ（ｚ）＝Ｅｉｍ（－ｅｘ＋ａｙｊ）ｅｊβ１ｚ　（Ｖ／ｍ）
可见，反射波是沿－ｚ方向传播的左旋圆极化波。这就是圆极化反射后的旋向反转，有重
要的意义。

（２）入射波的磁场为

Ｈｉ（ｚ）＝ １
η１
ｅｚ×Ｅｉ（ｚ）＝Ｅｉｍ

η１
（ｅｘｊ＋ｅｙ）ｅｊβ１ｚ　（Ａ／ｍ）

而反射波的磁场为

Ｈｒ（ｚ）＝ １
η１
（－ｅｚ）×Ｅｒ（ｚ）＝Ｅｉｍ

η１
（ｅｘｊ＋ｅｙ）ｅｊβ１ｚ　（Ａ／ｍ）

于是得合成波的磁场为

Ｈ１（ｚ）＝Ｈｉ（ｚ）＋Ｈｒ（ｚ）
则导体板上的感应面电流密度为

Ｊｓ＝－ｅｚ×Ｈ（ｚ）ｚ＝０ ＝
２Ｅｉｍ
η１
（ｅｘｊ＋ｅｙ）　（Ａ／ｍ）

３１２　完纯介质与完纯介质的分界面

ｚ＝０平面的两侧都是完纯介质，其电导率σ１＝０、σ２＝０，都是无损耗媒质。媒质的相

位常数β１＝ω μ１ε槡 １、β２＝ω μ２ε槡 ２，本征阻抗η１＝ μ１
ε槡１
、η２＝ μ２

ε槡２
都是实量。

由于两种媒质的本征阻抗不同，当均匀平面波在媒质１中，沿＋ｚ方向传播入射到ｚ
＝０的分界面时，将发生反射和透射。透射波在媒质２中，继续沿＋ｚ方向传播。
设入射波的电场、磁场分别为

Ｅｉ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅ－ｊβ１ｚ （３．１．１１）
和

Ｈｉ（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η１
ｅ－ｊβ１ｚ （３．１．１２）

反射波的电场、磁场分别为

Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘＥｒｍｅｊβ１ｚ （３．１．１３）
和
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Ｈｒ（ｚ）＝－ｅｙ
Ｅｒｍ
η１
ｅｊβ１ｚ （３．１．１４）

而在媒质２中的透射波的电场、磁场分别为

Ｅｔ（ｚ）＝Ｅ２（ｚ）＝ｅｘＥｔｍｅ－ｊβ２ｚ （３．１．１５）
和

Ｈｔ（ｚ）＝Ｈ２（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｔｍ
η２
ｅ－ｊβ２ｚ （３．１．１６）

　　利用完纯介质分界面上，电场和磁场的切向分量都必须连续的边界条件，可求出反射
波电场振幅Ｅｒｍ、透射波电场振幅Ｅｔｍ与入射波电场振幅Ｅｉｍ的关系。
媒质１中，合成波的电场和磁场分别为

Ｅ１（ｚ）＝Ｅｉ（ｚ）＋Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘ（Ｅｉｍｅ－ｊβ１ｚ＋Ｅｒｍｅｊβ１ｚ） （３．１．１７）

Ｈ１（ｚ）＝Ｈｉ（ｚ）＋Ｈｒ（ｚ）＝ｅｙ（
Ｅｉｍ
η１
ｅ－ｊβ１ｚ－Ｅｒｍ

η１
ｅｊβ１ｚ） （３．１．１８）

在ｚ＝０处，应有Ｅ１＝Ｅ２，故由式（３．１．１５）和式（３．１．１７），得

Ｅ１（０）＝Ｅｉｍ ＋Ｅｒｍ ＝Ｅ２（０）＝Ｅｔｍ （３．１．１９）
在ｚ＝０处，还应有Ｈ１＝Ｈ２，故由式（３．１．１６）和式（３．１．１８），得

Ｈ１（０）＝Ｅｉｍ
η１
－Ｅｒｍ
η１
＝Ｈ２（０）＝Ｅｔｍ

η２
（３．１．２０）

联立求解式（３．１．１９）和式（３．１．２０），得

Ｅｒｍ ＝η２－η１
η２＋η１

Ｅｉｍ （３．１．２１）

Ｅｔｍ ＝ ２η２
η２＋η１

Ｅｉｍ （３．１．２２）

把反射波电场振幅与入射波电场振幅的比值，定义为反射系数，用Γ表示，由式（３．１．２１）
得

Γ＝ＥｒｍＥｉｍ ＝
η２－η１
η２＋η１

（３．１．２３）

把透射波电场振幅与入射波电场振幅的比值，定义为透射系数，用τ表示，由式（３．１．２２）
得

τ＝ＥｔｍＥｉｍ ＝
２η２
η２＋η１

（３．１．２４）

　　把反射系数和透射系数分别代入式（３．１．１７）和式（３．１．１５），则在媒质１中的合成电
场为

Ｅ１（ｚ）＝Ｅｉ（ｚ）＋Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍ（ｅ－ｊβ１ｚ＋Γｅｊβ１ｚ）＝
ｅｘＥｉｍ［（１＋Γ）ｅ－ｊβ１ｚ＋Γ（ｅｊβ１ｚ－ｅ－ｊβ１ｚ）］＝
ｅｘＥｉｍ［（１＋Γ）ｅ－ｊβ１ｚ＋Γｊ２ｓｉｎβ１ｚ］ （３．１．２５）

而在媒质２中的透射波电场为

Ｅｔ（ｚ）＝ｅｘτΕｉｍｅ－ｊβ２ｚ （３．１．２６）

　　从式（３．１．２５）可以看出，媒质１中的合成电场包括两部分：前一项包含因子ｅ－ｊβ１ｚ，是
振幅为（１＋Γ）Ｅｉｍ、沿＋ｚ方向传播的行波；后一项是振幅为２ΓΕｉｍ的驻波，我们将这类波
称为行驻波（或混合波）。这类波的电场最大值和最小值分布在空间固定位置上，即仍有
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固定的波腹点和波节点，但因存在行波分量，波节点的场强不再为零。式（３．１．２６）表示的
透射波电场是一单向行波，不必再讨论。
下面讨论在媒质１中，合成波电场Ｅ１（ｚ）的最大值和最小值以及它出现的位置。将

Ｅ１（ｚ）表示为

Ｅ１（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅ－ｊβ１ｚ（１＋Γｅｊ２β１ｚ） （３．１．２７）
对于完纯介质，η１ 和η２ 都是实数，因而Γ和τ也是实数。但从式（３．１．２３）可以看出，Γ可
以是正数或负数，就分别讨论这两种情况。

（１）Γ＞０即η２＞η１ 时，电场最大值为

｜Ｅ１（ｚ）｜ｍａｘ＝Ｅｉｍ（１＋Γ） （３．１．２８）
它出现在２β１ｚ＝－２ｎπ处，即

Ｚｍａｘ＝－ｎπ
β１
＝－ｎλ１２

，　　ｎ＝０，１，２，… （３．１．２９）

电场最小值为

｜Ｅ１（ｚ）｜ｍｉｎ＝Ｅｉｍ（１－Γ） （３．１．３０）
它出现在２β１ｚ＝－（２ｎ＋１）π处，即

Ｚｍｉｎ＝－
（２ｎ＋１）π
２β１

＝－（２ｎ＋１）λ１４
，　　ｎ＝０，１，２，… （３．１．３１）

　　（２）Γ＜０　即　η２＜η１ 时，电场最大值出现的位置如式（３．１．３１）所示，而电场最小值
出现的位置加式（３．１．２９）所示。就是说，当Γ＞０和Γ＜０时，｜Ｅ１（ｚ）｜ｍａｘ与｜Ｅ１（ｚ）｜ｍｉｎ的
位置正好对调。
同样可以将媒质１中，合成波的磁场表示为

Ｈ１（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η１
（ｅ－ｊβ１ｚ－Γｅｊβ１ｚ）＝ｅｙ

Ｅｉｍ
η１
ｅ－ｊβ１ｚ（１－Γｅｊ２β１ｚ） （３．１．３２）

将式（３．１．３２）与式（３．１．２７）比较可见，｜Ｈ１（ｚ）｜和｜Ｅ１（ｚ）｜的最大值与最小值的出现位置
正好互换。
在讨论行驻波特性时，通常引入驻波系数（或驻波比），其定义是驻波电场强度的最大

值与最小值的比值，表示为

Ｓ＝｜Ｅ｜ｍａｘ｜Ｅ｜ｍｉｎ ＝
１＋｜Γ｜
１－｜Γ｜

（３．１．３３）

由上式可得用驻波系数Ｓ来表示反射系数Γ的式子为

｜Γ｜＝Ｓ－１Ｓ＋１
（３．１．３４）

　　最后，看一看电磁功率关系。入射波、反射波和透射波的平均功率密度分别为

　　　　　Ｓｉ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｉ×Ｈｉ］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘＥｉｍｅ－ｊβ１ｚ×ｅｙ
Ｅｉｍ
η１
ｅｊβ１ｚ］＝ｅｚ １２η１

Ｅ２ｉｍ （３．１．３５）

　　　　　Ｓｒ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｒ×Ｈｒ］＝

１
２ＲｅｅｘΓＥｉｍｅ

ｊβ１ｚ×（－ｅｙ
ΓＥｉｍ
η１
ｅ－ｊβ１ｚ［ ］）＝－ｅｚ １２η１Γ２Ｅ２ｉｍ （３．１．３６）
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　　　　　Ｓｔ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｔ×Ｈｔ］＝

１
２ＲｅｅｘτＥｉｍｅ

－ｊβ２ｚ×ｅｙ
τＥｉｍ
η２
ｅｊβ２［ ］ｚ ＝ｅｚ １２η２τ２Ｅ２ｉｍ （３．１．３７）

因此，在媒质１沿＋ｚ方向传输的平均功率密度为

Ｓ１平均 ＝Ｓｉ平均 ＋Ｓｒ平均 ＝ｅｚＥ
２
ｉｍ

２η１
（１－Γ２） （３．１．３８）

由式（３．１．３６）和式（３．１．３７）得反射波和透射波的平均功率密度之和为

Ｅ２ｉｍ
２η１
Γ２＋Ｅ

２
ｉｍ

２η２
τ２

将式（３．１．２３）和式（３．１．２４）代入上式，得

Ｅ２ｉｍ
２η１

η２－η１
η２＋η（ ）１

２

＋Ｅ
２
ｉｍ

２η２
２η２
η２＋η（ ）１

２

＝

Ｅ２ｉｍ
２η１η２（η２＋η１）

２［η２（η２－η１）
２＋η１（２η２）

２］＝Ｅ
２
ｉｍ

２η１
此结果表明，反射功率与透射功率之和等于入射波的功率，这是符合能量守恒定律的。
例３．３　频率ｆ＝１ＧＨｚ的均匀平面波在空气中沿＋ｚ方向传播，在ｚ＝０处入射到

ε２＝２．１ε０ 的非铁磁性介质。设电场沿ｘ轴取向，且在分界面处入射波电场振幅值为１００
Ｖ／ｍ。

（１）求反射系数和透射系数；
（２）写出媒质１（空气）和媒质２（ε＝２．１ε０ 的非铁磁性介质）的电场、磁场表示式；
（３）求入射波、反射波和透射波的平均功率密度。
解：在媒质１中，有

　　　　　　η１ ＝ μ１
ε槡１
＝ μ０

ε槡０
＝１２０π＝３７７Ω

β１ ＝ω μ１ε槡 １ ＝２πｆ μ０ε槡 ０ ＝２π×１０９ μ０ε槡 ０ ＝２０．９４ｒａｄ／ｍ
在媒质２中，有

　　　　　　η２ ＝ μ２
ε槡２
＝ μ０

２．１ε槡 ０
＝２６０．２Ω

β２ ＝ω μ２ε槡 ２ ＝２πｆ μ０×２．１ε槡 ０ ＝３０．３４ｒａｄ／ｍ
　　（１）反射系数和透射系数分别为

Γ＝η２－η１
η２＋η１

＝２６０．２－３７７２６０．２＋３７７＝－
０．１８３

和

τ＝ ２η２
η２＋η１

＝ ２×２６０．２
２６０．２＋３７７＝

０．８１７

　　（２）媒质１中有入射波和反射波分别为
入射波：

Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１００ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－２０．９４ｚ）（Ｖ／ｍ）

Ｈｉ（ｚ，ｔ）＝ １
η１
ｅｚ×Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝
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ｅｙ０．２６５ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－２０．９４ｚ）（Ａ／ｍ）
反射波：

　　　　　　　Ｅｒ（ｚ，ｔ）＝ｅｘΓΕｉｍｃｏｓ（２πｆｔ＋β１ｚ）＝
－ｅｘ１８．３ｃｏｓ（２π×１０９ｔ＋２０．９４ｚ）（Ｖ／ｍ）

　　　　　　　Ｈｒ（ｚ，ｔ）＝１
η１
［－ｅｚ×Ｅｒ（ｚ，ｔ）］＝

ｅｙ０．０４９ｃｏｓ（２π×１０９ｔ＋２０．９４ｚ）（Ａ／ｍ）
故媒质１中的总电场和总磁场为

　　　　　　　　Ｅ１（ｚ，ｔ）＝Ｅｉ（ｚ，ｔ）＋Ｅｒ（ｚ，ｔ）＝
ｅｘ１００ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－２０．９４ｚ）－
ｅｘ１８．３ｃｏｓ（２π×１０９ｔ＋２０．９４ｚ）

和　　　　　　　　Ｈ１（ｚ，ｔ）＝Ｈｉ（ｚ，ｔ）＋Ｈｒ（ｚ，ｔ）＝
ｅｙ０．２６５ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－２０．９４ｚ）＋
ｅｙ０．０４９ｃｏｓ（２π×１０９ｔ＋２０．９４ｚ）

　　在媒质２中只有透射波，即

Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｔｍｃｏｓ（ωｔ－β２ｚ）＝ｅｘ０．８１７×１００ｃｏｓ（２π×１０
９ｔ－３０．３４ｚ）

Ｈ２（ｚ，ｔ）＝１
η２
ｅｚ×Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｙ０．３１４ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－３０．３４ｚ）

　　（３）　Ｓｉ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｉ（ｚ）×Ｈｉ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘ１００ｅ－ｊ２０．９４ｚ×ｅｙ０．２６５ｅｊ２０．９４ｚ］＝ｅｚ１３．２５（Ｗ／ｍ２）

Ｓｒ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｒ（ｚ）×Ｈｒ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［－ｅｘ１８．３ｅｊ２０．９４ｚ×ｅｙ０．０４９ｅ－ｊ２０．９４ｚ］＝－ｅｚ０．４５（Ｗ／ｍ２）

Ｓｔ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅｔ（ｚ）×Ｈｔ（ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｘ８１．７ｅ－ｊ３０．３４ｚ×ｅｙ０．３１４ｅｊ３０．３４ｚ］＝ｅｚ１２．８（Ｗ／ｍ２）

　　例３４　ｚ＝０平面的左侧是空气（参数为ε１＝ε０，μ１＝μ０，σ１＝０），右侧是另一种无损
耗媒质（参数为ε２＝ε２ｒε０，μ２＝μ２ｒμ０，σ２＝０）。入射波从空气中垂直入射到分界面上时，产
生反射波和透射波。若已知媒质１中，合成波的驻波系数Ｓ＝３，媒质２中透射波的波长

λ２＝λ１６＝
λ０
６
，且ｚ＝０的分界面上得行驻波电场的最小值。试求媒质２的相对介电常数ε２ｒ

和相对磁导率μ２ｒ。
解：据式（３．１．３４）计算出反射系数的模为

｜Γ｜＝Ｓ－１Ｓ＋１＝
３－１
３＋１＝

１
２

因在分界面上得到行驻波电场的最小值，故反射系数应取负值，即Γ＝－１２
。
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而反射系数

Γ＝η２－η１
η２＋η１

式中η１＝ μ１／ε槡 １＝ μ０／ε槡 ０；η２＝ μ２
ε槡２
＝ μ２ｒ
ε２槡ｒ μ０

ε槡０
；Γ＝－１２

则得

μ２ｒ
ε槡２ｒ
＝ １３

即 μ２ｒ
ε２ｒ
＝１９

又据λ２＝ λ０
μ２ｒε槡 ２ｒ

＝λ０６　
得　μ２ｒε２ｒ＝３６

联立求解

μ２ｒ
ε２ｒ ＝

１
９　
和 　μ２ｒε２ｒ＝３６

得

ε２ｒ＝１８　，　μ２ｒ＝２

３１３　一般导体与一般导体的分界面

“一般导体”是指电导率既不是零，也不是无限大的导电媒质。媒质１的电导率σ１ 为

有限值，媒质２的电导率σ２ 也是有限值。此时，媒质１和媒质２的传播常数和本征阻抗
都是复量，分别为

γ１ ＝ｊω μ１ε槡 １ｃ＝ｊω μ１ε１－ｊ
σ１（ ）槡 ω ＝

ｊω μ１ε槡 １ １－ｊσ１ωε（ ）１
１／２

γ２ ＝ｊω μ２ε槡 ２ｃ＝ｊω μ２ε２－ｊ
σ２（ ）槡 ω ＝

ｊω μ２ε槡 ２ １－ｊσ２ωε（ ）２
１／２

η１ｃ＝ μ１
ε槡１ｃ
＝ μ１

ε槡１
· １

１－ｊσ１ωε（ ）１
１／２ ＝｜η１ｃ｜ｅｊφ１

η２ｃ＝ μ２
ε槡２ｃ
＝ μ２

ε槡２
· １

１－ｊσ２ωε（ ）２
１／２ ＝｜η２ｃ｜ｅｊφ２

当入射波在媒质１中传播时，电场、磁场的振幅要衰减，且存在相位差。当它入射到分界
面时，产生的反射波和透射波也同样是衰减的，电场、磁场也不同相位。仍然按图３－１所
示的假设，且引用前面已定义过的反射系数Γ和透射系数τ，可以分别写出入射波、反射
波和透射波的电场、磁场表示式。
入射波：
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Ｅｉ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅ－γ１ｚ

Ｈｉ（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η１ｃ
ｅ－γ１ｚ ＝ｅｙ

Ｅｉｍ
｜η１ｃ｜

ｅ－γ１ｚｅｊφ
烅
烄

烆
１

反射波：

Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘГＥｉｍｅγ１ｚ

Ｈｒ（ｚ）＝－ｅｙΓ
Ｅｉｍ
η１ｃ
ｅγ１ｚ ＝－ｅｙ Γ

Ｅｉｍ
｜η１ｃ｜

ｅγ１ｚｅ－ｊφ
烅
烄

烆
１

故得媒质１中合成波的总电场和总磁场为

Ｅ１（ｚ）＝Ｅｉ（ｚ）＋Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍ（ｅ－γ１ｚ＋Γｅγ１ｚ） （３．１．３９）
和

Ｈ１（ｚ）＝Ｈｉ（ｚ）＋Ｈｒ（ｚ）＝ｅｙ
Ｅｉｍ
η１ｃ
（ｅ－γ１ｚ－Γｅγ１ｚ） （３．１．４０）

透射波：

Ｅｔ（ｚ）＝Ｅ２（ｚ）＝ｅｘτＥｉｍｅ－γ２ｚ （３１４１）

Ｈｔ（ｚ）＝Ｈ２（ｚ）＝ｅｙτ
Ｅｉｍ
η２ｃ
ｅ－γ２ｚ ＝ｅｙ τ

Ｅｉｍ
｜η２ｃ｜

ｅ－γ２ｚｅ－ｊφ２ （３．１．４２）

利用分界面ｚ＝０处电场切向分量应连续的边界条件，由式（３．１．３９）和式（３．１．４１），得

１＋Γ＝τ （３．１．４３）

　　因为两种媒质的电导率σ１ 和σ２ 皆为有限值，ｚ＝０的分界面上不可能存在表面电流
（即ＪＳ＝０）。故在ｚ＝０处，磁场切向分量也是连续的。由式（３．１．４０）和式（３．１．４２），得

１
η１ｃ
（１－Γ）＝ τ

η２ｃ
（３．１．４４）

联解式（３．１．４３）和式（３．１．４４），得

Γ＝η２ｃ－η１ｃ
η２ｃ＋η１ｃ

（３．１．４５）

τ＝ ２η１ｃ
η２ｃ＋η１ｃ

（３．１．４６）

可见，式（３．１．４５）、式（３．１．４６）与式（３．１．２３）、式（３．１．２４）的形式完全相同，区别在于此处
的反射系数Γ和透射系数τ皆为复数。表明入射波在媒质分界面上产生反射和透射后，
反射波、透射波的大小和相位都要发生变化。
在讨论了一般情况后，我们不妨审视一下前面讨论过的两种情况，可以看出它们实际

上是两种特例。
若σ１＝０，σ２＝０，则媒质的本征阻抗皆为实数，式（３．１．４５）和式（３．１．４６）就变为式（３．

１．２３）和式（３．１．２４），Γ和τ都为实数。
若σ１＝０，而σ２＝∞，则η１ 为实数，η２＝０。此时Γ＝－１，τ＝０，即产生全反射。这就是

最先讨论的完纯介质与完纯导体分界面的情况。
例３５　媒质１是一种非铁磁性导电媒质（参数为ε１＝１６ε０，μ１＝μ０，σ１＝２×１０

－２Ｓ／ｍ），媒
质２是另一种非铁磁性导电媒质（参数为ε２＝２５ε０，μ２＝μ０，σ２＝０．２Ｓ／ｍ），分界面为ｚ＝０
的平面。今有频率ｆ＝５０ＭＨｚ，电场振幅为１０Ｖ／ｍ，ｘ方向极化的正弦均匀平面波由媒
质１中垂直入射到分界面上，
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（１）求反射波的电场和磁场；
（２）求透射波的电场和磁场。
解：先根据题给数据计算出相关的参数，对媒质１，有

σ１
ωε１ ＝

０．０２

２π×５０×１０６×１６× １
４π×９×１０９

＝０．４５

传播常数

　　　　　　γ１ ＝ｊω μ１ε槡 １ １－ｊσ１ωε（ ）１
１／２

＝

ｊ２π×５０×１０６ １６μ０ε槡 ０（１－ｊ０．４５）１／２ ＝

ｊ２π×５０×１０６×４× １
３×１０８

（１．１ｅ－ｊ２４．２３°）１／２ ＝０．９２＋ｊ４．３

即

α１ ＝０．９２Ｎｐ／ｍ　，　β１ ＝４．１ｒａｄ／ｍ
本征阻抗

η１ｃ＝ μ１
ε槡１ｃ
＝ μ０

１６ε槡 ０
· １－ｊσ１ωε（ ）１

－１２
＝

１
４×１２０π

（１－ｊ０．４５）－
１
２ ＝８９．７６ｅｊ１２．１２° ＝

８７．７５＋ｊ１８．８５（Ω）

　　对于媒质２，有

σ２
ωε２ ＝

０．２

２π×５０×１０６×２５× １０－９
４π×９

＝２．８８

传播常数

γ２ ＝ｊω μ２ε槡 ２ １－ｊσ２ωε（ ）２
１／２

＝

ｊ２π×５０×１０６ ２５μ０ε槡 ０（１－ｊ２．８８）１／２ ＝５．３＋ｊ７．４５
即

α２ ＝５．３Ｎｐ／ｍ　，　β２ ＝７．４５ｒａｄ／ｍ
　　本征阻抗

η２ｃ＝ μ２
ε槡２ｃ
＝ μ０

２５ε槡 ０
· １－ｊσ２ωε（ ）２

－１２
＝

１
５×１２０π

（１－ｊ２．８８）－
１
２ ＝

４３．１８ｅｊ３５．４３° ＝３５．１９＋ｊ２５．０３（Ω）

　　（１）先写出入射波的电场表示式

Ｅｉ（ｚ）＝ｅｘＥｉｍｅ－α１ｚｅ－ｊβ１ｚ ＝ｅｘ１０ｅ－０．９２ｚｅ－ｊ４．３ｚ　（Ｖ／ｍ）
而反射系数为

Γ＝η２ｃ－η１ｃ
η２ｃ＋η１ｃ

＝
（３５．１９＋ｊ２５．０３）－（８８．７５＋ｊ１８．８５）
３５．１９＋ｊ２５．０３＋８８．７５＋ｊ１８．８５ ＝
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－５２．５６＋ｊ６．１８
１２２．７５＋ｊ４３．８８＝

５２．９２／１８０°－６．６°
１３０．５４／１９．６４° ＝０．４０５ｅｊ１５３．６６°

故反射波的电场为

Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘΓＥｉｍｅα１ｚｅ－ｊβ１ｚ ＝
ｅｘ０．４０５ｅｊ１５３．６６°×１０ｅ０．９２ｚｅｊ４．３ｚ ＝
ｅｘ４．０５ｅ０．９２ｚｅｊ４．３ｚｅｊ１５３．６６°ｚ　（Ｖ／ｍ）

磁场为

Ｈｒ（ｚ）＝－ｅｙΓ
Ｅｉｍ
η１ｃ
ｅγ１ｚ

－ｅｙ０．４０５ｅ
ｊ１５３．６６°×１０
８９．７６ ｅ０．９２ｚｅ－ｊ１２．１２°ｅｊ４．３ｚ ＝

－ｅｙ４５．１２×１０－３ｅ０．９２ｚｅｊ４．３ｚｅｊ１４１．５４°　（Ａ／ｍ）

　　（２）透射系数为

τ＝ ２η２ｃ
η２ｃ＋η１ｃ

＝
２×４３．１８／３５．４３°

３５．１９＋ｊ２５．０３＋８７．７５＋ｊ１８．８５＝

８６．３６／３５．４３°
１３０．５４／１９．６４°＝０．６６２ｅ

ｊ１５．７９°

故媒质２中透射波的电场和磁场为

Ｅ２（ｚ）＝Ｅｔ（ｚ）＝ｅｘτＥｉｍｅ－α２ｚｅ－ｊβ２ｚ ＝

ｅｘ０．６６２ｅｊ１５．７９°×１０ｅ－５．３ｚｅ－ｊ７．４５ｚ ＝

ｅｘ６．６２ｅ－５．３ｚｅ－ｊ７．４５ｚｅｊ１５．７９°　（Ｖ／ｍ）

和

Ｈ２（ｚ）＝Ｈｔ（ｚ）＝ｅｙτ
Ｅｉｍ
η２ｃ
ｅ－α２ｚｅ－ｊβ２ｚ ＝

ｅｙ ６．６２
４３．１８／３５．４３°ｅ

－５．３Ｚｅ－ｊ７．４５ｚｅｊ１５．７９° ＝

ｅｙ０．１５３ｅ－５．３ｚｅ－ｊ７．４５ｚｅ－ｊ１９．６４°（Ａ／ｍ）

　　例３６　电场为Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０ｃｏｓ（２π×３×１０５ｔ－β１ｚ）（Ｖ／ｍ）的均匀平面波从空气
中垂直入射到参数为ε２＝１８ε０，μ２＝μ０，σ２＝０．６×１０

３Ｓ／ｍ的有损耗媒质。设空气与有损
耗媒质的分界面是ｚ＝０平面。

（１）求反射系数，并写出反射波的电场、磁场表示式；
（２）求透射系数，写出透射波的电场、磁场表示式，并说明透射波在媒质２中传播多

少距离后就可认为已衰减完了。
解：先由题中已给数据计算出相关参数。
对于媒质１（空气）：

γ１ ＝ｊω μ１ε槡 １ ＝ｊ２π×３×１０５ μ０ε槡 ０ ＝ｊ２π×３×１０５× １
３×１０８

＝

ｊ６．２８３×１０－３

１０１



即β１＝６．２８３×１０
－３ｒａｄ／ｍ

η１ ＝ μ１
ε槡１
＝ μ０

ε槡０
＝３７７Ω

对于媒质２（一般导体）：

　　　　　γ２ ＝ｊω μ２ε槡 ２ １－ｊσ２ωε（ ）２
１／２

＝

ｊ２π×３×１０５ １８μ０ε槡 ０ １－ｊ
０．６×１０－３

２π×３×１０５×１８ε（ ）０
１／２

＝

０．０２１＋ｊ０．０３４
即α２＝０．０２１Ｎｐ／ｍ，β２＝０．０３４ｒａｄ／ｍ

η２ｃ＝ μ２
ε槡２ｃ
＝ μ２

ε槡２
１－ｊσ２ωε（ ）２

－１２
＝

μ０
１８ε槡 ０

１－ｊ ０．６×１０－３

２π×３×１０５×１８ε（ ）０
－１２
＝

５９．４３ｅｊ３１．７° ＝５０．５６＋ｊ３１．２３（Ω）

（１） Γ＝η２ｃ－η１
η２ｃ＋η１

＝５０．５６＋ｊ３１．２３－３７７５０．５６＋ｊ３１．２３＋３７７＝
０．７６５ｅｊ１７０．３６°

故反射波的电场和磁场分别为

复数形式：

Ｅｒ（ｚ）＝ｅｘΓＥｉｍｅｊβ１ｚ ＝ｅｘ０．７６５ｅｊ１７０．３６°×１０ｅｊ６．２８３×１０
－３ｚ ＝

ｅｘ７．６５ｅｊ６．２８３×１０
－３ｚｅｊ１７０．３６°（Ｖ／ｍ）

　　瞬时值形式：

　　　　　Ｅｒ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｒｅｊωｔ］＝
ｅｘ７．６５ｃｏｓ（２π×３×１０５ｔ＋６．２８３×１０－３ｚ＋１７０．３６°）（Ｖ／ｍ）

　　复数形式：

Ｈｒ（ｚ）＝ １
η１
［－ｅｚ×Ｅ（ｚ）］＝－ｅｙΓ

Ｅｉｍ
η１
ｅｊβ１ｚ ＝

－ｅｙ７．６５ｅ
ｊ１７０．３６°

３７７ ｅｊ６．２８３×１０
－３ｚ

　　瞬时值形式：

Ｈｒ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈｒ（ｚ）ｅｊωｔ］＝

－ｅｙ７．６５３７７ｃｏｓ
（２π×３×１０５ｔ

＋６．２８３×１０－３ｚ＋１７０．３６°）（Ａ／ｍ）

（２） τ＝ ２η２ｃ
η２ｃ＋η１

＝ ２（５０．５６＋ｊ３１．２３）
５０．５６＋ｊ３１．２３＋３７７＝

０．２７７ｅｊ２７．５２°

故透射波的电场、磁场分别为

　　复数形式：

Ｅｔ（ｚ）＝ｅｘτＥｉｍｅ－α２ｚｅ－ｊβ２ｚ ＝

２０１



ｅｘ０．２７７ｅｊ２７．５２°×１０ｅ－０．０２１ｚｅｊ０．０３４ｚ ＝
ｅｘ２．７７ｅ－０．０２１ｚｅ－ｊ０．０３４ｚｅｊ２７．５２°（Ｖ／ｍ）

　　瞬时值形式：

Ｅｔ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｔ（ｚ）ｅｊωｔ］＝
ｅｘ２．７７ｅ－０．０２１ｚｃｏｓ（２π×３×１０５ｔ－
０．０３４ｚ＋２７．５２°）（Ｖ／ｍ）

　　复数形式：

Ｈｔ（ｚ）＝ １
η２ｃ
ｅｚ×Ｅｔ（ｚ）＝

ｅｙ ２．７７５９４３ｅ
－０．０２１ｚｅ－ｊ０．０３４ｚｅｊ２７．５２°ｅ－ｊ３１．７° ＝

ｅｙ４６．６×１０－３ｅ－０．０２１ｚｅ－ｊ０．０３４ｚｅ－ｊ４．１８°Ａ／ｍ
　　瞬时值形式：

Ｈｔ（ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈｔ（ｚ）ｅｊωｔ］＝
ｅｙ４６．６×１０－３ｅ－０．０２１ｚｃｏｓ（２π×３×１０５ｔ
－０．０３４ｚ－４．１８）（Ａ／ｍ）

电磁波在媒质２中的趋肤深度为

δ＝ １α２ ＝
１

０．０２１＝４７．６２ｍ

通常认为电磁波在有损耗媒质中传播距离为５δ时就几乎衰减完了，故ｚ＝５δ＝２３８．１ｍ。

练　习　题

３．１－１　设空气和完纯导体的分界面是ｚ＝０平面，若将空气中（ｚ＜０的区域）任意
点上的驻波电场复振幅与磁场复振幅之比定义为等效波阻抗ηｅｆ，试证明：

ηｅｆ＝
Ｅ１（ｚ）
Ｈ１（ｚ）＝－ｊη０

ｔａｎβ０ｚ

　　３．１－２　根据例３３给定的参数，分别计算该均匀平面波在媒质１和媒质２中的相
速ｖｐ１、ｖｐ２和波长λ１、λ２；验证例题中的计算结果满足式（３．１．３８）。

３．１－３　例３．６是均匀平面波从媒质１（无损耗媒质）入射到媒质２（有损耗媒质）的
情况。阅读该例题之后，你对媒质１和媒质２中的电场、磁场关系有何认识？

３．２　均匀平面波对多层媒质分界面的垂直入射

本节以三种媒质为例，讨论均匀平面波垂直入射时产生的反射和透射问题。三种媒
质从左至右依次平行排列，两个分界平面相互平行。分界平面 （１）在ｚ＝０处，分界平面
（２）在ｚ＝α处。假设媒质１中的入射波沿＋ｚ方向传播，电场只有ｘ分量，磁场也就只有

ｙ分量，如图３－３所示。

３．２．１　多层媒质的场量关系和等效波阻抗

当一均匀平面波从媒质１中垂直入射时，在分界平面（１）上一部分被反射回媒质１，
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图３－３　对多层媒质分界平面的垂直入射

另一部分透过分界平面（１）进入媒质２。透射到媒质２中的波继续沿＋ｚ方向传播，在分
界平面（２）上一部分被反射回媒质２，另一部分透过分界平面（２）进入媒质３。因而，在媒
质１中有入射波和反射波，在媒质２中也有入射波和反射波，在媒质３中只有透射波。

　　在媒质１中：

入射波

Ｅ１ｉ（ｚ）＝ｅｘＥ１ｉｍｅ－ｊβ１ｚ

Ｈ１ｉ（ｚ）＝ｅｙ １
η１
Ｅ１ｉｍｅ－ｊβ１

烅
烄

烆
ｚ

　　反射波

Ｅ１ｒ（ｚ）＝ｅｘＥ１ｒｍｅｊβ１ｚ

Ｈ１ｒ（ｚ）＝－ｅｙ １
η１
Ｅ１ｒｍｅｊβ１

烅
烄

烆
ｚ

　　合成波

Ｅ１（ｚ）＝ｅｘ（Ｅ１ｉｍｅ－ｊβ１ｚ＋Ｅ１ｒｍｅｊβ１ｚ）

Ｈ１（ｚ）＝ｅｙ １
η１
（Ｅ１ｉｍｅ－ｊβ１ｚ－Ｅ１ｒｍｅｊβ１ｚ

烅
烄

烆
）

（３．２．１）

　　在媒质２中：
入射波

Ｅ２ｉ（ｚ）＝ｅｘＥ２ｉｍｅ－ｊβ２（ｚ－ｄ）

Ｈ２ｉ（ｚ）＝ｅｙ １
η２
Ｅ２ｉｍｅ－ｊβ２（ｚ－ｄ

烅
烄

烆
）

　　反射波

Ｅ２ｒ（ｚ）＝ｅｘＥ２ｒｍｅｊβ２（ｚ－ｄ）

Ｈ２ｒ（ｚ）＝－ｅｙ １
η２
Ｅ２ｒｍｅｊβ２（ｚ－ｄ

烅
烄

烆
）

　　合成波
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Ｅ２（ｚ）＝ｅｘ（Ｅ２ｉｍｅ－ｊβ２（ｚ－ｄ）＋Ｅ２ｒｍｅｊβ２（ｚ－ｄ））

Ｈ２（ｚ）＝ｅｙ １
η２
（Ｅ２ｉｍｅ－ｊβ２（ｚ－ｄ）－Ｅ２ｒｍｅｊβ２（ｚ－ｄ）

烅
烄

烆
）

（３．２．２）

　　在媒质３中：

Ｅ３（ｚ）＝Ｅｔ（ｚ）＝ｅｘＥ３ｔｍｅ－ｊβ３（ｚ－ｄ）

Ｈ３（ｚ）＝Ｈｔ（ｚ）＝ｅｙ １
η３
Ｅ３ｔｍｅ－ｊβ３（ｚ－ｄ

烅
烄

烆
）

（３．２．３）

　　利用两种不同媒质分界面上，电场切向分量连续和磁场切向分量也连续的边界条件，
可求得两个分界面处的反射系数。
在分界面（２）处（ｚ＝ｄ），由式（３．２．２）、式（３．２．３），得

Ｅ２ｉｍ ＋Ｅ２ｒｍ ＝Ｅ３ｔｍ
１
η２
（Ｅ２ｉｍ －Ｅ２ｒｍ）＝ １

η３
Ｅ３

烅
烄

烆 ｔｍ

（３．２．４）

据上式可求得分界面（２）处的反射系数为

Γ２ ＝Ｅ２ｒｍＥ２ｉｍ ＝
η３－η２
η３＋η２

（３．２．５）

　　在分界面（１）处（ｚ＝０），由式（３．２．１）和式（３．２．２），得

Ｅ１ｉｍ ＋Ｅ１ｒｍ ＝Ｅ２ｉｍｅｊβ２ｄ＋Ｅ２ｒｍｅ－ｊβ２ｄ ＝
　　　　　　 Ｅ２ｉｍ（ｅｊβ２ｄ＋Γ２ｅ－ｊβ２ｄ）

１
η１
（Ｅ１ｉｍ －Ｅ１ｒｍ）＝ １

η２
（Ｅ２ｉｍｅｊβ２ｄ－Ｅ２ｒｍｅ－ｊβ２ｄ）＝

　　　　　　　　Ｅ２ｉｍ
η２
（ｅｊβ２ｄ－Γ２ｅ－ｊβ２ｄ

烅

烄

烆
）

（３．２．６）

将与分界平面平行的任意平面上的总电场和总磁场的比值定义为等效波阻抗（也称总场
波阻抗），表示为

ηｅｆ＝
总Ｅ（ｚ）
总Ｈ（ｚ）

（３．２．７）

因此，在ｚ＝０平面上的等效波阻抗为

ηｅｆ＝
Ｅ１ｉｍ ＋Ｅ１ｒｍ
Ｈ１ｉｍ －Ｈ１ｒｍ ＝

Ｅ１ｉｍ ＋Ｅ１ｒｍ
１
η１
（Ｅ１ｉｍ －Ｅ１ｒｍ）

（３．２．８）

将式（３．２．６）代入上式，得

ηｅｆ＝η２
ｅｊβ２ｄ＋Γ２ｅ－ｊβ２ｄ

ｅｊβ２ｄ－Γ２ｅ－ｊβ２ｄ
（３．２．９）

再将式（３．２．５）代入上式，并应用欧拉公式整理后，得

ηｅｆ＝η２η
３ｃｏｓβ２ｄ＋ｊη２ｓｉｎβ２ｄ
η２ｃｏｓβ２ｄ＋ｊη３ｓｉｎβ２ｄ

（３．２．１０）

又由式（３．２．８）得

ηｅｆ＝
Ｅ１ｉｍ（１＋Γ１）
１
η１
Ｅ１ｉｍ（１－Γ１）

＝η１
１＋Γ１
１－Γ１

故
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Γ１ ＝ηｅｆ－η１
ηｅｆ＋η１

（３．２．１１）

此式的含义可理解为将媒质２和媒质３对分界平面（１）处的反射系数的贡献，用一种等效
媒质来代替，此等效媒质的本征阻抗满足式（３．２．１０）。
通常，入射波的各个参量是已知的。若给定各层媒质的参数ε１、μ１、ε２、μ２、ε３、μ３ 以及

媒质２的厚度ｄ，则可先利用式（３．２．１０）求得ｚ＝０处的等效波阻抗ηｅｆ，再利用式（３．２．
１１）求得ｚ＝０处的反射系数Γ１。又利用式（３．２．５）求得ｚ＝ｄ处的反射系数Γ２。这样，各
层媒质中的电场，磁场就是完全确定的了。
对于ｎ层媒质的垂直入射，也可采用与此类似的方法来分析。设平面波从第一层媒

质中自左向右垂直入射，则可先从最右边的一个分界面（ｎ－１）入手，求出该处的反射系数

Γｎ－１；再求出它的左邻分界面（ｎ－２）处的等效波阻抗和反射系数。如此继续下去，直到得
出最左边的第一个分界面处的等效波阻抗和反射系数。这样，就可得到各媒质层中的电
场、磁场解。

３．２．２　两个有重要意义的特例

１．四分之一波长匹配层

如图３－４所示，取媒质２的厚度ｄ＝λ２４
，此时β２ｄ＝

２π
λ２
，λ２
４＝

π
２
。由式（３．２．１０）得分

界平面（１）处的等效波阻抗为

ηｅｆ＝η２
２／η３

将上式代入式（３．２．１１），得到分界面（１）处的反射系数为

Γ１ ＝
η２

２

η３
－１

η２
２

η３
＋１

＝η２
２－η１η３

η２
２＋η１η３

图３－４　λ４
匹配层（ｄ＝λ２４

，

η２＝ η１η槡 ３）

通过选择媒质２的参数ε２、μ２，使其波阻抗η２＝ η１η槡 ３，则此时
的反射系数Γ１＝０，即在分界面（１）处不产生反射。

把厚度ｄ＝λ２４
、本征阻抗η２＝ η１η槡 ３的介质层称为“λ４

匹

配层”。这一匹配层夹在两种本征阻抗不同的介质层之间，有
阻抗变换作用。通过它将η３ 变换为分界面（１）的ηｅｆ＝η１，达到
阻抗匹配。这种匹配层也用在光学器件上，例如在摄像机镜
头上加这样的匹配层就可消除反射。

　　２．半波长介质窗

取媒质２的厚度ｄ＝λ２２
，此时β２ｄ＝

２π
λ２
·λ２
２＝π

。若媒质１

和媒质３是相同的媒质（例如，媒质２放在空气中就属这种情况），即η１＝η３，则据式
（３．２．１０），得

ηｅｆ＝η３ ＝η１
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故此时分界面（１）处的反射系数Γ１＝０。即对于给定的工作频率，当媒质２的厚度ｄ＝λ２２
时，电磁波投射到分界面（１）时将不产生反射。
另外，将β２ｄ＝π时Γ１＝０的结果代入式（３．２．６），得

Ｅ１ｉｍ ＝－Ｅ２ｉｍ（１＋Γ２）
又据式（３．２．４），得

Ｅ２ｉｍ（１＋Γ２）＝Ｅ３ｔｍ
则得

Ｅ３ｔｍ ＝－Ｅ１ｉｍ

此结果表明电磁波通过半波长介质层时无损失，故称之为“λ
２
介质窗”。雷达天线罩就是

根据这一原理设计的，此时的η１＝η３＝η０≈３７７Ω。
例３．７　频率ｆ＝１ＧＨｚ的均匀平面波从空气中垂直入射到εｒ＝３．５，μｒ＝１，σ＝０的

半无限介质平面。今采用“λ
４
匹配层”来消除波的反射，试求：

（１）匹配层介质的相对介电常数；
（２）匹配层的厚度。
解：据题意知ε１＝ε０，μ１＝μ０；ε３＝３．５ε０，μ３＝μ０。
（１）匹配层的本征阻抗应满足

η２ ＝ η１η槡 ３

式中

η１ ＝η０ ＝３７７Ω

　　　　　　η３ ＝ μ３
ε槡３
＝ μ０

３．５ε槡 ０
＝２０１．５Ω

η２ ＝ μ２
ε槡２
＝ μ０
ε２ｒε槡 ０

＝ １
ε槡２ｒ

×３７７

故得

１
ε槡２ｒ

×３７７＝ ３７７×２０１．槡 ５＝ ７５９６５．槡 ５＝２７５．６

则得匹配层介质的相对介电常数ε２ｒ＝１．８７。
（２）匹配层的厚度

ｄ＝λ２４ ＝
λ０
４ ε槡２ｒ

＝ ０．３
４ １．槡 ８７

＝０．０５４８ｍ＝５４．８ｍｍ

　　例３．８　一种非导电的铁氧体类吸收材料，以铝板作基片，如图３－５所示，频率ｆ＝
１００ＭＨｚ时，该铁氧体材料的参数为μｒ＝６０（２－ｊ），εｒ＝６０（２－ｊ），厚度ｄ＝１０ｍｍ。当频
率为１００ＭＨｚ的均匀平面波垂直入射到边界面上时，经铝板反射后的反射波相对于入射
波衰减了多少分贝？讨论此计算结果的意义。

解：由题给参数知入射波的波长λ０＝ｃｆ＝
３×１０８

１００×１０６＝３ｍ
，铁氧体的本征阻抗为
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图３－５　对吸收材料的入射

η２ ＝ μ２
ε槡２
＝ μｒμ０

εｒε槡 ０
＝ ６０（２－ｊ）μ０

６０（２－ｊ）ε槡 ０
＝ μ０

ε槡０

与空气的本征阻抗相同，故在分界面（１）处不会产生反射。

　　铁氧体中，平面波的传播常数为

γ２ ＝ｊω μ２ε槡 ２ ＝ｊω μｒεｒ（μ０ε０槡 ）＝

ｊω μ０ε槡 ０ ６０（２－ｊ）×６０（２－ｊ槡 ）＝

ｊω μ０ε槡 ０×６０（２－ｊ）＝α２＋ｊβ２
故衰减常数为

α２ ＝６０ω μ０ε槡 ０ ＝６０×２πｆｃ ＝６０×２π×１００×１０
６

３×１０８

＝１２５．６６Ｎｐ／ｍ
则平面波在铁氧体中传播距离ｄ＝１０ｍｍ的衰减为

α２ｄ＝１２５．６６×１０×１０－３ ＝１．２６Ｎｐ≈１１ｄＢ
　　平面波在铁氧体中传播到铝板边界（２）产生反射，返回到分界面（１）时同样又衰减

１１ｄＢ。故经铝板反射后的反射波相对于入射波的衰减是２２ｄＢ，用功率表示就是反射波功
率约为入射波功率的１／１６０。
本例的计算结果表明，反射虽然没被完全消除，但其衰减量对某些工程应用已达到足

够满意的效果。在军用飞机的机身上涂吸收材料以降低被雷达发现的可能（即隐形），就
是利用这一原理。

练　习　题

３．２－１　简述研究多层媒质中波的反射和透射特性的意义。

３．２－２　图３－６表示平面波对ｎ＝５层媒质的垂直入射。试根据图中给出的参数，
验证在分界面（１）处无反射。

３．３　均匀平面波对分界面的斜入射

在讨论均匀平面波对分界平面的垂直入射时，波的极化和传播方向如何并不是特别
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图３－６　对５层媒质的垂直入射

重要的。这是因为沿任意方向传播的均匀平面波总是可以分解为具有相互垂直的电场的
两个线极化波，电场、磁场都位于与传播方向垂直的平面内，总是可以设定平面波的传播
方向为ｚ轴方向，而分界平面的法线方向与之相同。
但当均匀平面波以任意角度入射到平面边界时（称为斜入射），波的极化和传播方向

就必须注意了。因为在这种情况下，平面波的传播方向不再与分界平面的法线方向相同，
电场、磁场所在的平面也就不与分界平面平行。
先定义一个入射平面：由分界平面的法线ｎ和入射波的射线构成的平面，称为入射平

面。ｎ与入射波射线之间的锐角，称为入射角，如图３－７所示。

　　入射波的电场矢量位于与入射线垂直的平面内，但电场矢量与入射平面一般成任意
角度。我们可以将其分解与入射平面垂直的分量和与入射平面平行的分量。把电场分量
与入射平面垂直的平面波，称为垂直极化波；把电场分量与入射平面平行的平面波，称为
平行极化波。因此，可以分别讨论垂直极化波和平行极化波对分界平面的斜入射，再通过
叠加的方法就得到一般情况的解答。

图３－７　入射平面和入射角

３３１　垂直极化波对完纯介质表面的斜入射

　　两种媒质均匀完纯介质，其参数分别为ε１，μ１，σ１＝０；ε２，μ２，σ２＝０。两种介质的分界
面为ｚ＝０平面，ｚ轴为分界面的法线。入射平面是ｘＯｚ平面（即纸面），如图３－８所示。
入射波是垂直极化波，即图中所示的ｙ方向线极化波。反射波和透射波也是ｙ方向线极
化波，θｉ是入射角，θｒ是反射角，θｔ是透射角。
设入射波的传播方向单位矢量为ｅｉ，则入射波的波矢量为ｋｉ＝ｅｉｋｉ＝ｅｉｋ１。应用上一
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图３－８　垂直极化波对介质分界平面的斜入射

章已导出的沿任意方向传播的均匀平面波的电场表示式，可写出此处的入射波电场表示
式为

Ｅｉ（ｒ）＝ｅｙＥｉｍｅ－ｊｋ１ｅｉ·ｒ

式中

ｋ１ ＝ω μ１ε槡 １ 是媒质１中的波数

ｅｉ·ｒ＝ （ｅｘｓｉｎθｉ＋ｅｚｃｏｓθｉ）·（ｅｘｘ＋ｅｘｚ）＝ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ
故入射波电场可写为

Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝ｅｙＥｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ） （３．３．１）
与之相伴的磁场可由麦克斯韦第二方程×Ｅ＝－ｊωμＨ 求出，或直接由下式求出：

Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ １
η１
ｅｉ×Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝

１
η１
Ｅｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）［－ｅｘｃｏｓθｉ＋ｅｚｓｉｎθｉ］ （３．３．２）

　　设反射波的传播方向单位矢量为ｅｒ，则反射波的波矢量ｋｒ＝ｅｒｋｒ＝ｅｒｋ１。分界面上的
反射系数为Γ⊥，则反射波的电场表示式为

Ｅｒ（ｒ）＝ｅｙΓ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ１ｅｒ·ｒ

式中

ｅｒ·ｒ＝ （ｅｘｓｉｎθｒ－ｅｚｃｏｓθｒ）·（ｅｘｘ＋ｅｚｚ）＝ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ
故反射波电场可写为

Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝ｅｙΓ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ） （３．３．３）
与之相伴的磁场为

　　　　　Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝１
η１
ｅｒ×Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝

１
η１
Γ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ）（ｅｘｃｏｓθｒ＋ｅｚｓｉｎθｒ） （３．３．４）

　　同样设透射波的传播方向单位矢量为ｅｔ，则透射波的波矢量ｋｔ＝ｅｔｋｔ＝ｅｔｋ２。分界面
上的透射系数为τ⊥，则透射波的电场表示为

Ｅｔ（ｒ）＝ｅｙτ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ２ｅｒ·ｒ

式中
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ｋ２ ＝ω μ２ε槡 ２ 是媒质２中的波数

ｅｒ·ｒ＝ （ｅｘｓｉｎθｔ＋ｅｚｃｏｓθｔ）·（ｅｘｘ＋ｅｚｚ）＝ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ
故透射波电场可写为

Ｅｔ（ｘ，ｚ）＝ｅｙτ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ２（ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ） （３．３．５）
与之相伴的磁场为

　　　　　Ｈｔ（ｘ，ｚ）＝１
η２
ｅｔ×Ｅｔ（ｘ，ｚ）＝

１
η２
τ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ２（ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ）（－ｅｘｃｏｓθｔ－ｅｚｓｉｎθｔ） （３．３．６）

　　利用介质分界面上，电场的切向分量连续的边界条件，由式（３．３．１）、式（３．３．３）和式
（３．３．５），当ｚ＝０时，得

ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｉ ＋Γ⊥ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｒ ＝τ⊥ｅ－ｊｋ２ｘｓｉｎθｔ （３．３．７）
此式对分界面上任意的ｘ值（包括ｘ＝０）都应满足。而对于ｘ＝０，上式变为

１＋Γ⊥＝τ⊥ （３．３．８）
因此，要保证式（３．３．７）对分界面上任意ｘ值都满足，必须

ｋ１ｓｉｎθｉ ＝ｋ１ｓｉｎθｒ ＝ｋ２ｓｉｎθｔ （３．３．９）
上式可写为

ｋｉｘ ＝ｋｒｘ ＝ｋｔｘ
此式表明，在分界面上，波矢量的切向分量连续，通常称之为相位匹配条件。
据式（３．３．９）中的第一个等式，得

θｒ ＝θｉ （３．３．１０）
表明反射角等于入射角，与光学中的斯耐尔反射定律完全相同。
据式（３．３．９）中的第二个等式，得

ｋ１ｓｉｎθｉ ＝ｋ２ｓｉｎθｔ （３．３．１１）
这是斯耐尔折射定律。
再利用介质分界面，磁场的切向分量连续的边界条件，由式（３．３．２）、式（３．３．４）和式

（３．３．６），当ｚ＝０时，得

－１
η１
ｃｏｓθｉ＋Γ⊥

η１
ｃｏｓθｒ＝－τ⊥

η２
ｃｏｓθｔ

即

１－Γ⊥＝η１
ｃｏｓθｔ

η２ｃｏｓθｉ
τ⊥ （３．３．１２）

联立求解式（３．３．８）和（３．３．１２），得

Γ⊥＝η２
ｃｏｓθｉ－η１ｃｏｓθｔ

η２ｃｏｓθｉ＋η１ｃｏｓθｔ
（３．３．１３）

τ⊥＝
２η２ｃｏｓθｉ

η２ｃｏｓθｉ＋η１ｃｏｓθｔ
（３．３．１４）

以上两式称为垂直极化波的菲涅耳公式。根据这个公式，就可用入射场来表示反射场和
透射场，只要给出入射场，反射场和透射场就是确定的了。
对于非铁磁性介质，μ１＝μ２＝μ０，故
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η１
η２
＝ ε２

ε槡１

而斯耐尔折射定律，即式（３．３．１１）又可写为

ω μ０ε槡 １ｓｉｎθｉ ＝ω μ０ε槡 ２ｓｉｎθｔ
故得

ｓｉｎθｔ ＝ ε１
ε槡２
ｓｉｎθｉ，则

ｃｏｓθｔ ＝ １－ｓｉｎ２θ槡 ｔ ＝ １－ε１ε２
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

这样，式（３．３．１３）和式（３．３．１４）可写为

Γ⊥＝
ｃｏｓθｉ－ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

ｃｏｓθｉ＋ ε２
ε１ －

ｓｉｎ２θ槡 ｉ

（３．３．１５）

τ⊥＝
２ｃｏｓθｉ

ｃｏｓθｉ＋ ε２
ε１ －

ｓｉｎ２θ槡 ｉ

（３．３．１６）

　　例３．９　在εｒ＝４，μｒ＝１的半无限介质中，有一正弦均匀平面波斜入射到与空气相交
的分界平面上，如图３－９所示。已知入射波的电场为

Ｅｉ（ｒ）＝ｅｙ３×１０－４ｅｊ（ｘ＋槡３ｚ）（Ｖ／ｍ）

　　（１）求入射波的波长、相速、频率和磁场Ｈｉ（ｒ）；
（２）求入射角、反射角和透射角；
（３）求反射波的电场Ｅｒ（ｒ）和磁场Ｈｒ（ｒ）；
（４）求透射波的平均功率密度。

图３－９　斜入射例题（ε１＝４ε０，

μ１＝μ０；μ２＝μ０，ε２＝ε０）

　　解：（１）由题给的入射波电场表示式知：

ｋｉｅｉ·ｒ＝ｘ＋槡３ｚ
故入射波的波矢量ｋｉ＝ｅｉｋｉ＝ｅｘ＋ｅｚ槡３，可见

ｋｉｘ ＝１，ｋｉｚ ＝槡３，ｋｉ＝ ｋ２ｉｘ ＋ｋ２槡 ｉｚ ＝２

则入射波的波长为

λｉ ＝２πｋｉ ＝
２π
２ ＝３．１４２ｍ

相速为

ｖｉｐ＝ １

μ０εｒε槡 ０

＝ ｃ
槡４
＝１．５×１０８ｍ／ｓ

频率为

ｆ＝ｖｉｐλｉ ＝
１．５×１０８
３．１４２ ＝４７．７５×１０６Ｈｚ

磁场为
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　　　　　Ｈｉ（ｒ）＝１
η１
ｅｉ×Ｅｉ（ｒ）＝

１
１
槡４
×１２０π

×１２
（ｅｘ＋ｅｚ槡３）×ｅｙ３×１０４ｅ－ｊ（ｘ 槡＋ ３ｚ）＝

１０－４
４０π

（－ｅｘ槡３＋ｅｚ）ｅ－ｊ（ｘ 槡＋ ３ｚ）（Ａ／ｍ）

（２）由ｋｉｘ＝ｋｉｓｉｎθｉ＝１，得

ｓｉｎθｔ ＝ １２
故θｉ＝３０°，θｒ＝θｉ＝３０°
据折射定律ｋ１ｓｉｎθｉ＝ｋ２ｓｉｎθｔ，得

ｓｉｎθｔ ＝ｋ１ｋ２
ｓｉｎθｉ ＝ω μ０×４ε槡 ０

ω μ０ε槡 ０

ｓｉｎ３０°＝１

故透射角θｔ＝９０°
（３）据式（３．３．１５），得反射系数为

Γ⊥＝
ｃｏｓ３０°－ １

４－
（ｓｉｎ３０°）槡 ２

ｃｏｓ３０°＋ １
４－

（ｓｉｎ３０°）槡 ２

＝１

故由式（３．３．３）得反射波的电场为

Ｅｒ（ｒ）＝ｅｙ３×１０－４ｅ－ｊ（ｘ－槡３ｚ）

由式（３．３．４）得反射波的磁场为

Ｈｒ（ｒ）＝１０
－４

４０π
（ｅｘ槡３＋ｅｚ）ｅ－ｊ（ｘ－（槡３ｚ）（Ａ／ｍ）

　　（４）ｋ２＝ω μ２ε槡 ２＝２πｆ μ０ε槡 ０＝１
由式（３．３．１６）得透射系数为

τ⊥＝ ２ｃｏｓ３０°

ｃｏｓ３０°＋ １
４－

（ｓｉｎ３０°）槡 ２

＝２

据式（３．３．５）和式（３．３．６），得

Ｅｔ（ｒ）＝ｅｙ６×１０－４ｅ－ｊｘ（Ｖ／ｍ）

Ｈｔ（ｒ）＝ｅｚ１０
－４

２０π
ｅ－ｊｘ（Ａ／ｍ）

故透射波的平均功率密度为

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅｔ（ｒ）×Ｈ

ｔ （ｒ）］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｙ６×１０－４ｅ－ｊｘ×ｅｚ１０
－４

２０π
ｅｊｘ］＝

ｅｘ４．７７×１０－１０（Ｗ／ｍ２）
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此结果表明，在题给条件下的透射波功率是沿分界平面传播的。

３．３．２　平行极化波对完纯介质表面的斜入射

如图３－１０所示，入射波的电场与入射平面平行，入射波的磁场必然垂直于入射平
面。分析方法与垂直极化时完全类似，不同的是这里以入射波磁场为已知量。

图３－１０　平行极化波对介质分界平面的斜入射

　　设入射波的磁场振幅为Ｈｉｍ，则入射波磁场的表示式为

Ｈｉ（ｒ）＝ｅｙＨｉｍｅｊｋ１ｅｉ·ｒ＝
ｅｙＨｉｍｅｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ） （３．３．１７）

与它相伴的电场由麦克斯韦第二方程×Ｈ＝ｊωεＥ 求出，或直接由下式求出：

　　　　　　Ｅｉ（ｒ）＝η１Ｈｉ（ｒ）×ｅｉ＝

η１Ｈｉｍｅ
－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）ｅｙ×（ｅｘｓｉｎθｉ＋ｅｚｃｏｓθｉ）＝

η１Ｈｉｍ（ｅｘｃｏｓθｉ－ｅｚｓｉｎθｉ）ｅ
－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ） （３．３．１８）

　　设分界面上的反射系数为Γ∥，透射系数为τ∥，则反射波和透射波的各场量分别为

Ｅｒ（ｒ）＝Γ∥η１Ｈｉｍ（－ｅｘｃｏｓθｒ－ｅｚｓｉｎθｒ）ｅ－ｊ
ｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ） （３．３．１９）

Ｈｒ（ｒ）＝ｅｙΓ∥ Ｈｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ） （３．３．２０）

Ｅｔ（ｒ）＝τ∥η１Ｈｉｍ（ｅｘｃｏｓθｔ－ｅｚｓｉｎθｔ）ｅ－ｊ
ｋ２（ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ） （３．３．２１）

Ｈｔ（ｒ）＝ｅｙη１
η２
τ∥Ｈｉｍｅ－ｊｋ２（ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ） （３．３．２２）

　　利用分界面上，磁场的切向分量连续的边界条件，由式（３．３．１７）、式（３．３．２０）和式
（３．３．２２），当ｚ＝０时，得

ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｉ ＋Γ∥ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｒ ＝η１
η２
τ∥ｅ－ｊｋ２ｘｓｉｎθｔ （３．３．２３）

上式对ｘ＝０也应满足，此时

１＋Γ∥ ＝η１
η２
τ∥ （３．３．２４）

欲使式（３．３．２３）对分界面的任意ｘ值都满足，必须

ｋ１ｓｉｎθｉ ＝ｋ１ｓｉｎθｒ ＝ｋ２ｓｉｎθｔ
故得

θｒ ＝θｉ （３．３．２５）
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ｋ１ｓｉｎθｉ ＝ｋ２ｓｉｎθｔ （３．３．２６）

这就是斯耐尔反射定律和折射定律。

再利用分界面上，电场的切向分量连续的边界条件，由式（３．３．１８）、式（３．３．１９）和式

（３．３．２１），当ｚ＝０时，得

１－Γ∥ ＝
ｃｏｓθｔ
ｃｏｓθｉτ∥ （３．３．２７）

联解式（３．３．２４）和式（３．３．２７）可得到平行极化波的反射系数和透射系数，即平行极化波

的菲涅耳公式

Γ∥ ＝η１
ｃｏｓθｉ－η２ｃｏｓθｔ

η１ｃｏｓθｉ＋η２ｃｏｓθｔ
（３．３．２８）

τ∥ ＝
２η２ｃｏｓθｉ

η１ｃｏｓθｉ＋η２ｃｏｓθｔ
（３．３．２９）

　　对于非铁磁性介质，μ１＝μ２＝μ０，故η
１

η２
＝ ε２
ε槡１
。又由斯耐尔折射定律，得

ｓｉｎ２θｔ ＝ε１ε２
ｓｉｎ２θｉ

故

ｃｏｓθｔ ＝ １－ｓｉｎ２θ槡 ｔ ＝ １－ε１ε２
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

因此，式（３．３．２８）和式（３．３．２９）此时可写为

Γ∥ ＝

ε２
ε１
ｃｏｓθｉ－ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

ε２
ε１
ｃｏｓθｉ＋ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

（３．３．３０）

τ∥ ＝
２ ε２
ε槡１
ｃｏｓθｉ

ε２
ε１
ｃｏｓθｉ＋ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

（３．３．３１）

　　前面导出的菲涅耳公式（３．３．１３）和式（３．３．１４）；（３．３．２８）和式（３．３．２９）表明了反射
波、透射波和入射波的电场强度的振幅及相位关系。不论是垂直极化波，还是平行极化
波，透射系数τ总是正值，这说明透射波的电场与入射波的电场相位相同。而反射系数Γ
可为正值，也可为负值。当它为负值时，说明反射波电场与入射波电场相位相反，相当于
“损失”了半个波长，故称存在半波损失。但应该注意，垂直极化波的反射系数Γ⊥与平行

极化波的反射系数Γ∥是不同的，透射系数τ⊥与τ∥也是不同的，它们与极化有关。

３３３　全反射和临界角

对于非铁磁性媒质，μ１＝μ２＝μ０，此时折射定律为

ｓｉｎθｔ
ｓｉｎθｉ ＝

ε１
ε槡２

当ε１＞ε２，即平面波从稠密媒质１入射到稀疏媒质２时，θｔ＞θｉ，随着入射角θｉ 的增大，折
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射角θｔ也增大。当θｉ增大到某一角度θｃ时，就出现θｔ＝π２
。在这一角度入射时，折射波

将贴着分界平面传播，如图３－１１所示。

图３－１１　当ε１＞ε２ 时，波以临界角入射

　　此时的反射系数为

Γ⊥＝η２
ｃｏｓθｉ－η１ｃｏｓθｔ

η２ｃｏｓθｉ＋η１ｃｏｓθｔ
＝ ε槡１ｃｏｓθｃ
ε槡１ｃｏｓθｃ

＝１

Γ∥ ＝η１
ｃｏｓθｉ－η２ｃｏｓθｔ

η１ｃｏｓθｉ＋η２ｃｏｓθｔ
＝ ε槡２ｃｏｓθｃ
ε槡２ｃｏｓθｃ

＝１

可见，ε１＞ε２，且当θｉ＝θｃ时，媒质１中的入射波将被分界面完全反射回到媒质１中，这种
现象称为全反射。使折射角θｔ＝９０°的入射角，称为临界角，记为θｃ。由折射定律可求出
临界角

θｃ ＝ａｒｃｓｉｎ ε２
ε槡（ ）１ （３．３．３２）

虽然，只有ε１＞ε２ 时，临界角θｃ，才有实数解，也才可能产生全反射。
当入射角θｉ大于临界角θｃ时，又会怎样呢？由折射定律可以看出，当θｉ＞θｃ时

ｓｉｎθｔ ＝ ε１
ε槡２
ｓｉｎθｉ＞１

此时

ｃｏｓθｔ ＝ １－ｓｉｎ２θ槡 ｔ ＝－ｊ ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

故反射系数为

Γ⊥ ＝η２
ｃｏｓθｉ－η１ｃｏｓθｔ

η２ｃｏｓθｉ＋η１ｃｏｓθｔ
＝
η２ｃｏｓθｉ＋ｊη１

ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

η２ｃｏｓθｉ－ｊη１
ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

＝ｅｊ２φ⊥
式中φ⊥是垂直极化反射系数的相角

φ⊥＝ａｒｃｔａｎη１
ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

η２ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎ｉ

＝ａｒｃｔａｎ ｓｉｎ２θｉ－ε２ε槡 １

ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎ｉ
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而

Γ∥ ＝η１
ｃｏｓθｉ－η２ｃｏｓθｔ

η１ｃｏｓθｉ＋η２ｃｏｓθｔ
＝
η１ｃｏｓθｉ＋ｊη２

ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

η１ｃｏｓθｉ－ｊη２
ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

＝ｅｊ２φ∥

式中φ∥是平行极化反射系数的相角

φ∥ ＝ａｒｃｔａｎη２
ε１
ε２
ｓｉｎ２θｉ－槡 １

η１ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎ｉ

＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎ２θｉ－ε２ε槡 １

ε２
ε１
ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎ｉ

可见，当θｉ＞θｃ时，皆有｜Γ⊥｜＝｜Γ∥｜＝１，但φ⊥≠φ∥，表明此时也出现全反射现象。
从上面的分析得到的结论是：当均匀平面波从稠密媒质１入射到稀疏媒质２，即ε１＞

ε２ 时，不管是垂直极化波，还是平行极化波，只要θｉ≥θｃ，都会产生全反射。

下面再进一步讨论θｉ＞θｃ时透射波的情况。由折射定律得θｉ＞θｃ 时，ｓｉｎθｔ＝ ε１
ε槡２
×

ｓｉｎθｉ＞１，故折射角θｔ没有实数解。若折射角θｔ取复数值，则ｓｉｎθｔ＝ ε１
ε槡２
ｓｉｎθｉ仍然成立设

ｓｉｎθｔ ＝ ε１
ε槡２
ｓｉｎθｉ ＝Ｎ

得 ｃｏｓθｔ ＝ １－ｓｉｎ２θ槡 ｔ ＝－ｊ Ｎ２－槡 １
则垂直极化波入射到分界平面时产生的透射波电场为

Ｅｘ（ｘ，ｚ）＝ｅｙτ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ２（ｘｓｉｎθｔ＋ｚｃｏｓθｔ）＝

ｅｙ｜τ⊥｜ｅ－ｊ２φ⊥Ｅｉｍｅ－ｊｋ２Ｎｘｅ－ｋ２（ Ｎ２－槡 １）ｚ

此结果说明：当θｉ＞θｃ时，媒质２中仍然有透射波存在，但其传播方向是沿分界面上的＋ｘ方
向，且振幅沿分界面法线方向按指数规律衰减。这种被分界平面紧紧束缚着的波，称为表面
波。显然它是非均匀平面波，其等振幅面是ｚ＝常数的平面，等相位面则是ｘ＝常数的平面。
电磁波在介质与空气的分界面上的全反射现象，是实现表面波传输的物理基础，有重

要的工程应用价值。例如，在介质线内的电磁波发生全反射时，就可使电磁波沿介质线传
播，这就是介质波导，光纤也是一种介质波导。
例３１０　图３－１２所示为光纤的剖面示意图。图中，光纤的芯线材料的相对折射率

ｎ１＝ εｒ槡 １，包层材料的相对折射率ｎ２＝ εｒ槡 ２。现要求光波从空气（相对折射率ｎ０＝１）中
进入光纤相对后，能在芯线和包层的分界面上发生全反射，从而使光波像图中所示那样被
约束在芯线内传至另一端。试确定最大的入射角θｉ。

　　解：在芯线和包层的分界面上产生全反射的条件为

θ１ ≥θｃ ＝ａｒｃｓｉｎ ε２
ε槡（ ）１ ＝ａｒｃｓｉｎ ｎ２

ｎ槡（ ）１ ，即
ｓｉｎθ１ ≥ｓｉｎθｃ ＝

ｎ２
ｎ１

由图中的几何关系知θ１＝９０°－θｔ
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图３－１２　光纤内的全反射

故ｓｉｎθ１＝ｓｉｎ（９０°－θｔ）＝ｃｏｓθｔ则得

ｃｏｓθｔ≥ｓｉｎθｃ ＝
ｎ２
ｎ１

据式（３．３．１１）所示的折射定律，有ｎ０ｓｉｎθｉ＝ｎ１ｓｉｎθｔ，故

ｃｏｓθｔ ＝ １－ｓｉｎ２θ槡 ｔ ＝ １－ １
ｎ（ ）１

２

ｓｉｎ２θ槡 ｉ ≥
ｎ２
ｎ１
，即

１－ １
ｎ（ ）１

２

ｓｉｎ２θｉ≥
ｎ２
ｎ（ ）１

２

，得

ｓｉｎ２θｉ≤ （ｎ１２－ｎ２２）

故 θｉ≤ａｒｃｓｉｎ（ｎ１２－ｎ２２）１／２

若取ｎ１＝１．５，ｎ２＝１．４８５，则得

θｉ≤ａｒｃｓｉｎ（１．５２－１．４８５２）１／２ ＝１２．２２°
此结果表明，在上述条件下，只要光波的入射角θｉ≤１２．２２°，就可确保光波被约束在光纤
内传播。ｓｉｎθｉ＝ＮＡ称为光纤数值孔径，是光纤的重要参数之一。
例３．１１　一圆极化波以入射角θｉ＝６０°从媒质１（参数为μ１＝μ０，ε１＝４ε０）斜入射至空

气，试求临界角，并指出此时的反射波是什么极化？
解：临界角为

θｃ ＝ａｒｃｓｉｎ ε２
ε槡（ ）１ ＝ａｒｃｓｉｎ ε０

４ε槡（ ）０ ＝３０°
可见以θｉ＝６０°入射时将产生全反射。此时，圆极化入射波中的垂直极化分量和平行极化
分量都产生全反射，反射系数的模为１，即｜Γ⊥｜＝｜Γ∥｜＝１。反射系数的幅角分别为

φ⊥＝
烄

烆
ａｒｃｔａｎ

ｓｉｎ２θｉ－ε２ε槡 １

ｃｏｓθ

烌

烎ｉ
＝

烄

烆
ａｒｃｔａｎ

ｓｉｎ２６０°－槡 １
４

ｃｏｓ６０

烌

烎° ＝５４．７４°

和

φ∥ ＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎ２θｉ－ε２ε槡 １

ε２
ε１
ｃｏｓθ

烄

烆

烌

烎ｉ

＝ａｒｃｔａｎ
ｓｉｎ２６０°－槡 １

４
１
４ｃｏｓ６０

烄

烆

烌

烎°
＝７５．９６°

可见，φ⊥≠φ∥，故反射波变成椭圆极化。

３３４　全透射和布儒斯特角

若平面电磁波从媒质１入射到媒质２时，在媒质分界平面上不产生反射，电磁功率将
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全部透射到媒质２中，这种现象称为全透射。
设媒质１和２均为非铁磁性媒质（μ１＝μ２＝μ０），则平行极化波对分界面斜入射时的

反射系数如式（３．３．３０）所示，即

Γ∥ ＝

ε２
ε１
ｃｏｓθｉ－ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

ε２
ε１
ｃｏｓθｉ＋ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２θ槡 ｉ

欲使Γ∥＝０，必须
ε２
ε１ｃｏｓθｉ＝

ε２
ε１－ｓｉｎ

２θ槡 ｉ，即

ε２
ε（ ）１

２

ｃｏｓ２θｉ ＝ε２ε１ －
ｓｉｎ２θｉ （３．３．３３）

或

ε２
ε（ ）１

２

（１－ｓｉｎ２θｉ）＝ε２ε１ －
ｓｉｎ２θｉ

故

θｉ ＝θＢ ＝ａｒｃｓｉｎ ε２
ε１＋ε槡（ ）２ （３．３．３４）

将Γ∥＝０时的入射角记为θΒ，称为布儒斯特角。当平行极化波以此特定的角度入射到非
铁磁性媒质分界面时，反射为零，全部电磁功率透入媒质２中。

应用三角函数的基本关系ｓｅｃ２θ－ｔａｎ２θ＝１，ｓｅｃθ＝ １
ｃｏｓθ

，可由式（３．３．３３）导出

θｉ ＝θＢ ＝ａｒｃｔａｎ ε２
ε槡（ ）１ （３．３．３５）

式（３．３．３４）和式（３．３．３５）是完全等效的。
对于垂直极化波，从式（３．３．１５）看出，除非ε２＝ε１ 否则反射系数Γ⊥不可能为零。也

就是说，垂直极化波入射时不存在布儒斯特角。因此，对任意极化（线极化，圆极化或椭圆
极化波）的均匀平面波，当它以布儒斯特角θＢ 入射到非铁磁性媒质分界面时，它的平行极
化分量产生全透射，反射波中就只剩下垂直极化分量了。好像起到一个极化滤波的作用，
因此，又将θＢ 称为极化角。
例３．１２　一圆极化在空气中以布儒斯特角入射到参数为μｒ＝１，εｒ＝５，σ＝０的介质

表面上。（１）求反射系数，并说明反射波的极化；（２）求透射系数，并说明透射波的极化。
解：一圆极化波可以分解为振幅相等的垂直极化波和平行极化波的叠加，因而其入射

问题可作为垂直极化入射和平行极化入射来分别处理。
布儒斯特角θＢ 为

θＢ ＝ａｒｃｔａｎ ε２
ε槡（ ）１ ＝ａｒｃｔａｎ ５ε０

ε槡（ ）０
＝６５．９１°

　　（１）求反射系数：
对垂直极化分量，据公式（３．３．１５），得

Γ⊥＝
ｃｏｓ６５．９１°－ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２６５．９１槡 °

ｃｏｓ６５．９１°＋ ε２
ε１ －

ｓｉｎ２６５．９１槡 °
＝－０．６６７
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对平行极化分量，Γ∥＝０
此结果表明，当圆极化波以θｉ＝θＢ 入射时，它的平行极化分量无反射，故反射波中只

有垂直极化分量，是线极化波。
（２）求透射系数：

对垂直极化分量，据公式（３．３．１６），得

τ⊥＝ ２ｃｏｓ６５．９１°

ｃｏｓ６５．９１°＋ ε２
ε１ －

ｓｉｎ２６５．９１槡 °
＝０．３３３

对平行极化分量，据公式（３．３．３１），得

τ∥ ＝
２ ε２
ε槡１
ｃｏｓ６５．９１°

ε２
ε１
ｃｏｓ６５．９１°＋ ε２

ε１ －
ｓｉｎ２６５．９１槡 °

＝０．４４７

　　此结果表明，当圆极化波以θｉ＝θＢ 入射时，其平行极化分量和垂直极化分量都要产
生透射。因τ⊥≠τ∥，故透射波变成椭圆极化波。

３．３．５　垂直极化波对完纯导体表面的斜入射

如图３－１３所示，媒质１是完纯介质，其参数为μ１，ε１，σ１＝０；媒质２为完纯导体，其
参数为μ２，ε２，σ２→∞。垂直极化的均匀平面波从媒质１中以入射角θｉ斜入射到两种媒质
的分界平面上。

图３－１３　垂直极化波对完纯导体的斜入射

因完纯导体的电导率σ２→∞，故其本征阻抗η２→０。则由式（３．３．１３）和式（３．３．１４）
得Γ⊥＝－１，τ⊥＝０。即产生全反射。媒质２中无透射场。此时，媒质１中的电场为

Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝ｅｙＥｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）

Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝－ｅｙＥｉｍｅｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ－ｚｃｏｓθｉ）

故合成波的总电场为

Ｅ１（ｘ，ｚ）＝Ｅｉ（ｘ，ｚ）＋Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝
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ｅｙＥｉｍ（ｅ－ｊｋ１ｚｃｏｓθｉ －ｅｊｋ１ｚｃｏｓθｉ）ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｉ ＝
－ｅｙｊ２Ｅｉｍｓｉｎ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｉ （３．３．３６）

媒质１中的磁场为

Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ １
η１
Ｅｉｍ（－ｅｘｃｏｓθｉ＋ｅｚｓｉｎθｉ）ｅｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）

Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝－Ｅｉｍ
η１
（ｅｘｃｏｓθｉ＋ｅｚｓｉｎθｉ）ｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ－ｚｃｏｓθｉ）

故合成波的总磁场为

　　　　　　Ｈ１（ｘ，ｚ）＝Ｈｉ（ｘ，ｚ）＋Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝

－ｅｘ
Ｅｉｍ
η１
ｃｏｓθｉ（ｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）＋ｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ－ｚｃｏｓθｉ））

＋ｅｚ
Ｅｉｍ
η１
ｓｉｎθｉ（ｅｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）－ｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ－ｚｃｏｓθｉ））

即媒质１中的磁场有两个分量

　　　　　　　Ｈ１ｘ（ｘ，ｚ）＝－２Ｅｉｍ
η１
ｃｏｓθｉ·ｃｏｓ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）ｅ－ｊｋ１ｘｓｉｎθｉ

和

　　　　　　　Ｈ１ｚ（ｘ，ｚ）＝ｊ２Ｅｉｍ
η１
ｓｉｎθｉ·ｓｉｎ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）ｅｊｋ１ｘｓｉｎθ

烍

烌

烎
ｉ

（３．３．３７）

　　从式（３．３．３６）和式（３．３．３７）可以看出，垂直极化波斜入射到完纯导体平面边界时，有
如下特性：

（１）在垂直于导体边界的方向上即ｚ方向，合成波呈驻波分布，此方向上传播的平均
功率为零。

（２）因子ｅｊｋ１ｘｓｉｎθｉ表明合成波沿＋ｘ方向传播，此方向上的相位常数为β＝ｋ１ｘ＝
ｋ１ｓｉｎθｉ，故相速为

ｖｐｘ ＝ω
β
＝ ω
ｋ１ｓｉｎθｉ ＝

ｖｐ１
ｓｉｎθｉ ＞

ｖｐ１

在传播方向上没有电场分量，但有磁场分量；称这种波为电波（ＴＥ波）。
（３）波的等振幅面是ｚ＝常数的平面，等相位面是ｘ＝常数的平面，故合成波是非均

匀平面波。
（４）由总电场表示式（３．３．３６）可以看出，当ｓｉｎ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）＝０时，无论ｘ为何值，Ｅ１ 总

是零值。由ｓｉｎ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）＝０，得

ｋ１ｚｃｏｓθｉ ＝２πλ１
ｚｃｏｓθｉ ＝－ｎπ，ｎ＝１，２，３，…

故在ｚ＝－ ｎλ１２ｃｏｓθｉ
处装上一块与边界平行的导体板，原先的场分布并不会改变。这样，电

场就在ｚ＝０平面和ｚ＝－ ｎλ１２ｃｏｓθｉ
平面之间来回反射，形成了沿＋ｘ方向传播的波。这就

是平行板波导，此时传播的是ＴＥ波。
例３．１３　有一正弦均匀平面波从空气中入射到位于ｚ＝０处的完纯导体平面上，已

知其电场的复数表示式为
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Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝ｅｙ１０ｅ－ｊ（６ｘ＋８ｚ）（Ｖ／ｍ）

　　（１）求平面波的频率和波长；
（２）写出入射波的电场和磁场的瞬时值表示式；
（３）求入射角；
（４）求反射波的电场和磁场；
（５）求空气中的平均功率密度。
解：（１）这是垂直极化波对完纯导体斜入射的情况，利用图３－１３，据已知的入射波电

场表示式，知

ｋ１ｓｉｎθｉ ＝６　，　ｋ１ｃｏｓθｉ ＝８

故ｋ１＝ ６２＋８槡 ２＝１０　　而ｋ１＝ω μ０ε槡 ０，则频率为

ｆ＝ ω２π＝
ｋ１
２π
· １

μ０ε槡 ０

＝１０２π×
３×１０８ ＝４．７８×１０８Ｈｚ

波长为

λ１ ＝ｖｐｆ ＝
ｃ
ｆ ＝

３×１０８

４．７８×１０８
＝０．６３ｍ

　　（２）入射波的磁场为

Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ １
η１
ｅｉ×Ｅｉ（ｘ，ｚ）

式中的ｅｉ是入射波的传播方向单位矢量，有

ｅｉ ＝ｋ１ｋ１ ＝
ｅｘ６＋ｅｚ８
１０

故

Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ １
１２０π

（ｅｘ６＋ｅｚ８）１１０×ｅｙ１０ｅ
ｊ（６ｘ＋８ｚ）＝

１
１２０π

（－ｅｘ８＋ｅｚ６）ｅｊ（６ｘ＋８ｚ）

则入射波的电场、磁场瞬时值表示式为

　　　　　　Ｅｉ（ｘ，ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｉ（ｘ，ｚ）ｅｊωｔ］＝
ｅｙ１０ｃｏｓ（３×１０９ｔ－６ｘ－８ｚ）（Ｖ／ｍ）

　　　　　　Ｈｉ（ｘ，ｚ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈｉ（ｘ，ｚ）ｅｊωｔ］＝
１
１２０π

（－ｅｘ８＋ｅｚ６）ｃｏｓ（３×１０９ｔ－６ｘ－８ｚ）（Ａ／ｍ）

　　（３）由ｋｉｓｉｎθｉ＝６，得入射角为

θｉ ＝ａｒｃｓｉｎ ６ｋ（ ）１ ＝ａｒｃｓｉｎ ６（ ）１０ ＝３８．８７°
（４）在完纯导体边界上，反射系数Γ⊥＝－１，故反射波的电场和磁场分别为

Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝－ｅｙ１０ｅ－ｊ（６ｘ－８ｚ）（Ｖ／ｍ）
和

Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝ １
η１
ｅｒ×Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝
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１
１２０π

（ｅｘ６－ｅｚ８）１１０×
（－ｅｙ１０ｅ－ｊ（６ｘ－８ｚ））＝

１
１２０π

（－ｅｘ８－ｅｚ６）ｅｊ（６ｘ－８ｚ）（Ａ／ｍ）

　　（５）空气中有入射波和反射波，故平均功率密度为

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ１（ｘ，ｚ）×Ｈ

１ （ｘ，ｚ）］＝

１
２Ｒｅ

［（Ｅｉ（ｘ，ｚ）＋Ｅｒ（ｘ，ｚ））×（Ｈ
ｉ （ｘ，ｚ）＋Ｈ

ｒ （ｘ，ｚ））］

式中 　　　　Ｅ１（ｘ，ｚ）＝Ｅｉ（ｘ，ｚ）＋Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝ｅｙ１０ｅ－ｊ６ｘ（ｅ－ｊ８ｚ－ｅｊ８ｚ）＝

－ｅｙｊ２０ｓｉｎ８ｚｅ－ｊ６ｘ

　　　　　Ｈ
１ （ｘ，ｚ）＝Ｈ

ｉ （ｘ，ｚ）＋Ｈ（ｘ，ｚ）＝

ｅｘ ８
１２０π

ｅｊ６ｘ（－ｅｊ８ｚ－ｅｊ８ｚ）＋ｅｚ ６３７７ｅ
ｊ６ｘ（ｅｊ８ｚ－ｅｊ８ｚ）＝

ｅｘ ８
１２０π

ｅｊ６ｘ（－２ｃｏｓ８ｚ）＋ｅｚ ６
１２０π

ｅｊ６ｘ（ｊ２ｓｉｎ８ｚ）

故

Ｓ平均 ＝ １２
（ｅｘ２０ｓｉｎ８ｚ× ６

３７７×２ｓｉｎ８ｚ
）＝

ｅｘ １π
ｓｉｎ２８ｚ　（Ｗ／ｍ２）

可见，合成波的电磁功率是沿＋ｘ方向传播的。

３．３．６　平行极化波对完纯导体表面的斜入射

分析方法与垂直极化的情况一样。如图３－１４所示，因σ２→∞，故η２→０则由式
（３．３．２８）和式（３．３．２９），得Γ∥＝１，τ∥＝０。即产生全反射，媒质２中无透射场。

图３－１４　平行极化波对完纯导体的斜入射

　　入射波的传播方向单位矢量ｅｉ＝ｅｘｓｉｎθｉ＋ｅｚｃｏｓθｉ故入射波的电场、磁场可写为

Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝ （ｅｘｃｏｓθｉ－ｅｚｓｉｎθｉ）η１Ｈｉｍｅ－ｊ
ｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）
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和

Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ｅｙＨｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｉ＋ｚｃｏｓθｉ）

　　反射波的传播方向单位矢量ｅｒ＝ｅｘｓｉｎθｒ－ｅｚｃｏｓθｒ，故反射波的电场、磁场可写为

Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝ （－ｅｘｃｏｓθｒ－ｅｚｓｉｎθｒ）η１Ｈｉｍｅ－ｊ
ｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ）

和

Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝ｅｙＨｉｍｅ－ｊｋ１（ｘｓｉｎθｒ－ｚｃｏｓθｒ）

考虑到θｒ＝θｉ，媒质１中的合成波的总电场和总磁场分别为

　　　　　　Ｅ１（ｘ，ｚ）＝Ｅｉ（ｘ，ｚ）＋Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝
２η１Ｈｉｍ［－ｅｘｊｃｏｓθｉ·ｓｉｎ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）－ｅｚｓｉｎθｉ·

ｃｏｓ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）］ｅｊｋ１ｘｓｉｎθｉ （３．３．３８）
和

Ｈ１（ｘ，ｚ）＝Ｈｉ（ｘ，ｚ）＋Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝ｅｙ２Ｈｉｍｃｏｓ（ｋ１ｚｃｏｓθｉ）ｅｊｋ１ｘｓｉｎθｉ （３．３．３９）

　　从式（３．３．３８）和式（３．３．３９）可以看出，平行极化波斜入射到完纯导体平面边界时，有
如下特性：

（１）在垂直于导体边界的方向上（即ｚ方向），合成波呈驻波分布，此方向上的平均功
率为零。

（２）因子ｅｊｋ１ｘｓｉｎθｉ表明合成波沿＋ｘ方向传播，相速为ｖｐｘ＝ω
β
＝ ω
ｋ１ｓｉｎθｉ＝

ｖｐ１
ｓｉｎθｉ＞ｖｐ１

。

在传播方向上没有磁场分量，但有电场分量，称这种波为横磁波（ＴＭ波）。
（３）合成波是非均匀平面波。

（４）若在ｚ＝－ ｎλ１２ｃｏｓθｉ
处安装一块与边界平行的导体板，原先的场分布并不会改变。

这样，ｚ＝０平面与ｚ＝－ ｎλ１２ｃｏｓθｉ
构成了另一种平行板波导，其中传播的是ＴＭ波。

例３．１４　频率ｆ＝１００ＭＨｚ的平行极化正弦均匀平面波，在空气中以θｉ＝６０°入射角
入射到ｚ＝０处的完纯导体表面。设入射波磁场的振幅为０．１Ａ／ｍ，方向为ｙ方向。

（１）写出入射波、反射波的电场、磁场表示式；
（２）求完全导体表面上感应面电流密度；
（３）求空气中的平均功率密度。
解：此时Γ∥＝１，τ∥＝０，只在空气中存在入射波和反射波。空气的本征阻抗η０＝

μ０
ε槡０
＝３７７Ω，而

ω＝２πｆ＝２π×１００×１０６ ＝２π×１０８（ｒａｄ／ｓ）

ｋ１ ＝ω μ０ε槡 ０ ＝２π×１０８× １
３×１０８

＝２π３
（ｒａｄ／ｍ）

　　（１）入射波的电场、磁场分别为

Ｅｉ（ｘ，ｚ）＝ （ｅｘｃｏｓ６０°－ｅｚｓｉｎ６０°）３７７×０．１ｅ－ｊ
２π
３（ｘｓｉｎ６０°＋ｚｃｏｓ６０°）＝

（ｅｘ０．５－ｅｚ０．８６６）３７．７ｅ－ｊ
２π
３（０．８６６ｘ＋０．５ｚ）

和
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Ｈｉ（ｘ，ｚ）＝ｅｙ０．１ｅ－ｊ
２π
３（０．８６６ｘ＋０．５ｚ）

反射波的电场、磁场分别为

Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝ （－ｅｘｃｏｓ６０°－ｅｚｓｉｎ６０°）３７７×０．１ｅ－ｊ
２π
３（ｘｓｉｎ６０°－ｚｃｏｓ６０°）＝

（－ｅｘ０．５－ｅｚ０．８６６）３７．７ｅ－ｊ
２π
３（０．８６６ｘ－０．５ｚ）

和

Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝ｅｙ０．１ｅ－ｊ
２π
３（０．８６６ｘ－０．５ｚ）

　　（２）空气中，合成波的总电场和总磁场分别为

　　　　　　　Ｅ１（ｘ，ｚ）＝Ｅｉ（ｘ，ｚ）＋Ｅｒ（ｘ，ｚ）＝

２×３７７×０．１［－ｅｘｊｃｏｓ６０°·ｓｉｎ（２π３×０．５ｚ
）－

ｅｚｓｉｎ６０°·ｃｏｓ（２π３×０．５ｚ
）］ｅ－ｊ

２π
３×０．８６６ｘ＝

７５．４［－ｅｘｊ０．５ｓｉｎ（π３ｚ
）－ｅｚ０．８６６ｃｏｓ（π３ｚ

）］×

ｅ－ｊ
２π
３×０．８６６ｘ　（Ｖ／ｍ）

和

　　　　　　　Ｈ１（ｘ，ｚ）＝Ｈｉ（ｘ，ｚ）＋Ｈｒ（ｘ，ｚ）＝

ｅｙ２×０．１ｃｏｓ（
２π
３ｚ×ｃｏｓ６０°

）ｅ－ｊ
２π
３ｘｓｉｎ６０°＝

ｅｙ０．２ｃｏｓ（π３ｚ
）ｅ－ｊ

２π
３×０．８６６ｘ　（Ａ／ｍ）

故完纯导体表面上的面电流密度为

　　　　　　　ＪＳ（ｘ，ｚ）＝ｎ×Ｈ１（ｘ，ｚ）ｚ＝０＝

－ｅｚ×ｅｙ０．２ｃｏｓ（π３ｚ
）ｅ－ｊ

２π
３×０．８６６ｘ｜ｚ＝０＝

ｅｘ０．２ｅ－ｊ
２π
３×０．８６６ｘ　（Ａ／ｍ）

（３）平均功率密度为

　　　　　　　Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅ１（ｘ，ｚ）×Ｈ１（ｘ，ｚ）］＝

１
２Ｒｅ ７５．４ －ｅｘｊ０．５ｓｉｎ

π
３ｚ－ｅｚ０．８６６ｃｏｓ

π
３（ ）ｚｅ－ｊ２π３×０．８６６［ ｘ

×ｅｙ０．２ｃｏｓπ３ｚｅ
ｊ２π３×０．８６６ ］ｘ ＝

ｅｘ６．５３ｃｏｓ２ π３（ ）ｚ 　（Ｗ／ｍ２）
可见，电磁功率是沿ｘ方向流动的。

练　习　题

３．３－１　例题３９中，临界角θｃ＝？计算入射波和反射波的平均功率密度，并验证满
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足能量守恒。

３．３－２　在“平行极化波对完纯介质表面的斜入射”的分析中，若用反射波电场的切
向分量与入射波电场的切向分量的比值定义反射系数Γ′∥；用透射波电场的切向分量与
入射波电场的切向分量的比值定义透射系数τ′∥。试推导出Γ′∥和τ′∥的表示式，并与式
（３．３．２８）和式（３．３．２９）比较。

３．３－３　媒质１（参数为μ１，ε１；σ１＝０）和媒质２（参数为μ２，ε２；σ２＝０）都是非铁磁性媒
质（μ１＝μ２＝μ０），均匀平面波从媒质１中斜入射到媒质分界面上。试判断在什么条件下
存在临界角θｃ？

（１）ε１＞ε２；（２）ε１＜ε２；（３）ε１＞ε２ 或ε１＜ε２ 皆可。

３．３－４　什么叫布儒斯特角？试判断在什么条件下在媒质１（参数为μ０，ε１；σ１＝０）和
媒质２（参数为μ０，ε２；σ２＝０）的分界面上存在布儒斯特角？

（１）入射波为平行极化波；
（２）入射波为垂直极化波；
（３）对入射波的极化无要求，但需ε１＞ε２。

３．３－５　对于平行极化波，在两种非铁磁性媒质的分界面上，临界角θｃ 和布儒斯特
角θＢ 之间有什么关系？

习　题

３－１　沿＋ｚ方向传播的均匀平面波的电场为

Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１００ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）＋ｅｙ２００ｃｏｓ（ωｔ－βｚ）　（Ｖ／ｍ）

　　（１）根据麦克斯韦方程求出与Ｅｉ（ｚ，ｔ）相伴的磁场Ｈｉ（ｚ，ｔ）；
（２）该均匀平面波垂直入射到ｚ＝０处的完纯导体表面，求ｚ＜０区域中合成波的总

电场Ｅ总 和总磁场Ｈ总。
（３）求完纯导体表面上感生的面电流密度。

３－２　有一频率ｆ＝１００ＭＨｚ、ｙ方向极化的正弦均匀平面波，从空气中垂直入射到

ｘ＝０处的完纯导体平面上，设ｘ＝０处的电场振幅为６Ｖ／ｍ。
（１）确定距导体平面最近的合成波的总电场为零的位置；
（２）确定距导体平面最近的合成波的总磁场为零的位置。

３－３　频率为１６ＧＨｚ的正弦均匀平面波，在聚苯乙烯中沿＋ｚ方向传播，在ｚ＝０．８２
ｃｍ处，投射到完纯导体表面上。已知聚苯乙烯的相对介电常数εｒ＝２．５５，求：

（１）合成波的总电场为零的位置；
（２）聚苯乙烯中，Ｅｍａｘ／Ｈｍａｘ＝？

３－４　媒质１的参数为ε１＝４ε０，μ１＝μ０，σ１＝０；媒质２的参数为ε２＝１０ε０，μ２＝４μ０，σ２
＝０。媒质分界面ｚ＝０处的电场振幅为２．４Ｖ／ｍ。角频率ω＝５×１０８ｒａｄ／ｓ的正弦均匀平
面波，从媒质１中垂直入射到ｚ＝０的分界面上，求：

（１）媒质１和媒质２中的相位常数；
（２）反射系数；
（３）媒质１中的合成波的总电场；
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（４）媒质２中的透射波电场。

３－５　角频率ω＝３００×１０６ｒａｄ／ｓ的正弦均匀平面波，在ε１＝９ε０ 的介质中沿＋ｚ方向
传播，在ｚ＝０处垂直入射到ε２＝４ε０ 的另一种介质。已知入射波的电场振幅为０．１Ｖ／ｍ，
求：

（１）反射系数；
（２）透射系数；
（３）入射波、反射波和透射波的平均功率密度，并验证满足能量守恒。

３－６　正弦均匀平面波从本征阻抗为η１ 的媒质１垂直入射到本征阻抗为η２ 的媒质

２，试证明：两种媒质中的平均功率密度相等。

３－７　试证明：均匀平面波垂直入射到两种无损耗媒质的分界平面时，若反射系数和
透射系数的大小相等，则驻波系数为３。

３－８　电场为Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１０ｃｏｓ（３π×１０９ｔ－１０πｚ）　（Ｖ／ｍ）的均匀平面波，从空气
（ｚ＜０区域）中垂直入射到ｚ＝０的平面边界上。ｚ＞０区域的参数为μ２＝μ０，ε２＝４ε０，σ２＝
０，试求ｚ＞０区域中的电场和磁场。

３－９　媒质１为空气（μ１＝μ０，ε１＝ε０，σ１＝０），媒质２为有损耗媒质（μ２＝５μＨ／ｍ，ε２
＝２０ｐＦ／ｍ，σ２＝０．００４Ｓ／ｍ），分界面为ｚ＝０的平面，电场为Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１００ｅ－ｄ１ｚ×
ｃｏｓ（１０８ｔ－β１ｚ）（Ｖ／ｍ）均匀平面波垂直入射到分界面上，求：

（１）衰减常数α１ 和相位常数β１；
（２）反射系数和反射波的电场；
（３）衰减常数α２ 和相位常数β２；
（４）透射波的电场。

３－１０　频率ｆ＝５ＧＨｚ的均匀平面波，从媒质１中垂直入射到媒质２，两种媒质的分
界面为ｚ＝０的平面。已知媒质１的参数为ε１＝４ε０，μ１＝μ０，σ１＝０；媒质２的参数为ε２＝
２ε０，μ２＝５０μ０，σ２＝２０Ｓ／ｍ。设入射波的磁场为Ｈｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｙｃｏｓ（ωｔ－β１ｚ）（Ａ／ｍ），求进入
媒质２的平均功率密度。

３－１１　如题３－１１图所示，在ｚ＞０区域，媒质的介电常数为ε３＝ε３ｒε０，在此媒质的
表面放置厚度为ｄ，介电常数为ε２＝ε２ｒε０ 的介质层。对于由左边垂直投射过来的均匀平

面波，试证明：当ε２ｒ＝ ε槡３ｒ且ｄ＝ ｄ
４ ε槡２ｒ

时，在ｚ＝－ｄ的界面上不产生反射。

题３－１１图 题３－１２图
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　　３－１２　电场为Ｅｉ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｉｍｃｏｓ（ωｔ－β１ｚ）的均匀平面波，从媒质１（参数为μ１，ε１）
中垂直入射到一块以完纯导体板为基片、厚度为ｄ的无损耗介质（参数为μ２，ε２）板上，如
题３－１２图所示。

（１）求媒质１中的反射波Ｅｒ（ｚ，ｔ）；
（２）求媒质１中，合成波的总电场Ｅ１（ｚ，ｔ）；
（３）求媒质２中，合成波的总电场Ｅ２（ｚ，ｔ）；
（４）求媒质１和媒质２中的平均功率密度；
（５）欲使Ｅ１（ｚ，ｔ）与无损耗介质板不存时相同，厚度ｄ应为多少？

　　３－１３　工作波长λ０＝３ｃｍ的均匀平面波从空气中垂直入射到天线罩平面上，该天
线罩材料的参数为μｒ＝１，εｒ＝４．９，σ＝０，如题３－１３图所示。

（１）天线罩的厚度为多少时才没有反射？
（２）当入射波频率降低１０％时，有多少入射功率透过天线罩？

题３－１３图 题３－１４图

　　３－１４　从卫星或飞机上对地球进行微波遥感时，用辐射计测量湖上冰层的厚度，如
题３－１４图所示。设冰层的介电常数ε＝３．２（１＋ｊ０．０１）ε０，冰层的下面是水。若将水视
为理想的反射体，试找出用空气中的波长来表示辐射计能测量的冰层厚度。

　　３－１５　已知均匀平面波的电场复数表示式为

Ｅ（ｙ，ｚ）＝ｅｘ３７７ｅｊ０．５ｙｅ－ｊ０．８６６ｚ（Ｖ／ｍ）
当该平面波以入射角θｉ＝３０°从空气中入射到无损耗媒质（εｒ＝９）表面上时。

（１）计算该平面波的频率；
（２）写出空气中和无损耗媒质中的电场和磁场表示式；
（３）计算无损耗媒质中的平均功率密度。

３－１６　自由空间的正弦均匀平面波以导体平面的法线成６０°的角入射到完纯导体
表面，入射波的电场垂直于入射平面，在ｔ＝０和ｚ＝０时电场的振幅为３７．７Ｖ／ｍ，如题３
－１６图所示。若波的角频率ω＝３×１０９ｒａｄ／ｓ。

（１）写出自由空间的入射波、反射波以及合成波的场量表示式；
（２）求出自由空间的平均功率密度，指出电磁功率流动方向。

　　３－１７　垂直极化的均匀平面波，从水下的发射源以入射角θｉ＝２０°投射到水与空气
的水界平面上。对于淡水，其参数为μｒ＝１，εｒ＝８１，σ＝０。求：

（１）临界角；
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题３－１６图

（２）分界面上的反射系数Γ⊥和透射系数τ⊥；
（３）透射波在空气中传播距离为一个波长时的衰减量（以ｄＢ表示）。

３－１８　均匀平面波从空气斜入射到εｒ＝２．５，μｒ＝０的无损耗介质板上。
（１）欲使入射波的电场矢量平行于入射平面时不产生反射，入射角应为多少？
（２）若该平面波是从无损耗介质斜入射到空气，要产生全反射，入射角应取多少？

３－１９　一直线极化波从自由空间斜入射到无损耗介质平面，该介质的参数为εｒ＝４，

μｒ＝１。已知入射波的电场矢量与入射平面的夹角为４５°。
（１）要使反射波中只有垂直极化波，应以多大角度入射？
（２）在此情况下，反射波的平均功率密度是入射波的百分之几？

３－２０　一平行极化波斜入射到两种非铁磁无损耗介质的分界平面上，入射角为θｉ。
设入射波的归一化电场值为Ｅｉ＝１，反射波的归一化电场值则为Γ。试求透射波电场矢量
与分界平面平行的分量Ｅｔｐ以及与分界平面垂直的分量Ｅｔｎ，并根据能量平衡关系求出反
射系数Γ。

３－２１　频率ｆ＝３００ＭＨｚ的均匀平面波，从εｒ＝４，μｒ＝１的无损耗媒质中斜入射到
与空气的分界平面上。

（１）求该均匀平面波在两种媒质中的波长；
（２）求临界角；
（３）若该平面是圆极化波，欲在空气中得到单一线极化波，应以什么角度入射？

３－２２　一垂直极化波从介质（μ１＝μ０，ε１＝ε０）斜入射到铁磁材料（μ２＝μｒμ０，ε２＝ε０），
试证明也存在一个无反射的布儒斯特角。

３－２３　一右旋圆极化波以θｉ＝４５°从空气中入射到；（１）完纯导体平面；（２）聚苯乙
烯（εｒ＝２．７）平面。试求两种情况下反射波的极化状态。
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第四章　导行电磁波

在第二章中我们讨论了电磁波在无界空间的传播特点，而前一章研究了电磁波的反
射与透射。当存在两种不同媒质分界面时，在一定的条件下，电磁波的能量将被束缚在此
表面上，而沿表面传播。这时电磁波可称为被导波，而此表面则构成一个波导。在微波系
统中，这种能把电磁波能量从一处传送到另一处的装置称为导波系统。
常用的导波系统可分为以下三类。

１波导管
由单根封闭的柱形导体空管构成，电磁波在管内传播，简称为波导，如图４－１（ａ）所

示的矩形波导。

２．传输线
由两根或两根以上平行导体构成，通常工作在其主模（ＴＥＭ）或准横电磁波，故称

ＴＥＭ波传输线，如图４－１（ｂ）所示的平行双线和同轴线。

３表面波波导
由单根介质或敷介质层的导体构成，电磁波沿其表面传播，如图４－１（ｃ）所示的微带线。

图４－１　常用导波系统
（ａ）矩形波导；（ｂ）双线及同轴线；（ｃ）微带线。

对导波系统的讨论可采用“场”和“路”的两种分析方法。

１．“场”分析法
（１）由麦克斯韦方程组得到导波系统内电磁场各分量间的关系。
（２）由波动方程及相应的边界条件求出导波系统内的电磁场分布。



（３）由得到的场分布可讨论导波系统内电磁波的传播特性。

２．“路”分析法
在一定的条件下，以上“场”问题中的电场、磁场可用“路”问题中的电压、电流等效，这

时：
（１）引入分布参数，得到等效电路。
（２）利用基尔霍夫定律求出电压、电流。
（３）讨论传播特点。
本章我们将用“场”的方法讨论矩形波导、圆柱形波导及同轴线波导中的电磁场分布、

传播特性以及功率传输、损耗问题。除此之外，这一章中还将介绍谐振腔。对矩形谐振腔
和圆柱形谐振腔内的不同模式、场分布、谐振频率及品质因数进行分析和讨论。而在下一
章中，我们将用“路”的方法讨论传输线的问题。

４．１　均匀波导的一般特性

４．１．１　横向场分量与纵向场分量的关系

　　在这一节中，我们将讨论电磁波沿均匀导波系统传播的一般特性，其中包括场结构及
传播特性。为使讨论简单而又不失一般性，设：

（１）波导的横截面沿ｚ方向是均匀的，电磁波沿＋ｚ方向传播。
（２）波导壁由理想导体构成，即σ＝∞。
（３）波导内填充的媒质为完纯介质，即σ＝０，且各向同性。
（４）所讨论的波导区域内没有源分布，即ρ＝０，Ｊ＝０。
（５）波导内的场随时间作简谐变化。
考虑如图４－２所示的沿ｚ轴方向放置的任意横截面形状的波导。由假设（１）和　　

图４－２　任意截面的均匀波导

（５）可将波导内的电场和磁场的复矢量表示为

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ （４．１．１）

Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｈ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ （４．１．２）
式中，γ为传播常数。由假设条件（４），区域内没有源分布，根据亥姆霍兹方程，波导内电
磁场分别满足下列方程：

２Ｅ＋ｋ２Ｅ＝０ （４．１．３）

２Ｈ＋ｋ２Ｈ＝０ （４．１．４）
式中，Ｅ和Ｈ 都是三维矢量，ｋ是波数，且有
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ｋ＝ω μ槡ε （４．１．５）

　　由于电场和磁场都是三维矢量，故两个矢量亥姆霍兹方程式（４．１．３）和式（４．１．４）可
化为６个标量方程，以直角坐标为例，即

Ｅ＝ｅｘＥｘ＋ｅｙＥｙ＋ｅｚＥｚ
Ｈ＝ｅｘＨｘ＋ｅｙＨｙ＋ｅｚＨｚ

则由亥姆霍兹方程，得

２Ｅｘ＋ｋ２Ｅｘ ＝０ （４．１．６ａ）

２Ｅｙ＋ｋ２Ｅｙ ＝０ （４．１．６ｂ）

２Ｅｚ＋ｋ２Ｅｚ ＝０ （４．１．６ｃ）
和

２Ｈｘ＋ｋ２Ｈｘ ＝０ （４．１．７ａ）

２Ｈｙ＋ｋ２Ｈｙ ＝０ （４．１．７ｂ）

２Ｈｚ＋ｋ２Ｈｚ ＝０ （４．１．７ｃ）

　　因为以上各分量不是完全独立的，故勿需全部求解所有的６个方程。我们可以利用
麦克斯韦方程得到电磁场６个分量的关系，从而就能简化整个求解过程。
由×Ｅ＝－ｊωμＨ，得

Ｅｚ
ｙ ＋γ

Ｅｙ ＝－ｊωμＨｘ （４．１．８ａ）

Ｅｚ
ｘ ＋γ

Ｅｘ ＝ｊωμＨｙ （４．１．８ｂ）

Ｅｙ
ｘ －

Ｅｘ
ｙ ＝－ｊωμＨｚ （４．１．８ｃ）

由×Ｈ＝ｊωεＥ，得

Ｈｚ
ｙ ＋γ

Ｈｙ ＝ｊωεＥｘ （４．１．９ａ）

Ｈｚ
ｘ ＋γ

Ｈｘ ＝－ｊωεＥｙ （４．１．９ｂ）

Ｈｙ
ｘ －

Ｈｘ
ｙ ＝ｊωεＥｚ （４．１．９ｃ）

其中，由于假设条件Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ，Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｈ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ，故场量Ｅ和Ｈ
对ｚ的偏微分已通过将相应的场量乘以（－γ）因子来代替，且以上各式中已略去了共同的
因子ｅ－γｚ。将这些方程做适当的运算即可得到波导中横向场分量Ｅｘ、Ｅｙ。Ｈｘ、Ｈｙ 和纵
向场分量Ｅｚ、Ｈｚ 的关系式，即

Ｈｘ ＝ １
γ２＋ｋ２

（ｊωεＥｚｙ －γ
Ｈｚ
ｘ
） （４．１．１０ａ）

Ｈｙ ＝ －１
γ２＋ｋ２

（ｊωεＥｚｘ ＋γ
Ｈｚ
ｙ
） （４．１．１０ｂ）

Ｅｘ ＝ －１
γ２＋ｋ２

（ｊωμ
Ｈｚ
ｙ ＋γ

Ｅｚ
ｘ
） （４．１．１０ｃ）

Ｅｙ ＝ １
γ２＋ｋ２

（ｊωμ
Ｈｚ
ｘ －γ

Ｅｚ
ｙ
） （４．１．１０ｄ）

３３１



　　由式（４．１．１０）可知：
（１）只需由标量亥姆霍兹方程式（４．１．６ｃ）和式（４．１．７ｃ）求解出Ｅｚ 和Ｈｚ，代入式（４．

１．１０）即可求出其余的场分量。
（２）由标量亥姆霍兹方程式（４．１．６ｃ）或式（４．１．７ｃ）求解Ｅｚ 或Ｈｚ 的同时，也可求出

传播常数γ，从而可对波导中电磁波的传播特性进行讨论。
（３）可根据Ｅｚ 和Ｈｚ 的存在情况，将波导中传播的电磁波分为三种类型，即ＴＥＭ波、

ＴＥ波和ＴＭ波。

４．１．２　ＴＥＭ波

如果波导中传播的电磁波不存在Ｅｚ 分量和Ｈｚ 分量，这种波称为横电磁波，即ＴＥＭ
波。由式（４．１．１０）可知，若Ｅｚ＝０，Ｈｚ＝０，除非ｋ２＋γ２＝０，否则式（４．１．１０）只有零解。
因此，在波导中存在ＴＥＭ的条件是

γ２＋ｋ２ ＝０ （４．１．１１）
得

γ＝ｊｋ＝ｊω μ槡ε
ＴＥＭ波的传播常数为

γＴＥＭ ＝ｊω μ槡ε （４．１．１２）
这与无界空间无耗媒质中均匀平面波的传播常数的表示式完全相同。

ＴＥＭ波的相速度为

ｖｐ（ＴＥＭ）＝ωｋ ＝
１

μ槡ε
（４．１．１３）

该相速度与频率无关，可见在波导中传播的ＴＥＭ波不存在色散。
由式（４．１．８ｂ）和式（４．１．９ａ），且令Ｅｚ 和Ｈｚ 为零，得ＴＥＭ波的波阻抗为

ＺＴＥＭ ＝ＥｘＨｙ
＝ｊωμγＴＥＭ ＝

γＴＥＭ
ｊωε

（４．１．１４）

由式（４．１．１２），得

ＺＴＥＭ ＝ μ槡ε ＝η （４．１．１５）

波导中ＴＥＭ波的波阻抗等于介质的本征阻抗。同理由式（４．１．８ａ）和式（４．１．９ｂ），且令

Ｅｚ 和Ｈｚ 为零，则

Ｅｙ
Ｈｘ
＝－ｊωμγＴＥＭ ＝－

ＺＴＥＭ （４．１．１６）

由式（４．１．１４）和式（４．１．１６），可以得到在波导中沿＋ｚ方向传播的ＴＥＭ波的电场和磁场
的关系为

Ｈ＝ １
ＺＴＥＭ

ｅｚ×Ｅ （４．１．１７）

　　单导体波导不能支承ＴＥＭ波，这是因为ＴＥＭ 波的Ｈｚ＝０，故其磁力线应在横截面
内闭合，这就要求波导内有纵向的电流———传导电流或位移电流。而单导体波导内没有
导体，故不存在传导电流。又因为ＴＥＭ 波的Ｅｚ＝０，故没有纵向的位移电流。因此，单
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导体波导不能传播ＴＥＭ波。反之，对于含有内导体的同轴线，双导体的带状线或双线传
输线则可以支承ＴＥＭ波。

４．１．３　ＴＭ波

如果波导中传播的电磁波不存在Ｈｚ 分量，这种波称为横磁波，即ＴＭ 波又称Ｅ波。

ＴＭ波的特点是γ２＋ｋ２≠０，为此可令

ｋ２ｃ ＝γ２＋ｋ２ （４．１．１８）
式中，ｋｃ称为截止波数。
由式（４．１．１０）可知，对于ＴＭ波，只要知道Ｅｚ，其余的场分量即可求出。而Ｅｚ 满足

２Ｅｚ＋ｋ２Ｅｚ ＝０
而

Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅｚ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ

２ ＝ ２ｔ ＋
２

ｚ２

式中，２ｔ 在直角坐标系中可表示为

２ｔ ＝ 
２

ｘ２＋
２

ｙ２

于是Ｅｚ 满足的方程变为

２ｔＥｚ＋（γ２＋ｋ２）Ｅｚ ＝０
或

（
２

ｘ２＋
２

ｙ２
）Ｅｚ＋ｋ２ｃＥｚ ＝０ （４．１．１９）

这是一个二阶偏微分方程，在具体的问题中，利用Ｅｚ 满足的边界条件，即可求得满足边
界条件和方程的解ｋｃ（ｍｎ）和Ｅｚ（ｍｎ）。求出Ｅｚ 后，再考虑Ｈｚ＝０，利用（４．１．１０）可得到ＴＭ
波的场分量为

Ｈｘ ＝ｊωεｋ２ｃ
Ｅｚ
ｙ

（４．１．２０ａ）

Ｈｙ ＝－ｊωεｋ２ｃ
Ｅｚ
ｘ

（４．１．２０ｂ）

Ｅｘ ＝－γｋ２ｃ
Ｅｚ
ｘ

（４．１．２０ｃ）

Ｅｙ ＝－γｋ２ｃ
Ｅｚ
ｙ

（４．１．２０ｄ）

　　ＴＭ波在波导中的传播特性，由传播常数γ的取值范围决定。由式（４．１．１８），传播常
数γ为

γ＝ ｋ２ｃ－ｋ槡 ２ ＝ ｋ２ｃ－ω２μ槡 ε （４．１．２１）

　　我们知道，只有当γ为纯虚数时，波才能在波导中传播，反之，γ为实数时，波在波导
中呈衰减状态。因此，波在波导中究竟是传播还是截止，其分界点是γ＝０，而此时

ｋ＝ｋｃ
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即

ω μ槡ε＝ｋｃ

ω＝ωｃ＝ ｋｃ
μ槡ε

（４．１．２２）

称为波导的截止角频率。

ｆｃ＝ωｃ２π＝
ｋｃ

２π μ槡ε
（４．１．２３）

则称为波导的截止频率。

λｃ＝ ｖｆｃ＝
２π
ｋｃ

（４．１．２４）

称为波导的截止波长。
（１）ｆ＞ｆｃ即工作频率高于截止频率时，ｋｃ＜ｋ，γ为纯虚数，波导内可以传播电磁波。

此时有关波传播的特性参数：
传播常数为

γ＝ｊβ＝ｊｋ １－ ｋｃ（ ）ｋ槡
２

＝ｊｋ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．２５）

　　相位常数为

β＝ｋ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．２６）

　　波导波长（电磁波在波导中相应的波长）为

λｇ ＝２π
β
＝ λ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＞λ （４．１．２７）

式中

λ＝２πｋ ＝
１

ｆ μ槡ε
＝ｖｆ

是频率为ｆ的均匀平面波在无界空间（μ，ε）中传播时的波长。
相速度为

ｖｐ＝ω
β
＝ ｖ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＞ｖ （４．１．２８）

式中

ｖ＝ １

μ槡ε
为无界空间（μ，ε）电磁传播的相速度。
由式（４．１．２８）可见，在波导内，电磁波传播的相速度与频率有关，因此，波导是一种色

散系统。
群速度
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利用式（２．３．３３）可得到波导系统中的群速为

ｖｇ ＝ １
ｄβ／ｄω

＝ｖ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＜ｖ

上式表明群速同样与频率有关，且小于无界空间的传播速度。
波阻抗

ＺＴＭ ＝ＥｘＨｙ
＝－ＥｙＨｘ

由式（４．１．２０）得

ＺＴＭ ＝ γｊωε
（４．１．２９）

将式（４．１．２５）中的γ表达式代入上式，得

ＺＴＭ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＜η （４．１．３０）

式中

η＝ μ槡ε
为媒质（ε，μ）的本征阻抗。
沿＋ｚ方向传播的ＴＭ的电场和磁场的关系为

Ｈ＝ １
ＺＴＭ

（ｅｚ×Ｅ）

　　（２）ｆ＜ｆｃ即工作频率低于截止频率时，ｋｃ＞ｋ，γ为实数，即

γ＝α＝ｋｃ １－ ｆ
ｆ（ ）ｃ槡

２
（４．１．３１）

传播常数变为衰减常数。由此可见，在波导中只能传播电磁波的频率高于某一截止频率
的电磁波。因此，波导具有高通滤波器的特性。
将式（４．１．３１）代入式（４．１．２９），得出ｆ＜ｆｃ时ＴＭ波的波阻抗为

ＺＴＭ ＝－ｊｋｃωε
１－ ｆ

ｆ（ ）ｃ槡
２

（４．１．３２）

此时的波阻抗是纯电抗，这表明没有有功功率与衰减模相伴。
对于前面的结论，我们可由图４－３（ａ）和图４－３（ｂ）直观地看出：
（１）当λｃ＝∞时，λｇ＝λ，ｖｐ＝ｖ，λｇ、ｖｐ与频率无关，这是一种特殊情况。

（２）当λ＝λｃ时，λｇ＝∞，ｖｐ＝∞，此时电磁波的相移β＝
２π
λｇ
＝０，表明电磁波不能传播。

（３）当λ／λｃ＜１时，ｖｐ和λｇ是频率的函数。

４．１．４　ＴＥ波

如果波导中传播的电磁波不存在Ｅｚ 分量，这种波称为横电波，即ＴＥ波，又称 Ｈ波。

ＴＥ波的特点仍然是γ２＋ｋ２≠０，同样可令

ｋ２ｃ ＝γ２＋ｋ２

式中，ｋｃ称为截止波数。
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图４－３　λｇ／λ与λ／λｃ的关系曲线（ａ），

ｖｐ／ｖ、ｖｇ／ｖ与λ／λｃ的关系曲线（ｂ）

由式（４．１．１０）可知，对于ＴＥ波，只要知道Ｈｚ，其余的场分量即可求出，而Ｈｚ 满足

２Ｈｚ＋ｋ２Ｈｚ ＝０
将

Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｈｚ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ

和

２ ＝ ２ｔ ＋
２

ｚ２

代入上式，得

２ｔＨｚ＋（γ２＋ｋ２）Ｈｚ ＝０
在直角坐标下：

２

ｘ２＋
２

ｙ（ ）２ Ｈｚ＋ｋ２ｃＨｚ ＝０ （４．１．３３）

和ＴＭ波类似，在具体的问题中，利用Ｈｚ 满足的边界条件，即可求得满足边界条件和方
程的解ｋｃ（ｍｎ）和Ｈｚ（ｍｎ）。求出Ｈｚ 后，再考虑Ｅｚ＝０，利用式（４．１．１０）可得到ＴＥ波的场分
量为

Ｈｘ ＝－γｋ２ｃ
Ｈｚ
ｘ

（４．１．３４ａ）

Ｈｙ ＝－γｋ２ｃ
Ｈｚ
ｙ

（４．１．３４ｂ）

Ｅｘ ＝－ｊωμｋ２ｃ
Ｈｚ
ｙ

（４．１．３４ｃ）

Ｅｙ ＝－ｊωμｋ２ｃ
Ｈｚ
ｘ

（４．１．３４ｄ）

　　对于ＴＥ波的传播特性，由于其传播常数

γ＝ ｋ２ｃ－ｋ槡 ２ ＝ ｋ２ｃ－ω２μ槡 ε
与ＴＭ波所满足的关系式相同，因此，可进行相同的分析：

（１）ｆ＞ｆｃ即工作频率大于截止频率时，ｋｃ＜ｋ，γ为纯虚数，波导内可以传播电磁波。
此时有关波传播的特性参数如下：
传播常数为
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γ＝ｊβ＝ｊｋ １－ ｋｃ（ ）ｋ槡
２

＝ｊｋ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．３５）

　　相位常数为

β＝ｋ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．３６）

　　波导波长为

λｇ＝２π
β
＝ λ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＞λ （４．１．３７）

　　相速度为

ｖｐ＝ω
β
＝ ｖ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＞ｖ （４．１．３８）

　　群速度为

ｖｇ＝ １
ｄβ／ｄω

＝ｖ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＜ｖ （４．１．３９）

以上５个式子与ＴＭ波的有关参数表示式完全相同。
波阻抗为

ＺＴＥ ＝ＥｘＨｙ
＝－ＥｙＨｘ

（４．１．４０）

由式（４．１．３４），得

ＺＴＥ ＝ｊωμγ
（４．１．４１）

再将γ的表达式代入，得

ＺＴＥ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＞η （４．１．４２）

此式与式（４．１．３０）表示的ＺＴＭ不同。
沿＋ｚ方向ＴＥ波的电磁场关系

Ｅ＝－ＺＴＥ（ｅｚ×Ｈ）

　　（２）ｆ＜ｆｃ即工作频率小于截止频率时，ｋｃ＞ｋ，γ为实数

γ＝α＝ｋｃ １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．４３）

波阻抗为纯电抗为

ＺＴＥ ＝ｊωμｋｃ
１

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

（４．１．４４）

同样说明在ｆ＜ｆｃ的情况下，波导中是不能传播电磁波的。
例４．１　波长的计算。
当工作频率为截止频率的两倍时，试求波导中ＴＥＭ、ＴＭ和ＴＥ模的波长。
解：当ｆ＝２ｆｃ时，工作频率高于截止频率，所以电磁波在波导中可以传播。
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当ｆ＝２ｆｃ时， ｆｃ（ ）ｆ
２

＝１４
，１－ ｆｃ（ ）ｆ槡

２

＝槡３２＝０．８６６

因此

λＴＥＭ ＝λ＝ｃｆ

λＴＭ ＝ λ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＝ λ
０．８６６＝１．１５５λ＞λ

λＴＥ ＝ λ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＝ λ
０．８６６＝１．１５５λ＞λ

　　例４．２　波阻抗的计算。
当工作频率为截止频率的两倍时，试求波导中ＴＥＭ、ＴＭ和ＴＥ模的波阻抗。
解：ｆ＝２ｆｃ时，工作频率高于截止频率，所以电磁波可以在波导中传播。

当ｆ＝２ｆｃ时， ｆｃ（ ）ｆ
２

＝１４
，１－ ｆｃ（ ）ｆ槡

２

＝０．８６６

因此

ＺＴＥＭ ＝η　　　　　　　　　　

ＺＴＭ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＝０．８６６η＜η

ＺＴＥ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＝ η
０．８６６＝１．１５５η＞η

　　例４．３　波阻抗的计算。

当工作频率为截止频率的１
２
时，试求波导中ＴＥＭ、ＴＭ和ＴＥ模的波阻抗。

解：ｆ＝１２ｆｃ
时，工作频率低于截止频率，所以波导中的模式是截止的或称为迅衰模。

此时除ＴＥＭ模外，ＴＭ和ＴＥ模的波阻抗是纯电抗。

ＺＴＥＭ ＝η　　　　　　　　

ＺＴＭ ＝ｊｋｃωε
１－ ｆ

ｆ（ ）ｃ槡
２

＝－ｊ０．２７６ｋｃｆｃε

ＺＴＥ ＝ｊ ωμ

１－ ｆ
ｆ（ ）ｃ槡

２
＝ｊ３．６３ｆｃμｋｃ

　　通过前面的讨论，我们知道在均匀导波系统中的电磁波传播具有以下特性：
（１）一般均匀导波系统可以传播三种波型，即ＴＥＭ波、ＴＥ波和ＴＭ波。但是单导体

波导不能支承ＴＥＭ波。
（２）ＴＥＭ波不呈现截止性，其传播特性参数与相同媒质无界空间中传播的均匀平面

波的传播特性参数的表示式完全相同。
（３）ＴＭ波和ＴＥ波呈现截止性，当ｆ＞ｆｃ时，波导中可以传播相应的ＴＭ 波或ＴＥ

波模式，但其传播特性参数与无界空间均匀平面波的传播特性参数的表示式则不相同。
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而当ｆ＜ｆｃ时，波导中不能传播ＴＭ波和ＴＥ波，相应的传播常数为实数，而相应的波阻
抗呈现为纯虚数。

练　习　题

４．１－１　试写出电场强度的纵向分量Ｅｚ 和磁场强度的纵向分量Ｈｚ 所满足的矢量

亥姆霍兹方程在圆柱坐标系下的表达式。

４．１－２　一个给定尺寸的导波系统，其截止频率只有一个吗？波导的截止频率取决
于什么因素？

４．１－３　写出圆柱坐标系下，电磁场的横向分量和纵向分量之间的关系。

４．１－４　判断下列说法是否正确：
（１）自由空间传播的均匀平面波电场和磁场及传播方向总是相互垂直的。
（２）导波系统中传播的ＴＥＭ波的电场和磁场及传播方向总是相互垂直的。
（３）导波系统中传播的电磁波的电场和磁场及传播方向总是相互垂直的。

４．２　矩 形 波 导

矩形波导的形状如图４－４所示，其宽边尺寸为ａ，窄边尺寸为ｂ，波导内填充了参数
为ε和μ的完纯介质，波导管壁为理想导体。设电磁波沿＋ｚ方向传播，相应的电磁场为
时谐场，其复数形式为

图４－４　矩形波导

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ （４．２．１）

Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｈ（ｘ，ｙ）ｅ－γｚ （４．２．２）
瞬时值形式（令γ＝ｊβ）为

Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝Ｅ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ（ωｔ－βｚ） （４．２．３）

Ｈ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝Ｈ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ（ωｔ－βｚ） （４．２．４）

　　下面我们将分别讨论矩形波导中的ＴＭ 波和ＴＥ波。由于矩形波导是单导体波导，
所以不能支承ＴＥＭ波。

４．２．１　矩形波导中的ＴＭ波

对于ＴＭ波，由于Ｈｚ＝０，故波导中的场量由Ｅｚ 确定。由式（４．１．１９）得到ＴＭ 波的
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Ｅｚ 分量满足的方程为

２

ｘ２
Ｅｚ＋

２

ｙ２
Ｅｚ＋ｋ２ｃＥｚ ＝０

　　由于波导壁是理想导体构成，依照电磁场的边界条件，在理想导体表面上，电场的切
向分量应为零，即

Ｅｚ（ｘ＝０）＝０ （４．２．５ａ）

Ｅｚ（ｘ＝ａ）＝０ （４．２．５ｂ）

Ｅｚ（ｙ＝０）＝０ （４．２．５ｃ）

Ｅｚ（ｙ＝ｂ）＝０ （４．２．５ｄ）

　　下面利用分离变量法，求解式（４．１．１９）和式（４．２．５）构成的亥姆霍兹方程的边值问
题。
设方程式（４．１．１９）具有分离变量形式的解，即

Ｅｚ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） （４．２．６）
将上式代入式（４．１．１９），得

ｆ″（ｘ）ｇ（ｙ）＋ｆ（ｘ）ｇ″（ｙ）＋ｋ２ｃｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝０ （４．２．７）
上式两边同除以ｆ（ｘ）ｇ（ｙ），得

ｆ″（ｘ）
ｆ（ｘ）＋

ｇ″（ｙ）
ｇ（ｙ）＋

ｋ２ｃ ＝０ （４．２．８）

式（４．２．８）左边第一项仅为ｘ的函数，第二项仅为ｙ的函数，而第三项为常数，因此，要使
其相加为零，只有

ｆ″（ｘ）
ｆ（ｘ）＝－

ｋ２ｘ （４．２．９）

ｇ″（ｙ）
ｇ（ｙ）＝－

ｋ２ｙ （４．２．１０）

且

ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ＝ｋ２ｃ （４．２．１１）
式（４．２．９）的通解为

ｆ（ｘ）＝Ａｓｉｎｋｘｘ＋Ｂｃｏｓｋｘｘ （４．２．１２）
考虑边界条件式（４．２．５ａ），有

Ｅｚ（ｘ＝０）＝０
即

ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＝０
＝０

得

ｆ（０）＝０ （４．２．１３）
将式（４．２．１３）代入式（４．２．１２）中，得

Ｂ＝０ （４．２．１４）

　　由边界条件式（４．２．５ｂ），有

Ｅｚ（ｘ＝ａ）＝０
即
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ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＝ａ
＝０

得

ｆ（ａ）＝０ （４．２．１５）
将式（４．２．１５）代入式（４．２．１２）中，得

Ａｓｉｎｋｘａ＝０
即

ｋｘ ＝ｍπａ 　
（ｍ＝１，２，３，…） （４．２．１６）

于是有

ｆ（ｘ）＝Ａｓｉｎｍπａｘ
（４．２．１７）

同理

ｇ（ｙ）＝Ｃｓｉｎｎπｂｙ
（４．２．１８）

ｋｙ ＝ｎπｂ　
（ｎ＝１，２，３，…） （４．２．１９）

所以我们得到矩形波导中ＴＭ波的纵向场分量

Ｅｚ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ）＝Ｅ０ｓｉｎｍπａｘｓｉｎ
ｎπ
ｂｙ

（４．２．２０）

式中Ｅ０＝ＡＣ为常数，通常由初始条件（激励源）决定。而决定传播特性的截止波数为

ｋ２ｃ ＝ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ ＝
ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ａ
２

（４．２．２１）

　　将式（４．２．２０）代入式（４．１．２０ａ）～式（４．１．２０ｄ），可求得矩形波导中ＴＭ 波的横向场
分量为

　　　　Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－γｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ （４．２．２２ａ）

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－γｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ （４．２．２２ｂ）

Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｊωεｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ （４．２．２２ｃ）

Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－ｊωεｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ （４．２．２２ｄ）

由式（４．２．２１）得到矩形波导中ＴＭ波的截止波数

ｋｃ＝ ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

　　对于矩形波导中ＴＭ波有以下结论：
（１）ｍ和ｎ可以有不同的取值，因此，对于ｍ、ｎ的每一种组合即为一种可能的传播模

式，称为ＴＭｍｎ模。
（２）由其场分布可知，波导中的电磁波沿ｘ、ｙ方向为驻波分布，沿ｚ方向为行波分布

（当γ＝－ｊβ时）。
（３）ＴＭｍｎ模的传播特性参数：
截止频率为
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ｆｃｍｎ ＝ ｋｃ
２π μ槡ε

＝

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

２π μ槡ε
（４．２．２３）

　　截止波长为

λｃｍｎ ＝２πｋｃ ＝
２π

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．２４）

　　当工作频率大于某一模式的截止频率（ｆ＞ｆｃｍｎ）时，在矩形波导中，可以传播该模式

ＴＭｍｎ，相应的传播特性参数为
传播常数

γ＝ ｋ２ｃ－ω２μ槡 ε＝ ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

－ω２μ槡 ε （４．２．２５）

　　相位常数

β＝ ω２με－ｋ槡 ２
ｃ ＝ ω２με－

ｍπ（ ）ａ
２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．２６）

　　波导波长

λｇ＝２π
β
＝ ２π

ω２με－
ｍπ（ ）ａ

２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．２７）

　　相速度

ｖｐ＝ω
β
＝ ω

ω２με－
ｍπ（ ）ａ

２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．２８）

　　群速度

ｖｇ＝ １
ｄβ／ｄω

＝ ω２με－
ｍπ（ ）ａ

２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

ωμε （４．２．２９）

　　波阻抗

ＺＴＭ ＝ γｊωε＝
β
ωε＝ ω２με－

ｍπ（ ）ａ
２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

ωε （４．２．３０）

　　对于矩形波导中的ＴＭ模，由于ｍ和ｎ都不能为零（否则导致场分量只有零解），所
以ＴＭ模式中其截止频率最低的为ＴＭ１１模。
当工作频率小于某一模式的截止频率（ｆ＜ｆｃｍｎ）时，在矩形波导中不能传播该模式的

波，此时，相应的传播常数为实数，成为衰减因子，而波阻抗为纯电抗。
例４．４　矩形波导中ＴＭ模的瞬时值。
已知边长分别为ａ和ｂ的矩形波导，其内填充介电常数和磁导率分别为ε和μ的完

纯介质，试给出该波导中ＴＭ１１模的电磁场瞬时值表达式。
解：将ＴＭ波的复数表示式（４．２．２２）乘以ｅｊωｔ，然后取其实部，并令其中ｍ＝１，ｎ＝１，

则得到ＴＭ１１模的瞬时值表示式。
因为式（４．２．２２）中
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γ＝ｊβ＝ｊ ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

于是式（４．２．２２）乘ｅｊωｔ取实部，得

Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝βｋ２ｃ
π（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝βｋ２ｃ
π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ πｂ（ ）ｙ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）

Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｃｏｓ（ωｔ－βｚ）
Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝－ωεｋ２ｃ

π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ πｂ（ ）ｙ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）
Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝ωεｋ２ｃ

π（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）
Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０

式中ｋｃ＝ π（ ）ａ
２

＋ π（ ）ｂ槡
２
。

例４．５　矩形波导中ＴＭ波的传播特性参数。
已知矩形波导的尺寸为ａ×ｂ，信号源的工作频率为ｆ。波导内填充媒质参数为ε、μ。

试求ＴＭ１１模的传播常数、相位常数、截止波长、波导波长、相速度、群速度及波阻抗。
解：ＴＭ１１模的截止波数为

ｋｃ＝ π（ ）ａ
２

＋ π（ ）ｂ槡
２

则截止波长

λｃ＝２πｋｃ ＝
２π

π（ ）ａ
２

＋ π（ ）ｂ槡
２

由信号源的工作频率ｆ得工作波长为

λ＝ｖｆ ＝
１

ｆ μ槡ε
若λ＞λｃ（即ｆ＜ｆｃ），ＴＭ１１被截止，不能在波导中传播。此时
传播常数

γ＝ ｋ２ｃ－ω２μ槡 ε＝α
为一实数，对波来说成为衰减因子。
其它的传播特性参数，如相位常数、波导波长、相速度、群速度将没有意义，波阻抗为

一纯虚数即纯电抗。
若λ＜λｃ（即ｆ＞ｆｃ），ＴＭ１１波可在波导中传播，此时
传播常数

γ＝ｊβ＝ｊ ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

　　相位常数
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β＝ ω２εμ－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

　　波导波长

λｇ＝２π
β
＝ ２π

ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

　　相速度

ｖｐ＝ω
β
＝ ω

ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

　　群速度

ｖｇ＝ １
ｄβ／ｄω

＝
ω２με－

π（ ）ａ
２

－ π（ ）ｂ槡
２

ωμε
　　波阻抗

ＺＴＭ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＝ ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

ωε

　　例４．６　矩形波导中ＴＭ波的场图。
已知尺寸为ａ×ｂ的矩形波导，画出在ｘｙ平面和ｙｚ平面内ＴＭ１１模的电力线和磁力

线。
解：根据ＴＭ１１波的场分布，在ｘｙ平面内，电力线和磁力线的斜率为

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ Ｅ

＝ ａｂｔａｎ
π
ａ（ ）ｘ ｃｏｔ πｂ（ ）ｙ （４．２．３１）

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ Ｈ

＝－ｂａｃｏｔ
π
ａ（ ）ｘ ｔａｎ πｂ（ ）ｙ （４．２．３２）

利用以上两式，可画出如图４－５（ａ）所示的电场线和磁场线。由以上两式还可得

ｄｙ
ｄ（ ）ｘ Ｅ

· ｄｙ
ｄ（ ）ｘ Ｈ

＝－１ （４．２．３３）

这说明在ｘｙ平面电场Ｅ 和磁场Ｈ 是相互垂直的，再由理想导体的边界条件知道，Ｅ线是
垂直于波导壁，而Ｈ线则与波导壁平行。

同样，在ｙｚ平面，对特定的ｘ值，比如ｘ＝ａ２
处，得

ｄｙ
ｄ（ ）ｚ Ｅ

＝βｋ２ｃ
π（ ）ｂ ｃｏｔ πｂ（ ）ｙ ｔａｎ（ωｔ－βｚ）

而Ｈ只有ｘ分量，图４－５（ｂ）中，画出了ｔ＝０时的Ｅ线和Ｈ 线。

４．２．２　矩形波导中的ＴＥ波

对于ＴＥ波，由于Ｅｚ＝０，故波导中的场量由 Ｈｚ 确定，由式（４．１．３２）得到ＴＥ波的

Ｈｚ 分量满足的方程为

２

ｘ２
Ｈｚ＋

２

ｙ２
Ｈｚ＋ｋ２ｃＨｚ ＝０
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图４－５　矩形波导中ＴＭ１１模的场图
———电场线；－－－－磁场线。

由于波导壁是理想导体构成，依照电磁场的边界条件，在理想导体表面上，电场的切向分
量为零，即

Ｅｙ（ｘ＝０）＝０ （４．２．３４ａ）

Ｅｙ（ｘ＝ａ）＝０ （４．２．３４ｂ）

Ｅｘ（ｙ＝０）＝０ （４．２．３４ｃ）

Ｅｘ（ｙ＝ｂ）＝０ （４．２．３４ｄ）
由于我们要求的是Ｈｚ，因此，对以上的边界条件需要将其转化为用Ｈｚ 表示，根据ＴＥ波
横向场分量与Ｈｚ 的关系式（４．１．３３ｃ）和式（４．１．３３ｄ），可将式（４．２．３４）表示的边界条件
变为

Ｈｚ
ｘ ｘ＝０

＝０ （４．２．３５ａ）

Ｈｚ
ｘ ｘ＝ａ

＝０ （４．２．３５ｂ）

Ｈｚ
ｙ ｙ＝０

＝０ （４．２．３５ｃ）

Ｈｚ
ｙ ｙ＝ｂ

＝０ （４．２．３５ｄ）

　　应用分离变量法求解亥姆霍兹方程（４．１．３２）在式（４．２．３５）条件下的边值问题。
同样设方程式（４．１．３２）具有分离变量形式的解

Ｈｚ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｙ） （４．２．３６）
将上式代入式（４．１．３２），并依照对ＴＭ的相同讨论方法，可得到ｆ（ｘ）和ｇ（ｙ）满足的两个
常微分方程为

ｆ″（ｘ）
ｆ（ｘ）＝－

ｋ２ｘ （４．２．３７）

和

ｇ″（ｙ）
ｇ（ｙ）＝－

ｋ２ｙ （４．２．３８）

且

ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ ＝ｋ２ｃ （４．２．３９）
同样，式（４．２．３７）的通解为

ｆ（ｘ）＝Ａｃｏｓｋｘｘ＋Ｂｓｉｎｋｘｘ （４．２．４０）
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由边界条件式（４．２．３５ａ），即

Ｈｚ
ｘ ｘ＝０

＝０

得

ｆ′（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＝０
＝０

即

ｆ′（ｘ）
ｘ＝０
＝０ （４．２．４１）

由边界条件式（４．２．３５ｂ）

Ｈｚ
ｘ ｘ＝ａ

＝０

得

ｆ′（ｘ）ｇ（ｙ）
ｘ＝ａ
＝０

即

ｆ′（ｘ）
ｘ＝ａ
＝０ （４．２．４２）

将式（４．２．４１）和式（４．２．４２）代入通解式（４．２．４０），可得
Ｂ＝０　　　　　　　

ｋｘ ＝ｍπａ 　　　　ｍ＝０
，１，２，… （４．２．４３）

于是ｆ（ｘ）的解为

ｆ（ｘ）＝Ａｃｏｓｍπａｘ
（４．２．４４）

同理ｇ（ｙ）的解为

ｇ（ｙ）＝Ｄｃｏｓｎπｂｙ
（４．２．４５）

　　　ｋｙ ＝ｎπｂ　　　　
（ｎ＝０，１，２，…） （４．２．４６）

所以

Ｈｚ（ｘ，ｙ）＝Ｈ０ｃｏｓｍπａｘｃｏｓ
ｎπ
ｂｙ

（４．２．４７）

Ｈ０＝ＡＤ为常数，通常由激励源确定。截止波数

ｋ２ｃ＝ ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

（４．２．４８）

将Ｈｚ 的表达式（４．２．４７）代入ＴＥ波的场结构关系式（４．１．３３ａ）～式（４．１．３３ｄ），可
求得矩形波导中ＴＥ波的横向场分量为

Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｊωμｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ　　 （４．２．４９ａ）

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－ｊωμｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ Ｈ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ　　 （４．２．４９ｂ）
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Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝γｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ Ｈ０ｓｉｎ

ｍπ
ａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ　　 （４．２．４９ｃ）

Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝γｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｈ０ｃｏｓ

ｍπ
ａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ　　 （４．２．４９ｄ）

　　对于ＴＥ波，其中ｍ和ｎ也可以有不同的取值，对于ｍ、ｎ的每一种组合，定义为一种
可能的模式，称为ＴＥｍｎ模。与ＴＭｍｎ不同的是，在ＴＭ 模式中，ｍ 和ｎ不能为零，而对于

ＴＥ模，ｍ 和ｎ都可以为零（但是不能同时为零，否则导致场解为零），因此对ＴＥ波存在

ＴＥ１０模和ＴＥ０１模。

ＴＥｍｎ的场结构由式（４．２．４９）确定，相应的截止频率为

ｆｃｍｎ ＝ ｋｃ
２π μ槡ε

＝

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

２π μ槡ε
（４．２．５０）

λｃｍｎ ＝２πｋｃ ＝
２π

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．５１）

λｃ１０ ＝２ａ 　　　　　　（４．２．５２）
因此，ＴＥ１０模是矩形波导（ａ＞ｂ）中截止波长最长（截止频率最低）的模式，称其为矩形波导
中的主模。
当工作频率高于某一模式的截止频率（ｆ＞ｆｃｍｎ）时，矩形波导中可以传播该模式的

ＴＥｍｎ波。由于其截止波数ｋｃｍｎ的表示式与相应ＴＭｍｎ模的截止波数相同，因此，ＴＥｍｎ模的
传播特性参数：传播常数γ、相位常数β、波导波长λｇ、相速度ｖｐ、群速度ｖｇ 的表示式与

ＴＭｍｎ的相应参数完全相同，分别由式（４．２．２５）、式（４．２．２６）、式（４．２．２７）、式（４．２．２８）和
式（４．２．２９）给出。而波阻抗为

ＺＴＥ ＝η １－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２

＝ ωμ

ω２με－
ｍπ（ ）ａ

２

－ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．５３）

　　当ｆ＜ｆｃｍｎ时，在矩形波导中则不能传播相应的ＴＥｍｎ模的波。此时相应的传播常数
为实数，成为衰减因子，而波阻抗为纯电抗。
例４．７　矩形波导中ＴＥ１０模的场分布。
写出尺寸为ａ×ｂ的矩形波导中ＴＥ１０模的瞬时场表示式。
解：将ＴＥ模的场分量表示式（４．２．４９）乘以ｅｊωｔ，取其实部（注意式中γ＝ｊβ），并设ｍ

＝１，ｎ＝０，则得到ＴＥ１０模的场量的瞬时值表达式。

Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０　　　　　　　　　

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝ωμｋ２ｃ
π（ ）ａ Ｈ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）

Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０

Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝－βｋ２ｃ
π（ ）ａ Ｈ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）

Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０
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Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝Ｈ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ（ωｔ－βｚ）
其中

β＝ ω２με－ｋ槡 ２
ｃ ＝ ω２με－

π（ ）ａ槡
２

　　例４．８　矩形波导中ＴＥ１０模的传播特性。
一空气填充的矩形波导，尺寸为ａ×ｂ＝６ｃｍ×４ｃｍ，信号源频率是３ＧＨｚ，试计算

ＴＥ１０波的截止波长，波导波长，相移常数，群速和波阻抗。
解：截止波长

λｃ１０ ＝２ａ＝１２ｃｍ
因为工作频率ｆ＝３ＧＨｚ，则相应的工作波长为

λ＝１０ｃｍ＜λｃ１０
该波导中可以传播ＴＥ１０波，相应的传播特性参数为
截止频率

ｆｃ＝ １
２π μ０ε槡 ０

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

ｍ＝１
ｎ＝０

＝

３×１０８
２π

·π
ａ ＝０．２５×１０

１０Ｈｚ

　　波导波长

λｇ＝ λ

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＝ １０×１０－２

１－ ０．２５×１０１０

３×１０（ ）９槡
２
＝１８．０９ｃｍ

　　相位常数

β＝
２π
λｇ
＝ ２π
１８．０９×１０－２

＝３４．７ｒａｄ／ｍ

　　相速度

ｖｐ＝ω
β
＝２πｆ
β
＝２π×３×１０

９

３４．７ ＝５．４３×１０８ｍ／ｓ

　　群速度

ｖｇ＝ｃ
２

ｖｐ
＝
（３×１０８）２

５．４３×１０８
＝５．５２×１０７ｍ／ｓ

　　波阻抗

ＺＴＥ１０ ＝ η

１－ ｆｃ（ ）ｆ槡
２
＝ １２０π０．５５３＝６８１．７４Ω

　　例４．９　传播模与截止模。
在上例所给的波导中（ａ×ｂ＝６ｃｍ×４ｃｍ），信号源的频率仍为３ＧＨｚ，试分析该波导

中可能传播的波的模式。
解：根据波导的截止条件，只有当工作波长小于该模式的截止波长时，该模式才可以
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在波导中传播。
由题意ｆ＝３ＧＨｚ，则

λ＝１０ｃｍ
而截止波长由大到小排列的几个模式的截止波长为

λｃ１０ ＝２ａ＝１２ｃｍ

λｃ０１ ＝２ｂ＝８ｃｍ

λｃ２０ ＝ａ＝６ｃｍ

λｃ１１ ＜λｃ０１
由以上结论可知，只有λｃ１０＞λ，故该波导中只能传播ＴＥ１０模式的波。

４．２．３　矩形波导中的主模

１．主模与单模传输
由前面的讨论我们知道，在横截面尺寸为ａ×ｂ的矩形波导中，可以传播ＴＭｍｎ模和

ＴＥｍｎ模，它们的截止波长λｃｍｎ可以用一个相同的式子表示为

λｃｍｎ ＝２πｋｃ ＝
２π

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

（４．２．５４）

设波导尺寸ａ＞２ｂ（即宽边为ａ，窄边为ｂ），对于式（４．２．５４），截止波长最长的为ＴＥ１０模的
截止波长为

λｃ１０ ＝２ａ
我们称该模式为矩形波导中的主模。
由于ＴＭｍｎ模和ＴＥｍｎ模的截止波长相同，而只要截止波长大于工作波长的模式都可

以传播，因此，对给定的工作波长，波导中可能存在多种传播模式。图４－６为矩形波导中
截止波长分布图，它分为以下三个区：

图４－６　模式分布图

Ⅰ区：工作波长λ≥２ａ，波导中不能传播任何模式的波，称为“截止区”。

Ⅱ区：工作波长ａ＜λ＜２ａ，波导中只能传播ＴＥ１０模，称为“单模区”。

Ⅲ区：工作波长０＜λ＜ａ，波导中可以传播至少两种以上的波型，称为“多模区”。
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在使用波导传输能量时，通常要求工作在单模状态，因此，当波导尺寸给定的情况下，
选择电磁波的工作波长λ满足

２ａ＞λ＞
ａ
２｛ｂ

一般情况ｂ＝（０．４～０．５）ａ。
例４．１０　矩形波导的尺寸设计。
有一内充空气，截面尺寸为ａ×ｂ（ｂ＜ａ＜２ｂ）的矩形波导，以主模工作在３ＧＨｚ。若要

求工作频率至少高于主模截止频率的２０％和至少低于最相近的高次模截止频率的２０％。
给出尺寸ａ和ｂ的设计方案。
解：截止频率

ｆｃ＝ １
２π μ槡ε

ｍπ（ ）ａ
２

＋ ｎπ（ ）ｂ槡
２

由题意ｂ＜ａ＜２ｂ，得主模为ＴＥ１０模，最相近的高次模为ＴＥ０１，且

ｆｃＴＥ１０ ＝
１

２ａ μ槡ε

ｆｃＴＥ０１ ＝
１

２ｂ μ槡ε
于是得

３×１０９－ｆｃＴＥ１０
ｆｃＴＥ１０

≥２０％

ｆｃＴＥ０１－３×１０
９

ｆｃＴＥ０１
≥２０％

解得ａ≥０．０６ｍ，ｂ≤０．０４ｍ，且ａ＜２ｂ
２．主模的场结构
在例４．７中，我们已经求出了矩形波导中ＴＥ１０模的场分布瞬时表示式为

Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝Ｈ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ（ωｔ－βｚ） （４．２．５５ａ）

Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０ （４．２．５５ｂ）

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝ωμａπ
Ｈ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ） （４．２．５５ｃ）

Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝－ａβπ
Ｈ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ（ωｔ－βｚ） （４．２．５５ｄ）

Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０ （４．２．５５ｅ）

Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ；ｔ）＝０ （４．２．５５ｆ）

由式（４．２．５５ａ）～式（４．２．５５ｆ）可见，ＴＥ１０模只有三个非零的场分量，即Ｅｙ、Ｈｚ 和Ｈｘ。在

ｘｙ平面内，当ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）＝１时，Ｅｙ 和Ｈｘ 按ｓｉｎ πａ（ ）ｘ 变化，与ｙ无关，如图４－７（ａ）所
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示。

在ｙｚ平面内，当ｘ＝ａ２
时，只有Ｅｙ 和Ｈｘ 分量且都随βｚ作正弦变化。图４－７（ｂ）给

出了ｔ＝０时的Ｅｙ 和Ｈｘ 的分布曲线。
在ｘｚ平面内，给出的曲线描述了三个非零的场分量Ｅｙ、Ｈｘ 和Ｈｚ，如图４－７（ｃ）所

示。
图４－７（ｄ）给出了ＴＥ１０模电磁场结构的立体模型。

图４－７　ＴＥ１０模ｘｙ平面、ｙｚ平面，ｘｚ平面场线及其立体场图
（ａ）矩形波导中ＴＥ１０模ｘｙ平面场线；（ｂ）ＴＥ１０模ｙｚ平面场线；

（ｃ）ＴＥ１０模ｘｚ平面场线；（ｄ）ＴＥ１０模立体场图。

３．主模的管壁电流
在波导中存在电磁波时，由于磁场的感应，在波导壁上会产生高频电流，这个电流就是

波导的传导电流。设波导壁是由理想导体构成，因此，该电流只存在于波导壁的表面，称为
管壁电流。表面电流是由磁场感应产生的，所以它的分布取决于传播波型的磁场分布。
由理想导体表面的边界条件可知，波导壁上的面电流密度为

Ｊｓ＝ａｎ×Ｈ （４．２．５６）
式中，ａｎ 为壁面的法线方向单位矢量，Ｈ为壁上的磁场强度。在ｔ＝０时，有

Ｊｓ（ｘ＝０）＝ｅｘ×Ｈ
ｘ＝０
＝ 　　　　　　　　

ｅｘ×（ｅｘＨｘ＋ｅｚＨｚ）
ｘ＝０
＝

－ｅｙＨｚ（０，ｙ，ｚ；０）＝－ｅｙＨ０ｃｏｓβｚ （４．２．５７ａ）

Ｊｓ（ｘ＝ａ）＝－ｅｘ×Ｈ
ｘ＝ａ
＝ 　　　　　　　
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－ｅｘ×（ｅｘＨｘ＋ｅｚＨｚ）
ｘ＝ａ
＝

ｅｙＨｚ（ａ，ｙ，ｚ；０）＝
－ｅｙＨ０ｃｏｓβｚ＝Ｊｓ（ｘ＝０） （４．２．５７ｂ）

Ｊｓ（ｙ＝０）＝ｅｙ×Ｈ
ｙ＝０
＝ 　　　　　　　　　　　　　

ｅｙ×（ｅｘＨｘ＋ｅｚＨｚ）
ｙ＝０
＝

ｅｘＨｚ（ｘ，０，ｚ；０）－ｅｚＨｘ（ｘ，０，ｚ；０）＝

ｅｘＨ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｃｏｓβｚ－ｅｚβａπＨ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎβｚ （４．２．５７ｃ）

Ｊｓ（ｙ＝ｂ）＝－ｅｙ×Ｈ
ｙ＝ｂ
＝ 　　　　　　　　　　　　　

－ｅｙ×（ｅｘＨｘ＋ｅｚＨｚ）
ｙ＝ｂ
＝

－ｅｘＨ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｃｏｓβｚ＋ｅｚβａπＨ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎβｚ＝
－Ｊｓ（ｙ＝０） （４．２．５７ｄ）

　　根据以上的计算结果，可将波导内壁的电流分布绘于图４－８中。

图４－８　矩形波导中ＴＥ１０模的管壁电流
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　　研究波导管的管壁电流的实际意义在于：在实际应用中，波导往往需要进行连接，在
连接处应保证管壁电流能够畅通无阻。而在测量波导的传播特性，又往往需要在波导壁
上开槽，这些槽口将不能破坏管壁电流，否则会引起波导内场的改变，使得测量失去意义，
因而这些槽的位置就应开在不切断管壁电流的地方。根据上面对管壁电流的分析，并结

合图４－８，在波导壁中央（ｘ＝ａ２
）处纵向开槽，将不会切断管壁电流，如图４－９所示。但

在另一种情况下，若需从一个波导中耦合出一定能量激励另一波导时，或将波导开口作为
天线使用时，则应把槽开在最大限度切断管壁电流的位置，如图４－１０所示。

图４－９　波导管壁中央开槽用作

测量线的示意图

图４－１０　在波导管壁上开槽切断

管壁电流的示意图

例４．１１　管壁电流分布。
矩形波导的截面尺寸为ａ×ｂ，试求出ＴＭ１１模的管壁电流。
解：ＴＭ１１模的场结构表示式为

Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－γｋ２ｃ
π（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－γｋ２ｃ
π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ πｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ

Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ
Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｊωεｋ２ｃ

π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｃｏｓ πｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ
Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－ｊωεｋ２ｃ

π（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ πｂ（ ）ｙ ｅ－γｚ
Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０

式中 ｋ２ｃ＝ π（ ）ａ
２

＋ π（ ）ｂ
２

γ＝ｊβ＝ｊ ω２με－
π（ ）ａ

２

－ π（ ）ｂ槡
２

管壁电流为

Ｊｓ
ｘ＝０
＝ｅｘ×Ｈ

ｘ＝０
＝－ｅｚｊωεｋ２ｃ

π
ａＥ０ｓｉｎ

π
ｂ（ ）ｙ ｅ－ｊβｚ

Ｊｓ
ｘ＝ａ
＝－ｅｘ×Ｈ

ｘ＝ａ
＝－ｅｚｊωεｋ２ｃ

π
ａＥ０ｓｉｎ

π
ｂ（ ）ｙ ｅ－ｊβｚ

Ｊｓ
ｙ＝０
＝ｅｙ×Ｈ

ｙ＝０
＝－ｅｚｊωεｋ２ｃ

π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｅ－ｊβｚ
Ｊｓ

ｙ＝ｂ
＝－ｅｙ×Ｈ

ｙ＝ｂ
＝－ｅｚｊωεｋ２ｃ

π（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｅ－ｊβｚ
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场线分布如图４－１１所示。

图４－１１　矩形波导中ＴＭ１１模的场结构

４．主模的功率传输
在矩形波导中传播ＴＥ１０波时，其平均功率密度为

Ｓ平＝１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］ （４．２．５８）

将ＴＥ１０模的场分量

Ｈｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝Ｈ０ｃｏｓ πａ（ ）ｘ ｅ－ｊβｚ　　
Ｅｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０

Ｅｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
－ｊωμａ
π Ｈ０ｓｉｎ πａ（ ）ｘ ｅ－ｊβｚ

Ｈｘ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ｊａβπＨ０ｓｉｎ
π
ａ（ ）ｘ ｅ－ｊβｚ

Ｈｙ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０
Ｅｚ（ｘ，ｙ，ｚ）＝０

代入式（４．２．５８），得

Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［（ｅｙＥｙ）×（ｅｘＨｘ＋ｅｚＨｚ）］＝ｅｚ １２Ｒｅ

（ＥｙＨ
ｘ ）＝

１
２ｅｚ
ωμβａ

２

π２
Ｈ２０ｓｉｎ２ πａ（ ）ｘ （４．２．５９）

说明波导只有沿ｚ方向传输的能量，对于尺寸为ａ×ｂ的矩形波导，其沿ｚ方向传输的平均
功率为

Ｐ＝∫
ａ

０∫
ｂ

０
Ｓ平均·ｅｚｄｘｄｙ＝∫

ａ

０∫
ｂ

０

１
２Ｒｅ

（ＥｙＨ
ｘ ）ｄｘｄｙ＝

１
２∫

ａ

０∫
ｂ

０
｜ＥｙＨｘ｜ｄｘｄｙ

因为对于ＴＥ波，由波阻抗的定义式（４．１．３ａ），得

Ｅｙ＝－ＺＴＥＨｘ
所以

Ｐ＝ １２∫
ａ

０∫
ｂ

０

Ｅ２０
ＺＴＥ１０

ｓｉｎ２ πａ（ ）ｘ ｄｘｄｙ＝ａｂ４η
Ｅ２０ １－ λ／λ（ ）ｃ槡 ２ ＝
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ａｂ
４８０π

Ｅ２０ １－ λ
２（ ）ａ槡

２
（４．２．６０）

式中，｜Ｅ０｜＝ωμ
ａＨ０
π
为激励源的电场强度。

由式（４．２．６０）可知：
（１）波导横截面尺寸ａ×ｂ越大，波导所传输的功率就越大。
（２）对给定工作频率的电磁波，波导尺寸受单模传输条件的限制。
（３）对给定尺寸的矩形波导，工作频率越高（工作波长越小），波导所传输的功率越大。

但同样受单模传输条件限制。
（４）激励源强度Ｅ０ 越大，波导中传输的功率越大。但当Ｅ０ 大于某一值时（Ｅ０≥Ｅｂｒ），波

导将被击穿，Ｅｂｒ称为击穿场强，相应的功率为击穿功率Ｐｂｒ。

Ｐｂｒ＝ １
４８０πａｂＥ

２
ｂｒ １－

ａ
２（ ）ａ槡

２
（４．２．６１）

因此，为了在传输大功率时波导不会被击穿，常常选择

Ｐ≈ １
３～（ ）１５ Ｐｂｒ （４．２．６２）

作为波导容许传输的功率值。
例４．１２　击穿功率。
试计算ＢＪ－１００（ａ×ｂ＝２２．８６ｍｍ×１０．１６ｍｍ）波导传播电磁波频率为ｆ＝１０ＧＨｚ时的

击穿功率（设波导内充以干燥空气）。
解：击穿功率由式（４．２．６１），得

Ｐｂｒ＝ １
４８０πａｂＥ

２
ｂｒ １－ λ

２（ ）ａ槡
２

干燥空气的击穿电场为

Ｅｂｒ＝３０ｋＶ／ｃｍ
工作波长λ为

λ＝ｃｆ＝３ｃｍ

将相应的数据代入Ｐｂｒ的计算公式，得

Ｐｂｒ＝１．０４６×１０６Ｗ

练　习　题

４．２－１　在填充介质为εｒ＝９的矩形波导（ａ×ｂ＝７ｃｍ×３．５ｃｍ）中传输ＴＥ１０波，试求它
的截止频率；当工作频率为ｆ＝２ＧＨｚ时，相速度和波导波长各为多少？

４．２－２　已知一空气填充的矩形波导，尺寸为ａ×ｂ＝６ｃｍ×４ｃｍ，传输ＴＥ１０波，若测得
电场强度最大值与最小值之间的距离为４．４７ｃｍ，求信号源的频率。

４．２－３　今用ＢＪ－３２矩形波导（ａ×ｂ＝７２．１４ｍｍ×３４．０４ｍｍ）做馈线，设波导中传输

ＴＥ１０模。测得相邻两波节之间的距离为１０．９ｃｍ，求工作波长λ和截止波长λｃ。

４．２－４　已知矩形波导尺寸为ａ×ｂ＝７２．１４ｍｍ×３４．０４ｍｍ，传播ＴＥ１０模，工作波长为λ
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＝１０ｃｍ，求相速ｖｐ、波导波长λｇ和截止波长λｃ。

４．２－５　有一空气填充的矩形波导，其尺寸为ａ×ｂ＝２．２５ｃｍ×１ｃｍ，工作于ＴＥ１０模，频
率为１０ＧＨｚ。问该波导允许传输的功率值为多少？（空气击穿场强为３０ｋＶ／ｃｍ）

４．３　圆柱形波导

除矩形波导外，圆柱形波导也是应用较多的一种。由一段圆柱形波导构成的微波元件
在微波技术中经常碰到，例如圆柱形谐振腔、雷达发射机到天线之间的旋转关节、微波管的
输出窗、旋转式衰减器和移相器等。
圆柱形波导的形状如图４－１２所示。波导的半径为ａ，波导内填充了参数为ε和μ的完

纯介质，波导管壁由理想导体构成。设电磁波沿＋ｚ方向传播，相应的场为时谐场，其复数
形式为

Ｅ（ｒ，，ｚ）＝Ｅ（ｒ，）ｅ
－γｚ （４．３．１）

Ｈ（ｒ，，ｚ）＝Ｈ（ｒ，）ｅ
－γｚ （４．３．２）

图４－１２　圆形截面波导

由于圆柱形波导是单导体波导，所以不能支承ＴＥＭ波。我们将仍以纵向场分量和横
向场分量的关系，得到圆柱形波导中ＴＭ波和ＴＥ波的场表示式，进而讨论传播特性。

４．３．１　纵向场分量与横向场分量的关系

在柱坐标系中，将算符分解为横向矢量与纵向矢量之和，即

＝ｔ＋ｅｚ ｚ
其中

ｔ＝ｅｒｒ＋ｅφ
１
ｒ



同时也可将场量分解为横向和纵向，即

Ｅ＝Ｅｔ＋ｅｚＥｚ
Ｈ＝Ｈｔ＋ｅｚＨｚ

于是由麦克斯韦方程

×Ｈ＝ｊωεＥ
得
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（ｔ＋ｅｚ ｚ
）×（Ｈｔ＋ｅｚＨｚ）＝ｊωε（Ｅｔ＋ｅｚＥｚ） （４．３．３）

展开后，得

ｔ×Ｈｔ＋ｔ×ｅｚＨｚ＋ｅｚ×
Ｈｔ
ｚ＋ｅｚ×ｅｚ

Ｈｚ
ｚ＝ｊωεＥｔ＋ｊωεｅｚＥｚ

故得

ｔ×Ｈｔ＝ｊωεｅｚＥｚ　　　　 （４．３．４）

ｔ×ｅｚＨｚ＋ｅｚ×
Ｈｔ
ｚ＝ｊωεＥｔ

（４．３．５）

同理由麦克斯韦方程

×Ｅ＝－ｊωμＨ
得

ｔ×Ｅｔ＝－ｊωμｅｚＨｚ （４．３．６）

ｔ×ｅｚＥｚ＋ｅｚ×
Ｅｔ
ｚ＝－ｊωμＨｔ

（４．３．７）

利用式（４．３．４）～式（４．３．７），并考虑到ｚ－γ
，得

Ｅｔ＝ １
γ２＋ｋ２

－γｔＥｚ＋ｊωμｅｚ×ｔＨ（ ）ｚ （４．３．８ａ）

Ｈｔ＝ １
γ２＋ｋ２

－γｔＨｚ－ｊωεｅｚ×ｔＥ（ ）ｚ （４．３．８ｂ）

这就是柱形系统中各个横向分量与纵向分量的关系。

４．３．２　圆柱形波导中的ＴＭ波

对于ＴＭ波，由于Ｈｚ＝０，故波导中的场量由Ｅｚ 完全确定，由波动方程

２Ｅ＋ｋ２Ｅ＝０
可得Ｅｚ 满足的波动方程

２Ｅｚ＋ｋ２Ｅｚ＝０ （４．３．９）
即

（２ｔ＋
２

ｚ２
）Ｅｚ＋ｋ２Ｅｚ＝０

考虑到

Ｅｚ（ｒ，，ｚ）＝Ｅｚ（ｒ，）ｅ
－γｚ

故

２ｔＥｚ＋（γ２＋ｋ２）Ｅｚ＝０ （４．３．１０）
令

γ２＋ｋ２＝ｋ２ｃ
ｋｃ称为截止波数，于是式（４．３．１０）变为

２ｔＥｚ＋ｋ２ｃＥｚ＝０ （４．３．１１）
在柱坐标系下，式（４．３．１１）为
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２Ｅｚ
ｒ２

＋１ｒ
Ｅｚ
ｒ＋

１
ｒ２
２Ｅｚ
φ

２ ＋ｋ２ｃＥｚ＝０ （４．３．１２）

利用分离变量法求解上式，令

Ｅｚ（ｒ，）＝Ｒ（ｒ）φ（） （４．３．１３）
将式（４．３．１３）代入式（４．３．１２）中，得

φＲ″＋
１
ｒφＲ′＋

１
ｒ２Ｒφ″＋ｋ

２
ｃＲφ＝０

上式两端同乘以ｒ
２

Ｒ
，得

ｒ２
ＲＲ″＋

ｒ
ＲＲ′＋ｋ

２
ｃｒ２＝－１

φφ
″

上式左边仅为ｒ的函数，而右边仅为的函数，因此，其成立的条件是：

－１
φφ
″＝ｍ２

ｒ２
ＲＲ″＋

ｒ
ＲＲ′＋ｋ

２
ｃｒ２＝ｍ２

即得到

ｄ２φ
ｄ

２＋ｍ２φ＝０ （４．３．１４）

ｒ２ｄ
２Ｒ
ｄｒ２＋ｒ

ｄＲ
ｄｒ＋

（ｋ２ｃｒ２－ｍ２）Ｒ＝０ （４．３．１５）

式（４．３．１４）的通解为ｃｏｓｍ和ｓｉｎｍ的线性组合

＝Ａ
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

（４．３．１６）

为满足场量沿的变化具有２π周期性，ｍ的取值应为整数，即

ｍ＝０，１，２，…
式（４．３．１５）为ｍ阶的贝塞尔方程，其解为贝塞尔函数

Ｒ（ｒ）＝Ｂ１Ｊｍ（ｋｃｒ）＋Ｂ２Ｙｍ（ｋｃｒ） （４．３．１７）
式中，Ｊｍ（ｋｃｒ）称为ｍ阶第一类贝塞尔函数；Ｙｍ（ｋｃｒ）为ｍ阶第二类贝塞尔函数。图４－１３
（ａ）、（ｂ）分别表示第一类贝塞尔函数和第二类贝塞尔函数的变化曲线。

图４－１３　第一类贝塞尔函数（ａ）与第二类贝塞尔函数（ｂ）
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根据第二类贝塞尔函数的性质

Ｙｍ（０）→∞
而波导中心处场量为有限值，则要求式（４．３．１７）中

Ｂ２＝０
于是得到

Ｅｚ（ｒ，φ）＝Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．１８）

Ｅ０＝ＡＢ１（由激励源确定）
再根据理想导体的边界条件

Ｅｚ
ｒ＝ａ
＝０ （４．３．１９）

即

Ｒ（ａ）φ＝０
得

Ｒ（ａ）＝０ （４．３．２０）
将其代入式（４．３．１７），得

Ｊｍ（ｋｃａ）＝０ （４．３．２１）
满足以上条件的ｋｃａ的值称为贝塞尔函数的零点。由图４－１３（ａ）可知，贝塞尔函数有无
穷多个分立的零点。用ｐｍｎ表示ｍ 阶贝塞尔函数的第ｎ个零点，则

ｋｃａ＝ｐｍｎ
于是我们可以得到相应ＴＭ波的截止波数为

ｋｃＥｍｎ＝ｐｍｎａ
（４．３．２２）

表４－１列出了ｐｍｎ的前几个值。
表４－１　贝塞耳函数Ｊｎ（ｐｍｎ）＝０的根ｐｍｎ

ｎ

ｍ
０ １ ２ ３ ４ ５

１

２

３

４

２．４０４８３

５．５２００８

８．６５３７３

１１．７９１５３

３．８３１７１

７．０１５５９

１０．１７３４７

１３．３２３６９

５．１３５６２

８．４１７２４

１１．６１９８４

１４．７９５９５

６．３８０１６

９．７６１０２

１３．０１５２０

１６．２２３４７

７．５８８３４

１１．０６４７１

１４．３７２５４

１７．６１５９７

８．７７１４８

１２．３３８６０

１５．７００１７

１８．９８０１３

　　根据式（４．３．８ａ）和式（４．３．８ｂ）可得到圆波导中ＴＭ波的场分量：

Ｅｚ（ｒ，φ，ｚ）＝Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ　　　　　　　 （４．３．２３ａ）

Ｅｒ（ｒ，，ｚ）＝－
γ

ｋ２＋γ２
Ｅ０Ｊ′ｍ（ｋｃｒ）

ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．２３ｂ）

Ｅ（ｒ，，ｚ）＝－
γｍ

（ｋ２＋γ２）ｒ
Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）

ｓｉｎｍ
－ｃｏｓｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．２３ｃ）

Ｈｒ＝－ １ＺＴＭＥ
（４．３．２３ｄ）
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Ｈφ＝
１
ＺＴＭ
Ｅｒ （４．３．２３ｅ）

式中

ＺＴＭ＝
Ｅｒ
Ｈ
＝－ＥＨｒ

为圆柱形波导中ＴＭ波的波阻抗。
由此可见：
（１）圆柱形波导中的ＴＭ波存在不同的模式ＴＭｍｎ模。
（２）不同模式的截止波数为ｋｃＥｍｎ，由式（４．３．２３）确定。
（３）由于我们对贝塞尔函数的根ｐｍｎ的编号从ｎ＝１开始，所以不存在ＴＭｍ０模，但是

存在ＴＭ０ｎ模。

４．３．３　圆柱形波导中的ＴＥ波

对于ＴＥ波，由于Ｅｚ＝０，故波导中的场量由Ｈｚ 完全确定。而Ｈｚ 满足的波动方程

２Ｈｚ＋ｋ２Ｈｚ＝０
在柱坐标下为

２Ｈｚ
ｒ２

＋１ｒ
Ｈｚ
ｒ ＋

１
ｒ２
２Ｈｚ


２ ＋ｋ２ｃＥｚ＝０ （４．３．２４）

式中

ｋ２ｃ＝ｒ２＋ｋ２

与讨论ＴＭ模类似，式（４．３．２４）的解为

Ｈｚ（ｒ，，ｚ）＝Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．２５）

式中

ｍ＝０，１，２，…

Ｈ０ 为常数，由激励源强度确定。

　　但对于ＴＥ波，其边界条件

Ｅφ
ｒ＝ａ
＝０ （４．３．２６）

由式（４．３．８ａ），上式可写成

Ｈｚ
ｒ ｒ＝ａ

＝０ （４．３．２７）

将其代入式（４．３．２５），得

Ｊ′ｍ（ｋｃａ）＝０ （４．３．２８）
满足上述条件的ｋｃａ的值为ｍ 阶贝塞尔函数导数的零点，即图４－１３（ａ）的Ｊｍ（ｘ）曲线上
斜率为零的点。它们也有无穷多个分立值，记为ｑｍｎ，则

ｋｃａ＝ｑｍｎ
于是我们可以得相应ＴＥ波的截止波数为

ｋｃＨｍｎ＝ｑｍｎａ
（４．３．２９）
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ｑｍｎ的值见表４－２。
表４－２　Ｊ′ｍ（ｑｍｎ）＝０的根ｑｍｎ

ｎ

ｍ
０ １ ２ ３ ４ ５

１

２

３

４

３．８３１７１

７．０１５５９

１０．１７３４７

１３．３２３６９

１．８４１１８

５．３３１４４

８．５３６３２

１１．７０６００

３．０５４２４

６．７０６１３

９．９６９４７

１３．１７０３７

４．２０１１９

８．０１５２４

１１．３４５９２

１４．５８５８５

５．３１７５５

９．２８２４０

１２．６８１９１

１５．９６４１１

６．４１５６２

１０．５１９８６

１３．９８７１９

１７．３１２８２

　　根据式（４．３．８ａ）和式（４．３．８ｂ）可得圆波导中ＴＥ波的场分量：

Ｈｚ（ｒ，，ｚ）＝Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ　　　　　 （４．３．３０ａ）

Ｈｒ（ｒ，，ｚ）＝－
１

ｋ２＋γ２
Ｈ０Ｊ′ｍ（ｋｃｒ）

ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．３０ｂ）

Ｈ０（ｒ，，ｚ）＝
γｍ
ｋ２＋γ２

Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｓｉｎｍ
－ｃｏｓｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．３．３０ｃ）

Ｅｒ＝ＺＴＥＨ （４．３．３０ｄ）

Ｅ＝－ＺＴＥＨｒ （４．３．３０ｅ）
式中

ＺＴＥ＝
Ｅｒ
Ｈ
＝－ＥＨｒ

（４．３．３１）

为圆柱形波导中ＴＥ波的波阻抗。

４．３．４　圆柱形波导中波的传播特性

和矩形波导相同，给定了圆波导的尺寸（半径ａ），对于一定的模式（ＴＥｍｎ模和ＴＭｍｎ
模）可以根据式（４．３．２９）和式（４．３．２２）求出其截止波数ｋｃ。

１．ＴＭｍｎ模
截止频率

ｆｃ＝
ｋｃ

２π μ槡ε
＝ ｐｍｎ
２πａ μ槡ε

（４．３．３２）

截止波长

λｃ＝２πｋｃ＝
２πａ
ｐｍｎ

（４．３．３３）

相位常数 β＝ ｋ２－ｋ槡 ２
ｃ＝ ｋ２－ ｐｍｎ（ ）ａ槡

２

（４．３．３４）

波导波长

λｇ＝
２π
β
＝ ２π

ｋ２－ ｐｍｎ（ ）ａ槡
２
＝ λ

１－ ｐｍｎλ
２π（ ）ａ槡

２
（４．３．３５）

相速度
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ｖｐ＝ω
β
＝ ｖ

１－ ｐｍｎλ
２π（ ）ａ槡

２
（４．３．３６）

波阻抗

ＺＴＭ＝η １－ λ
λ（ ）ｃ槡

２

＝η １－ ｐｍｎλ
２π（ ）ａ槡

２

（４．３．３７）

２．ＴＥｍｎ模

ＴＥｍｎ模的截止频率、截止波长、相位常数、波导波长、相速度的公式与相应ＴＭｍｎ模的
参数公式相同，只是将其中的ｐｍｎ换成ｑｍｎ。
波阻抗

ＺＴＥ＝η １－ λ
λ（ ）ｃ槡

２

＝η １－ ｑｍｎλ２π（ ）ａ槡
２

（４．３．３８）

与矩形波导一样，我们可以根据不同模式截止波长的大小，绘出圆波导中截止波长的
分布图，如图４－１４所示。表４－３为圆波导中一些模式的截止波长。

图４－１４　圆波导中截止波长分布图

由以上对圆波导的分析，可以看出：
（１）圆柱形波导中存在无穷多个ＴＭｍｎ模和ＴＥｍｎ模。
（２）圆柱形波导中最低频率模式为ＴＥ１１模，其截止波长为３．４１ａ，它是圆柱形波导中

的主模。
（３）圆柱形波导中存在双重简并：

①由于模式的截止波长相同，因而两种波型同时存在。例如（λｃ）ＴＥ０ｎ＝（λｃ）ＴＭ１ｎ，因
此，ＴＥ０ｎ模、ＴＭ１ｎ模存在简并现象，这和矩形波导中模式的简并相同。

②“极化简并”。从场分量方程可以看出，对于ｍ≠０的模式，场沿φ方向的分布存在
着ｓｉｎｍφ和ｃｏｓｍφ两种可能性，对于同一个ＴＭｍｎ模或ＴＥｍｎ模，它们结构有两个，是简并
的。

表４－３　圆波导中一些模式的截止波长

波　型 ＴＥ°１１ ＴＭ°０１ ＴＥ°２１
ＴＥ°０１

ＴＭ°１１
ＴＥ°３１ ＴＭ°２１ ＴＥ°１２ ＴＭ°０２ ＴＥ°３２
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ｑｍｎ或ｐｍｎ

λｃ

１．８４１

３．４１ａ

２．４０５

２．６２ａ

３．０５４

２．０６ａ

３．８３２

１．６４ａ

４．２０１

１．５０ａ

５．１３５

１．２２ａ

５．３３２

１．１８ａ

５．５２０

１．１４ａ

６．７０５

０．９４ａ

　　

４．３．５　圆柱形波导中的几个主要模式

１．主模ＴＥ１１
由于在圆柱形波导中ＴＥ１１模具有最长的截止波长，λｃ＝３．４１ａ，因此，ＴＥ１１模是圆柱

形波导中的主模，其场分量

Ｈｚ＝Ｈ０Ｊ１ １．８４１ａ（ ）ｒ ｃｏｓ
ｓｉｎ｛ 

ｅ－γｚ　　　　　　 （４．３．３９ａ）

Ｈｒ＝－ｊ βａ１．８４１Ｈ０Ｊ
′
１
１．８４１
ａ（ ）ｒ ｃｏｓ

ｓｉｎ｛ 
ｅ－γｚ （４．３．３９ｂ）

Ｈ＝ｊ βａ
２

（１．８４１）２ｒＨ０Ｊ１
１．８４１
ａ（ ）ｒ ｓｉｎ

－ｃｏｓ｛ 
ｅ－γｚ （４．３．３９ｃ）

Ｅｒ＝ＺＴＥ１１Ｈ＝－ｊ
ωμａ

２

（１．８４１）２ｒＨ０Ｊ１
１．８４１
ａ（ ）ｒ －ｓｉｎ

ｃｏｓ｛ 
ｅ－γｚ （４．３．３９ｄ）

Ｅ＝－ＺＴＥ１１Ｈｒ＝ｊ
ωμａ
１．８４１Ｈ０Ｊ

′
１
１．８４１
ａ（ ）ｒ ｃｏｓ

ｓｉｎ｛ 
ｅ－γｚ （４．３．３９ｅ）

Ｅｚ＝０ （４．３．３９ｆ）
其场结构如图４－１５（ａ）、（ｂ）所示。

图４－１５　圆波导中ＴＥ１１模的场结构（ａ）及其场结构立体分布（ｂ）

对于给定尺寸ａ的圆波导，即使将工作波长限制在２．６２ａ＜λ＜３．４１ａ之间，并且波导中
只有ＴＥ１１模，但由于存在简并，也不能实现单模传输，所以一般不用圆波导传输信号。

２．ＴＥ０１模

ＴＥ０１模是圆柱形波导中的高次模，由于ｍ＝０，其场结构是轴对称的（波导中的ＴＥ０ｎ
和ＴＭ０１模都是轴对称的）。
场分量：
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Ｈｚ＝Ｈ０Ｊ０ ３．８３２ａ（ ）ｒｅ－γｚ　　 （４．３．４０ａ）

Ｈｒ＝－ｊＨ０ βａ３．８３２Ｊ１
３．８３２
ａ（ ）ｒｅ－γｚ （４．３．４０ｂ）

Ｈ＝０ （４．３．４０ｃ）

Ｅ＝－ＺＴＥ０１Ｈｒ＝－
ｊωμａ
３．８３２Ｈ０Ｊ１

３．８３２
ａ（ ）ｒｅ－γｚ （４．３．４０ｄ）

Ｅｒ＝０ （４．３．４０ｅ）

Ｅｚ＝０ （４．３．４０ｆ）

其场结构如图４－１６（ａ）、（ｂ）所示。

图４－１６　圆波导中ＴＥ０１模场结构（ａ）与圆波导中ＴＥ０１模立体场结构（ｂ）

从场分量可知，ＴＥ０１模的电场只有Ｅ 分量，因而电力线在横截面内是闭合的。而磁
场只有Ｈｒ 及Ｈｚ 分量，由电磁场边界条件可知，只有Ｈｚ 分量才能在管壁上感应产生管
壁电流，且产生的管壁电流只有ｅ 分量，如图４－１７所示。
图４－１８给出了在铜质圆波导管中三种重要模式的衰减特性。

图４－１７　圆波导中ＴＥ０１模管壁电流 图４－１８　圆波导管中的衰减特性

由图４－１８可知，只有ＴＥ０１模的衰减常数αｃ随着工作频率的增加而单调下降。因
此，管壁电流的热损耗也将单调下降。由于ＴＥ０１模的这一特点，使它特别适合于作高Ｑ
值谐振腔的工作模式，以及用于微波长距离传输。

６６１



ＴＥ０１模是轴对称的，所以没有极化简并，但它与ＴＭ１１模式简并。因此若将其用作传
输模时，需采取一些措施阻止其它波型的出现。如在波导管内壁上加上一层薄薄的有耗
介质，它对ＴＥ０１模的衰减不大，因为它在波导壁附近的电场很小，而对有Ｅｒ 分量的那些
波型将会大量吸收。另外，把波导做成螺旋结构（图４－１９）或周期螺旋结构，这样就会使
一切有纵向电流的波型大大衰减。

３．ＴＭ０１模

ＴＭ０１模是圆波导中ＴＭ波的最低次模式，而且没有简并，截止波长λｃ＝２．６２ａ。
场分量为

Ｅｚ＝Ｅ０Ｊ０（ｋｃｒ）ｅ－γｚ

Ｅｒ＝ｊβｋｃＥ０Ｊ１
（ｋｃｒ）ｅ－γｚ

Ｅφ＝０

Ｈｒ＝０

Ｈφ＝
ｊωε
ｋｃＥ０Ｊ１

（ｋｃｒ）ｅ－γｚ

Ｈｚ＝０
其中

ｋｃ＝２．４０５ａ
场结构如图４－２０所示。

图４－１９　螺旋波导 图４－２０　圆波导中ＴＭ０１模的场结构

ＴＭ０１模是圆波导中最低次轴对称模，它没有极化简并，故常用它制成雷达设备中固
定发射机和旋转天线之间的旋转关节。
例４．１３　圆柱形波导的波导波长。
一空气填充的圆柱形波导中传输ＴＥ０１模，已知λ／λｃ＝０．７，工作频率ｆ＝３０００ＭＨｚ，

求波导波长。
解：

β＝ ｋ２－ｋ槡 ２
ｃ＝ω μ槡ε １－ λ

λ（ ）ｃ槡
２

＝

２πｆ μ０ε槡 ０ １－０．７槡 ２＝４．４９×１０－２ｒａｄ／ｍ

故 λｇ＝
２π
β
＝ ２π
４．４９×１０－２＝０．１４ｃｍ
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例４．１４　圆柱形波导中的传播模式。
一空气填充的圆柱形波导，周长为２５．１ｃｍ，其工作频率为３ＧＨｚ，问该波导内可能的

传播模式有哪些？

解：工作波长为

λ＝ｃｆ＝１０ｃｍ

截止波长λ＜λｒ的模式可以传播。

该波导的半径为

ａ＝ｌ２π＝
２５．１
２×３．１４≈４ｃｍ

ＴＥ１１模的截止波长为

λｃＴＥ１１＝３．４１ａ≈１３．６ｃｍ

ＴＥ０１模和ＴＭ１１模的截止波长

λｃＴＥ０１＝１．６４ａ＝６．５６ｃｍ

ＴＭ０１模的截止波长为

λｃＴＭ０１＝２．６２ａ＝１０．４８ｃｍ

ＴＥ２１模的截止波长为

λｃＴＥ２１＝２．０６ａ＝８．２４ｃｍ
其余模式的截止波长都将小于８．２４ｃｍ，所以该圆波导可能传播的模式为ＴＥ１１模和

ＴＭ０１模。

练　习　题

４．３－１　试计算内径为２ｃｍ的圆柱形波导工作在ＴＥ０１、ＴＭ０１和ＴＭ１１模式时的截止

频率以及λ＝１ｃｍ时的λｇ、ｖｐ、ｖｇ和波阻抗。

４．３－２　一空气填充的圆柱形波导，传播ＴＥ０１模，当λ／λｃ＝０．７、ｆ０＝３ＧＨｚ时，求λｃ、

β。当波导半径增大１倍时，β＝？

４．３－３　何谓波导的简并模？矩形波导和圆波导中的简并有何相同和不同之处？

４．３－４　圆柱形波导中的ＴＥ１１、ＴＥ０１和ＴＭ０１模的特点是什么？

４．４　同 轴 波 导

同轴波导的形状如图４－２１所示，其内导体外径为ａ，外导体内径为ｂ，内外导体之间
填充参数为ε、μ的完纯介质，内外导体为理想导体。当工作波长大于１０ｃｍ时，通常采用
同轴线作传输线。由于同轴线为双导体波导，因此它既可以传播无色散的ＴＥＭ 波，也可
以传播有色散的ＴＥ波和ＴＭ波。

设电磁波沿＋ｚ方向传播，相应的场为时谐场，其复数形式为

Ｅ（ｒ，φ，ｚ）＝Ｅ（ｒ，φ）ｅ
－γｚ
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图４－２１　同轴线波导

Ｈ（ｒ，φ，ｚ）＝Ｈ（ｒ，φ）ｅ
－γｚ

４．４．１　同轴波导中的ＴＥＭ波

ＴＥＭ波是无色散波，其截止波数ｋｃ＝０，即λｃ＝∞。因此，同轴线中的主模是ＴＥＭ
模。

１．场结构
由麦克斯韦方程

×Ｅ＝－ｊωμＨ
在柱坐标系下，此方程可写为

１
ｒ
Ｅｚ

＋γＥ＝－ｊωμＨｒ （４．４．１ａ）

－γＥｒ－
Ｅｚ
ｒ＝－ｊωμＨ

（４．４．１ｂ）

１
ｒ
（ｒＥ）
ｒ －１ｒ

Ｅｒ

＝－ｊωμＨｚ （４．４．１ｃ）

由麦克斯韦方程

×Ｈ＝ｊωεＥ
在柱坐标系下，此方程可写为

１
ｒ
Ｈｚ

＋γＨφ＝ｊωεＥｒ （４．４．２ａ）

－γＨｒ－
Ｈｚ
ｒ ＝ｊωεＥ

（４．４．２ｂ）

１
ｒ
（ｒＨ）
ｒ －１ｒ

Ｈｒ

＝ｊωεＥｚ （４．４．２ｃ）

对于ＴＥＭ波，Ｅｚ＝０，Ｈｚ＝０，电场和磁场都在横截面内。又因为磁力线是闭合曲
线，故磁场只有Ｈφ 分量，因而电场只有Ｅｒ分量。于是式（４．４．１）和式（４．４．２）变为

－γＥｒ＝－ｊωμＨ （４．４．３）

１
ｒ
Ｅｒ

＝０ （４．４．４）

γＨ＝ｊωεＥｒ （４．４．５）
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１
ｒ
（ｒＨ）
ｒ ＝０ （４．４．６）

考虑到γ＝－ｊβ，以上四式可写为

βＥｒ＝ωμＨ （４．４．７）

１
ｒ
Ｅｒ

＝０ （４．４．８）

βＨ＝ωεＥｒ （４．４．９）

１
ｒ
（ｒＨ）
ｒ ＝０ （４．４．１０）

式（４．４．１０）的解为

Ｈ＝
Ｈ０
ｒ

（４．４．１１）

考虑沿＋ｚ方向的传播因子ｅ－γｚ，于是

Ｈ＝
Ｈ０
ｒｅ

－γｚ （４．４．１２）

式中，Ｈ０ 为常数，由激励源强度确定。
由式（４．４．７），有

Ｅｒ＝ωμ
β
Ｈ＝

ωμ
β
Ｈ０

ｒｅ
－γｚ （４．４．１３）

图４－２２为同轴线中ＴＥＭ波的场分布图。

图４－２２　同轴线中ＴＥＭ波的场图

由于ＴＥＭ波的截止波数ｋｃ＝０，这表明任何频率的电磁波都可以ＴＥＭ波形式在同
轴线中传播。

２．传播特性
传播常数

γ＝ｊβ＝ｊω μ槡ε （４．４．１４）
相位常数

β＝ω μ槡ε （４．４．１５）
波导波长

λｇ＝
２π
β
＝ ２π
ω μ槡ε

＝λ （４．４．１６）

表明波长等于相应介质中的波长。
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相速度

ｖｐ＝ω
β
＝ １

μ槡ε
＝ｖ （４．４．１７）

表明相速度等于相应介质中的速度。
波阻抗

ＺＴＥＭ＝｜
Ｅｒ｜
｜Ｅ｜

＝βωε＝
μ槡ε＝η （４．４．１８）

等于介质的本征阻抗。

４．４．２　同轴波导中的ＴＭ波

同轴线中ＴＭ波的分析方法和圆波导类似，其纵向场分量和横向场分量的关系也可
由式（４．３．８ａ）和式（４．３．８ｂ）确定。而Ｅｚ 满足波动方程的解

Ｅｚ（ｒ，）＝Ｒ（ｒ）（φ）ｅ
－γｚ （４．４．１９）

其中（φ）和Ｒ（ｒ）满足的常微分方程仍为式（４．３．１４）和式（４．３．１５），即

ｄ２φ
ｄ

２＋ｍ２φ＝０　　

ｒ２ｄ
２Ｒ
ｄｒ２＋ｒ

ｄＲ
ｄｒ＋

（ｋ２ｃｒ２－ｍ２）Ｒ＝０

（φ）的通解为

φ（）＝Ａ
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

在同轴线问题中，仍要求满足场量沿的变化具有２π的周期性，故ｍ的取值应为整
数，即ｍ＝０，１，２，…。

Ｒ（ｒ）的通解为

Ｒ（ｒ）＝Ｂ１Ｊｍ（ｋｃｒ）＋Ｂ２Ｙｍ（ｋｃｒ）
对于同轴线，电磁波是在内外导体之间传播，因此，求解区域不包含ｒ＝０。于是，第

二类贝塞尔函数Ｙｍ（ｋｃｒ）应存在于解中。
此时的边界条件为

Ｅｚ
ｒ＝ａ
＝０ （４．４．２０）

Ｅｚ
ｒ＝ｂ
＝０ （４．４．２１）

将其代入通解中，得

Ｂ１Ｊｍ（ｋｃａ）＋Ｂ２Ｙｍ（ｋｃａ）＝０ （４．４．２２ａ）
和

Ｂ１Ｊｍ（ｋｃｂ）＋Ｂ２Ｙｍ（ｋｃｂ）＝０ （４．４．２２ｂ）
方程组式（４．４．２２）有非零解的条件为

Ｊｍ（ｋｃａ）　　Ｙｍ（ｋｃａ）

Ｊｍ（ｋｃｂ）　　Ｙｍ（ｋｃｂ）
＝０

即
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Ｊｍ（ｋｃａ）
Ｊｍ（ｋｃｂ）

＝Ｙｍ
（ｋｃａ）

Ｙｍ（ｋｃｂ）
（４．４．２３）

式（４．４．２３）是一个超越方程，它有无穷多个独立的根，每个根决定一个ｋｃ值，即确定
一个截止波数。找出式（４．４．２３）的解以后，将其代入式（４．４．２２）即可求出Ｂ１ 和Ｂ２，从而
得到Ｒ（ｒ），即确定Ｅｚ。式（４．４．２３）严格求解十分困难，但对于当ｋｃａ和ｋｃｂ很大时，可采
用近似方法求解，因为这时

Ｊｍ（ｋｃａ）≈ ２
ｋｃａ槡 πｃｏｓｋｃａ－

２ｍ＋１
４（ ）π

Ｙｍ（ｋｃａ）≈ ２
ｋｃａ槡 πｓｉｎｋｃａ－

２ｍ＋１
４（ ）π

Ｊｍ（ｋｃｂ）≈ ２
ｋｃｂ槡πｃｏｓｋｃｂ－

２ｍ＋１
４（ ）π

Ｙｍ（ｋｃｂ）≈ ２
ｋｃｂ槡πｓｉｎｋｃｂ－

２ｍ＋１
４（ ）π

代入式（４．４．２３），整理后，得

ｓｉｎｋｃａ－２ｍ＋１４（ ）π
ｃｏｓｋｃａ－２ｍ＋１４（ ）π

＝
ｓｉｎｋｃｂ－２ｍ＋１４（ ）π
ｃｏｓｋｃｂ－２ｍ＋１４（ ）π

设

ｘ＝ｋｃｂ－２ｍ＋１４ π

ｙ＝ｋｃａ－２ｍ＋１４ π

得

ｓｉｎｘｃｏｓｙ－ｃｏｓｘｓｉｎｙ＝０
即

ｓｉｎ（ｘ－ｙ）＝ｓｉｎｋｃ（ｂ－ａ）≈０
得同轴线中的截止波数为

ｋｃ≈ｎπｂ－ａ　　
（ｎ＝１，２，３，…）

截止波长为

λｃＴＭｍｎ≈
２
ｎ
（ｂ－ａ）

由此可见，ＴＭ模的最低模式为ＴＭ０１模，其截止波长为

λｃＴＭ０１≈２（ｂ－ａ） （４．４．２４）
由λｃＴＭｍｎ的表达式还可以知道，在大宗量近似情况下，同轴线内ＴＭ 波的截止波长与

ｍ无关。这说明，在ＴＭ０１出现的同时，有可能出现ＴＭ１１、ＴＭ２１、ＴＭ３１等，这是我们所不
希望出现的，故在设计和使用同轴线时，应避免ＴＭ波的出现。

４．４．３　同轴波导中的ＴＥ波

同轴线中ＴＥ波的分析方法和圆波导类似。所不同的仍是此时求解区域不包含ｒ＝
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０。因此，第二类贝塞尔函数Ｙｍ（ｋｃｒ）应出现在Ｈｚ 的解中

Ｈｚ（ｒ，，ｚ）＝［Ｃ１Ｊｍ（ｋｃｒ）＋Ｃ２Ｙｍ（ｋｃｒ）］
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－γｚ （４．４．２５）

该问题的边界条件为

Ｅ
ｒ＝ａ
＝０ （４．４．２６）

Ｅ
ｒ＝ｂ
＝０ （４．４．２７）

由圆柱坐标系中纵向场与横向场的关系式（４．３．８ａ），并考虑Ｅｚ＝０，则得

Ｅ＝
ｊωμ
ｋ２ｃ
Ｈｚ
ｒ

于是边界条件式（４．４．２６）和式（４．４．２７）变为

Ｈｚ
ｒ ｒ＝ａ

＝０ （４．４．２８）

Ｈｚ
ｒ ｒ＝ｂ

＝０ （４．４．２９）

将其代入Ｈｚ 的通解式（４．４．２５），得
Ｃ１Ｊ′ｍ（ｋｃａ）＋Ｃ２Ｙ′ｍ（ｋｃａ）＝０
Ｃ１Ｊ′ｍ（ｋｃｂ）＋Ｃ２Ｙ′ｍ（ｋｃｂ）＝０

得

Ｊ′ｍ（ｋｃａ）
Ｊ′ｍ（ｋｃｂ）＝

Ｙ′ｍ（ｋｃａ）
Ｙ′ｍ（ｋｃｂ）

（４．４．３０）

与式（４．４．２３）一样，上式也是一个超越方程，严格求解十分困难，一般采用数值解法，
用近似方程可求得ｎ＝１，ｍ≠０时的ＴＥｍ１模的截止波长

λｃＴＥｍ１≈
π（ａ＋ｂ）
ｍ 　　（ｍ＝１，２，３，…） （４．４．３１）

对于最低的ＴＥ１１模

λｃＴＥ１１≈π（ａ＋ｂ） （４．４．３２）
对于ｍ＝０的情况，若假设ｋｃａ和ｋｃｂ很大，可采用三角函数近似法得到

λｃ（ＴＥ０１）≈２（ｂ－ａ） （４．４．３３）
由式（４．４．２４）、式（４．４．３２）和式（４．４．３３）可见，同轴中最低型的高次模为ＴＥ１１模。
图４－２３给出了ＴＥ１１、ＴＥ０１和ＴＭ０１模的场结构图形。

例４．１５　同轴线的尺寸选择。
已知信号源工作波长为λ，若要使同轴线中只存在ＴＥＭ 模，则同轴线的尺寸ａ和ｂ

应满足什么关系？

解：因为同轴线中的最低型高次模为ＴＥ１１，其截止波长为

λｃ（ＴＥ１１）＝π（ａ＋ｂ）
于是，应保证工作波长满足

λ＞λｃ（ＴＥ１１）
所以
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图４－２３　同轴线中ＴＥ１１、ＴＭ０１、ＴＥ０１模的场图
（ａ）ＴＥ１１模；（ｂ）ＴＭ０１模；（ｃ）ＴＥ０１模。

（ａ＋ｂ）＜λπ
为最后确定尺寸，还需决定ａ与ｂ之比值，此关系可根据功率容量最大来确定，或由损耗
最小来确定。
功率容量最大要求

ｂ
ａ＝１．６５

最小衰减条件要求

ｂ
ａ＝３．５９

例４．１６　同轴线中波的相速度。

空气同轴线的尺寸为ａ＝１ｃｍ，ｂ＝４ｃｍ，若工作波长为１０ｃｍ，求ＴＥ１１模和ＴＥＭ模的
相速度。
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解：因为ＴＥ１１模的截止波长为

λｃ（ＴＥ１１）＝π（ａ＋ｂ）＝３．１４（１＋４）＝１５．７ｃｍ
所以ＴＥ１１模相速度为

ｖｐ＝
ｖ

１－ λ
λ（ ）ｃ槡

２
＝ ３×１０８

１－ １０
１５．（ ）７槡

２
≈３．９×１０８ｍ／ｓ

ＴＥＭ模的相速度为

ｖｐ＝ｖ＝３×１０８ｍ／ｓ

练　习　题

４．４－１　空气同轴线的尺寸为ａ＝１ｃｍ，ｂ＝４ｃｍ，计算前三种高次模的截止波长。为
保证只传输ＴＥＭ模，工作波长至少应为多少？

４．５　微波谐振器

在微波技术中，微波谐振器有着非常广泛的用途。它主要分为两大类：传输线型微波
谐振器和非传输线型微波谐振器。
传输线型谐振器主要包括矩形空腔谐振器、圆柱形空腔谐振器、同轴线型谐振器及微

带谐振器等。
在微波波段，采用微波谐振器作谐振回路而不采用集中参数ＬＣ谐振回路，这主要是

因为：
（１）在微波波段，由于波长与谐振回路尺寸相近，故对于“开放式”的ＬＣ谐振回路存

在较强的电磁辐射损耗，辐射损耗的能量与频率的平方或四次方成正比。
（２）由于频率增高，趋肤效应引起的损耗将急剧增加。
（３）在微波波段，ＬＣ谐振回路中的电容和电感很小，难于制做。
（４）由于损耗增大，谐振回路的品质因数会降低。
由于这些缺点，在分米波段将不再采用ＬＣ集中参数谐振回路。这时可采用双导体

短路线或开路线作谐振回路（下一章将讨论）。但是若频率继续增加到１ＧＨｚ时，将采用
下面介绍的空腔谐振器作谐振回路。

４．５．１　矩形谐振腔

矩形谐振腔是由一段两端用导体封闭起来的矩形波导构成，如图４－２４所示。

１．场分量
因为ＴＭ模和ＴＥ模都能存在于矩形波导内，所以，ＴＭ 模和ＴＥ模也同样存在于矩

形谐振腔内。由于在谐振腔内存有不惟一的纵向（矩形波导中的传播方向），因此，ＴＭ模
和ＴＥ模的名称不惟一。我们以下的讨论选择ｚ轴为参考的“传播”方向。

（１）ＴＥ振荡模式
在矩形波导ｚ＝０和ｚ＝ｌ处放置两块导体板，则该谐振腔中的ＴＥ模可以看成矩形
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图４－２４　矩形空腔谐振器

波导中沿＋ｚ方向和沿－ｚ方向传播的ＴＥ模的叠加。由式（４．２．４７），得

Ｈｚ ＝Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｅ－ｊβｚ＋Ｈ′０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙｅｊβｚ （４．５．１）

由电磁场边界条件

Ｈｚ
ｚ＝０
＝０

得

Ｈ′０＝－Ｈ０
则式（４．５．１）变为

Ｈｚ＝－ｊ２Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎβｚ （４．５．２）

由电磁场边界条件

Ｈｚ
ｚ＝ｌ
＝０

得 β＝
ｐπ
ｌ　　

（ｐ＝１，２，３，…） （４．５．３）

于是

Ｈｚ＝－ｊ２Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．４）

根据麦克斯韦方程，ＴＥ模的ｘ和ｙ场分量可用Ｅｚ 和Ｈｚ 表示，且此时Ｅｚ＝０，得

Ｈｘ＝１ｋ２ｃ

ｘ
Ｈｚ
（ ）ｚ （４．５．５ａ）

Ｈｙ＝
１
ｋ２ｃ

ｙ
Ｈｚ
（ ）ｚ （４．５．５ｂ）

Ｅｘ＝－ｊωμｋ２ｃ
Ｈｚ
ｙ

（４．５．５ｃ）

Ｅｙ＝ｊωμｋ２ｃ
Ｈｚ
ｘ

（４．５．５ｄ）

式中ｋ２ｃ＝ｋ２－β
２，在矩形谐振腔中

ｋ２ｃ＝ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ＝
ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

（４．５．６）

矩形谐振腔ＴＥ振荡模式的场分量

Ｅｘ＝２ωμｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．７ａ）
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Ｅｙ＝－
２ωμ
ｋ２ｃ

ｍπ（ ）ｂ Ｈ０ｓｉｎ
ｍπ
ａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．７ｂ）

Ｅｚ＝０ （４．５．７ｃ）

Ｈｘ＝ｊ２ｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ ｐπ（ ）ｌ Ｈ０ｓｉｎ

ｍπ
ａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｃｏｓｐπｌ（ ）ｚ （４．５．７ｄ）

Ｈｙ＝ｊ
２
ｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ ｐπ（ ）ｌ Ｈ０ｃｏｓ

ｍπ
ａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｃｏｓｐπｌ（ ）ｚ （４．５．７ｅ）

Ｈｚ＝－ｊ２Ｈ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．７ｆ）

（２）ＴＭ振荡模式
同样将矩形谐振腔中的ＴＭ模看作矩形波导中沿＋ｚ方向和沿－ｚ方向传播的ＴＭ

模的叠加。由式（４．２．２０）得

Ｅｚ ＝Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－ｊβｚ ＋Ｅ′０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅｊβｚ （４．５．８）

　　根据麦克斯韦方程，并考虑Ｈｚ＝０，得

Ｅｘ＝１ｋ２ｃ

ｘ
Ｅｚ
（ ）ｚ （４．５．９ａ）

Ｅｙ＝
１
ｋ２ｃ

ｙ
Ｅｚ
（ ）ｚ （４．５．９ｂ）

Ｈｘ＝ｊωεｋ２ｃ
Ｅｚ
ｙ

（４．５．９ｃ）

Ｈｙ＝－
ｊωε１
ｋ２ｃ
Ｅｚ
ｘ

（４．５．９ｄ）

将式（４．５．８）代入式（４．５．９ａ），得

Ｅｘ＝ｊβｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ －Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅ－ｊβｚ＋Ｅ′０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｅｊβ［ ］ｚ

在ｚ＝０和ｚ＝ｌ的边界面上，由边界条件

Ｅｘ
ｚ＝０
＝０

得 Ｅ′０＝Ｅ０
故

Ｅｘ＝－βｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎβｚ

将边界条件Ｅｘ
ｚ＝ｌ
＝０代入上式，得

β＝
ｐπ
ｌ　　　

（ｐ＝０，１，２，３，…） （４．５．１０）

将Ｅ′０＝Ｅ０，β＝
ｐπ
ｌ
代入式（４．５．８），再由式（４．５．９）得矩形谐振腔中ＴＭ 振荡模的场

分量
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Ｅｘ＝－２ｋ２ｃ
ｍπ（ ）ａ ｐπ（ ）ｌ Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．１１ａ）

Ｅｙ＝－
２
ｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ ｐπ（ ）ｌ Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｓｉｎｐπｌ（ ）ｚ （４．５．１１ｂ）

Ｅｚ＝２Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｃｏｓｐπｌ（ ）ｚ （４．５．１１ｃ）

Ｈｘ＝ｊ２ωεｋ２ｃ
ｎπ（ ）ｂ Ｅ０ｓｉｎ ｍπａ（ ）ｘ ｃｏｓｎπｂ（ ）ｙ ｃｏｓｐπｌ（ ）ｚ （４．５．１１ｄ）

Ｈｙ＝－ｊ
２ωε
ｋ２ｃ

ｍπ（ ）ａ Ｅ０ｃｏｓｍπａ（ ）ｘ ｓｉｎｎπｂ（ ）ｙ ｃｏｓｐπｌ（ ）ｚ （４．５．１１ｅ）

Ｈｚ＝０ （４．５．１１ｆ）
式中

ｋ２ｃ＝ｋ２ｘ＋ｋ２ｙ＝
ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

由以上的讨论可知：
（１）矩形谐振腔中可能存在无穷多个振荡模式，即ＴＥｍｎｐ模和ＴＭｍｎｐ模。
（２）下标ｍ、ｎ、ｐ为整数，分别表示电场和磁场沿ｘ、ｙ、ｚ方向变化的半驻波数。
（３）对ＴＥ振荡模式，ｐ≠０，否则导致整个腔内场解为零，ｍ 和ｎ可以为零（但不能同

时为零）。
（４）对ＴＭ振荡模式，ｐ可以为零，此时虽然Ｅｘ 和Ｅｙ 为零，但Ｅｚ≠０。但ｍ、ｎ不能

为零。
（５）以上矩形谐振腔的ＴＥ模和ＴＭ模是针对ｚ轴来区分的。因此，同一场分布若选

择不同的参考轴，其模式可能不同。例如，ＴＥ１０１模，若选择ｙ方向为参考轴，则为ＴＭ１１０
模。

２．谐振频率ｆ
由

ｋ２ｃ＝ｋ２－β
２＝ ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

而

ｋ２＝ω２με

β＝
ｐπ
ｌ

故谐振角频率为

ω＝ωｍｎｐ＝
１

μ槡ε
ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

＋ ｐπ（ ）ｌ槡
２

（４．５．１２）

谐振频率为

ｆｍｎｐ＝ω２π＝
１

２π μ槡ε
ｍπ（ ）ａ

２

＋ ｎπ（ ）ｂ
２

＋ ｐπ（ ）ｌ槡
２

＝

１
２ μ槡ε

ｍ（ ）ａ
２

＋ ｎ（ ）ｂ
２

＋ ｐ（ ）ｌ槡
２

（４．５．１３）

谐振波长为
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λｍｎｐ＝
２

ｍ（ ）ａ
２

＋ ｎ（ ）ｂ
２

＋ ｐ（ ）ｌ槡
２

（４．５．１４）

由此可见，矩形谐振腔的谐振波长不仅与腔体的尺寸ａ、ｂ、ｌ有关，而且与振荡模式的

ｍ、ｎ、ｐ有关。当空腔尺寸一定时，存在无穷多个谐振频率，具有相同的谐振频率的不同
谐振模式叫做简并模。对于给定的腔体尺寸，谐振频率最低的模式称为主模。
例４．１７　矩形谐振腔中的主模。
有一填充空气的矩形谐振腔，当其腔体尺寸为（１）ａ＞ｂ＞ｌ；（２）ａ＞ｌ＞ｂ；（３）ａ＝ｂ＝ｌ

时，求相应的主模和谐振频率。
解：根据前面的分析，矩形谐振腔中可能的主模为ＴＭ１１０、ＴＥ０１１、ＴＥ１０１。
（１）当ａ＞ｂ＞ｌ时，最低谐振频率为

ｆ１１０＝ｃ２
１
ａ２＋

１
ｂ槡 ２

式中ｃ为自由空间的光速，故ＴＭ１１０模为主模。
（２）当ａ＞ｌ＞ｂ时，最低谐振频率为

ｆ１０１＝ｃ２
１
ａ２＋

１
ｌ槡 ２

故ＴＥ１０１为主模。
（３）当ａ＝ｂ＝ｃ时，有

ｆ１１０＝ｆ１０１＝ｆ０１１＝ ｃ
槡２ａ

此时ＴＭ１１０模、ＴＥ１０１模和ＴＥ０１１模的谐振频率相等。

３．品质因数Ｑ
品质因数Ｑ是微波谐振器另一个重要参数，它描述了谐振器选择性的优劣和能量损

耗的程度，其定义为：在谐振频率时谐振器的储能与一周期内谐振器中损耗能量之比的

２π倍，即

Ｑ＝２πＷＷＴ
＝２π ＷＰｌＴ＝ω

Ｗ
Ｐｌ

（４．５．１５）

式中，Ｗ 为谐振器的储能；ＷＴ 为一周期内谐振器中损耗的能量；Ｐｌ为损耗功率；ω为谐振
角频率。
我们假定谐振器中能量的损耗不影响腔内场的分布，这时谐振腔中储能等于电场能

量与磁场能量之和。设某一时刻腔内电场为零，这时储能等于此时磁场的能量，即

Ｗ ＝ １２μ∫Ｖ｜Ｈ｜２ｄＶ （４．５．１６）

式中，Ｖ 为谐振腔的体积。
对于损耗能量，一般包括导体损耗、介质损耗和辐射损耗。对于腔体闭合的谐振腔，

其辐射损耗不存在。设介质是无耗的，因此，谐振腔的损耗为腔壁的热损耗，即

Ｐｌ ＝ １２∮Ｓ
｜ＪＳ｜２ＲＳｄＳ＝ １２ＲＳ∮Ｓ

｜Ｈｔ｜２ｄＳ （４．５．１７）

式中，Ｓ为空腔内表面面积；ＲＳ 是腔壁表面电阻率；Ｊｓ是表面电流；Ｈｔ是表面切向磁场。
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由式（４．５．１６）和式（４．５．１７）得品质因数为

Ｑ＝
ωμ∫Ｖ｜Ｈ｜２ｄＶ
ＲＳ∮Ｓ

｜Ｈｔ｜２ｄＳ
（４．５．１８）

又因为

Ｒｓ＝１σδ

式中，σ为腔壁电导率，δ＝ ２／σω槡 μ为趋肤深度。于是

ωμ
ＲＳ＝ωμ

２σ
ω槡μ＝

２μ
μ
σωμ槡２ ＝２δ

所以

Ｑ＝ ２δ
∫Ｖ｜Ｈ｜２ｄＶ
∮Ｓ
｜Ｈｔ｜２ｄＳ

（４．５．１９）

　　为了大概估计空腔谐振器的Ｑ值，我们可以假设，｜Ｈ｜≈｜Ｈｔ｜＝常数，得

Ｑ≈２δ
Ｖ
Ｓ

（４．５．２０）

由此可知，谐振器的Ｑ值近似地与腔体体积Ｖ 成正比，与腔体内表面积Ｓ成反比。一般
情况下，Ｖ∝λ３０，Ｓ∝λ２０，由上式还可知

Ｑ∝λ０δ
（４．５．２１）

说明Ｑ值与谐振波长λ０ 成正比。在厘米波段，腔体的趋肤深度δ为几微米，此时Ｑ值约
为１０４～１０５ 数量级。
若腔体内介质存在损耗，这时ｐｌ中还应包括介质损耗。
对于矩形谐振腔中各种振荡模式的Ｑ值，可利用式（４．５．１８）计算。下面以ＴＥ１０１模

为例，计算其Ｑ值。由式（４．５．７）得ＴＥ１０１的场分量，代入式（４．５．１８），得

∫Ｖ｜Ｈ｜２ｄＶ ＝∫Ｖ（｜Ｈｘ｜２＋｜Ｈｚ｜２）ｄＶ ＝ 　　　　　　　　　　　　　　　　

∫
ａ

０∫
ｂ

０∫
ｌ

０
４Ｈ２０ ａ

２

ｌ２ｓｉｎ
２ π
ａ（ ）ｘ ｃｏｓ２ πｌ（ ）ｚ ＋ｃｏｓ２ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ２ πｌ（ ）［ ］ｚ ｄｘｄｙｄｚ＝

Ｈ２０（ａ２＋ｌ２）ａｂ
ｌ

（４．５．２２）

　　对ｚ＝０，ｚ＝ｌ

｜Ｈｔ｜２＝｜Ｈｘ｜２＝４Ｈ２０ａ
２

ｌ２ｓｉｎ
２ π
ａ（ ）ｘ

对ｘ＝０，ｘ＝ａ

｜Ｈｔ｜２＝｜Ｈｚ｜２＝４Ｈ２０ｓｉｎ２ πｌ（ ）ｚ
对ｙ＝０，ｙ＝ｂ

｜Ｈｔ｜２＝｜Ｈｘ｜２＋｜Ｈｚ｜２＝　　　　　　　　　　
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４Ｈ２０
ａ２
ｌ２ｓｉｎ

２ π
ａ（ ）ｘ ｃｏｓ２ πｌ（ ）ｚ ＋ｃｏｓ２ πａ（ ）ｘ ｓｉｎ２ πｌ（ ）［ ］ｚ

于是

∮Ｓ
｜Ｈｔ｜２ｄＳ＝２∫

ａ

０∫
ｂ

０
｜Ｈｘ｜２ｄｘｄｙ＋∫

ｂ

０∫
ｌ

０
｜Ｈｚ｜２ｄｙｄｚ［ ＋

∫
ａ

０∫
ｌ

０
（｜Ｈｘ｜２＋｜Ｈｚ｜２）ｄｘｄ ］ｚ ＝

２Ｈ２０
ｌ２
［２ｂ（ａ３＋ｌ３）＋ａｌ（ａ２＋ｌ２）］ （４．５．２３）

由式（４．５．２２）和式（４．５．２３）、式（４．５．１９），得

Ｑ＝ａｂｌδ
· ａ２＋ｌ２

２ｂ（ａ３＋ｌ３）＋ａｌ（ａ２＋ｌ２）
（４．５．２４）

对于正方形谐振腔，ａ＝ｂ＝ｌ，由上式可得

Ｑ＝ａ３δ
又由于正方形谐振腔的谐振波长λ０ 槡＝ ２ａ，代入上式，得

Ｑ＝ １
槡３ ２
·λ０
δ＝０．２３６

λ０
δ

（４．５．２５）

由此可见，谐振频率越高，品质因数Ｑ越低。因此在毫米波波段，空腔谐振器不易得
到高品质因数，这时将采用微波干涉谐振器。
例４．１８　正方形谐振腔的尺寸及Ｑ值。
一只用铜（σ＝５．８×１０７Ｓ／ｍ）的正方形空心谐振腔，欲使其在１０ＧＨｚ时谐振于主模，

则其尺寸应为多少？并求该频率时的Ｑ值。
解：对于正方形谐振腔，ａ＝ｂ＝ｌ，由例４．１７可知ＴＭ１１０、ＴＥ０１１、ＴＥ１０１是谐振频率相同

的简并主模。

ｆ１０１＝ ｃ
槡２ａ
＝３×１０

８

槡２ａ
＝１０１０　Ｈｚ

因此

ａ＝３×１０
８

槡２×１０１０
＝２．１２×１０－２　ｍ

其品质因数由式（４．５．２５），有

Ｑ＝０．２３６λ０δ＝０．２３６
ｃ
ｆ１０１

１
πｆ１０１μ槡 σ

＝　　　　　　　　　　　　　

０．２３６３×１０
８

１０×１０９
１

３．１４×１０×１０９×（４π×１０－７）×５．８×１０槡 ７
＝１０７００

４．５．２　圆柱形谐振腔

圆柱形波导是由一段两端用导体封闭起来的圆柱形波导构成，如图４－２５所示。
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图４－２５　圆柱形谐振腔

１．场分布
与矩形谐振腔相同，在圆柱形谐振腔中也可以存在ＴＥ振

荡模式和ＴＭ振荡模式。１）ＴＥ振荡模式
在圆柱形波导ｚ＝０和ｚ＝ｌ处放置两块导体板，则该谐振

腔中的ＴＥ模可以看成圆柱形波导中沿＋ｚ和－ｚ方向传播的

ＴＥ模的叠加。由式（４．３．３０ａ），有

Ｈｚ＝Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅ－ｊβｚ＋Ｈ′０Ｊｍ（ｋｃｒ）
ｃｏｓｍ
ｓｉｎｍ｛ 

ｅｊβｚ

为讨论简单，以“ｃｏｓｍ”为例，而相应地极化简并模
“ｓｉｎｍ”的讨论是相同的。这时

Ｈｚ＝Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｅ
－ｊβｚ＋Ｈ′０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｅｊβ

ｚ

（４．５．２６）
由电磁场边界条件

Ｈｚ
ｚ＝０
＝０

得

Ｈ′０＝－Ｈ０
则式（４．５．２６）变为

Ｈｚ＝－ｊ２Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｓｉｎ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２７）

利用麦克斯韦方程得到式（４．３．８ａ）和式（４．３．８ｂ），并考虑到ＴＥ模式中Ｅｚ＝０，得

Ｅｒ＝－ｊωμｋ２ｃｒ
Ｈｚ


（４．５．２８ａ）

Ｅ＝ｊ
ωμ
ｋ２ｃ
Ｈｚ
ｒ

（４．５．２８ｂ）

Ｅｚ＝０ （４．５．２８ｃ）

Ｈｒ＝１ｋ２ｃ

ｚ
Ｈｚ
（ ）ｒ （４．５．２８ｄ）

Ｈφ＝
１
ｋ２ｃｒ

ｚ
Ｈｚ
（ ） （４．５．２８ｅ）

将式（４．５．２７）代入式（４．５．２８），得

Ｅｒ＝２ωμｍｋ２ｃｒ
Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｓｉｎｍｓｉｎ

ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２９ａ）

Ｅ＝
２ωμ
ｋｃ Ｈ０Ｊ′ｍ

（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｓｉｎ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２９ｂ）

Ｅｚ＝０ （４．２．２９ｃ）

Ｈｒ＝－ｊ２ｋｃ
ｐπ（ ）ｌ Ｈ０Ｊ′ｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｃｏｓ

ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２９ｄ）

Ｈ＝ｊ
２ｍ
ｋ２ｃｒ

ｐπ（ ）ｌ Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｓｉｎｍｃｏｓ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２９ｅ）

Ｈｚ＝－ｊ２Ｈ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｓｉｎ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．２９ｆ）
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式中ｋｃ＝ｑｍｎａ
，ｑｍｎ为第一类贝塞尔函数一阶导数Ｊ′ｍ（ｋｃａ）＝０的第ｎ个根。

２）ＴＭ振荡模式
对于ＴＭ模式，Ｈｚ＝０，Ｅｚ≠０，与ＴＥ模式求法相似，其场分量为

Ｅｒ＝－２ｋｃ
ｐπ（ ）ｌ Ｅ０Ｊ′ｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｓｉｎ

ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．３０ａ）

Ｅ＝
２ｍ
ｋ２ｃｒ

ｐπ（ ）ｌ Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｓｉｎｍｓｉｎ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．３０ｂ）

Ｅｚ＝２Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｃｏｓ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．３０ｃ）

Ｈｒ＝－ｊ２ｍωεｋ２ｃｒ
Ｅ０Ｊｍ（ｋｃｒ）ｓｉｎｍｃｏｓ

ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．３０ｄ）

Ｈ＝－ｊ
２ωε
ｋｃＥ０Ｊ′ｍ

（ｋｃｒ）ｃｏｓｍｃｏｓ
ｐπ
ｌ（ ）ｚ （４．５．３０ｅ）

Ｈｚ＝０ （４．５．３０ｆ）

式中ｋｃ＝ｐｍｎａ
，ｐｍｎ为第一类贝塞尔函数Ｊｍ（ｋｃａ）＝０的第ｎ个根。

由以上的讨论可知：
（１）圆柱形谐振腔中可能存在无穷多个振荡模式，即ＴＥｍｎｐ和ＴＭｍｎｐ。
（２）对ＴＥｍｎｐ振荡模式：ｍ＝０，１，２，…；ｎ＝１，２，…；ｐ＝１，２，…的场都存在。
（３）对ＴＭｍｎｐ振荡模式：ｍ＝０，１，２，…；ｎ＝１，２，…；ｐ＝０，１，２，…的场都存在。
（４）不同的ｍｎｐ值组合代表不同的振荡模式。

２．谐振频率
由

ｋ２ｃ＝ｋ２－β
２＝ω２με－

ｐπ（ ）ｌ
２

故谐振角频率为

ω＝ωｍｎｐ＝
１

μ槡ε
ｋ２ｃ＋ ｐπ（ ）ｌ槡

２
（４．５．３１）

１）对于ＴＥｍｎｐ振荡模式

ωｍｎｐ＝
１

μ槡ε
ｑｍｎ（ ）ａ

２

＋ ｐπ（ ）ｌ槡
２

ｑｍｎ为Ｊ′ｍ（ｋｃａ）＝０的第ｎ个根。
谐振频率为

ｆｍｎｐ＝ω２π＝
１

２π μ槡ε
ｑｍｎ（ ）ａ

２

＋ ｐπ（ ）ｌ槡
２

（４．５．３２）

谐振波长

λｍｎｐ＝
ｖ
ｆ＝

１
ｑｍｎ
２π（ ）ａ

２

＋ ｐ
２（ ）ｌ槡

２
（４．５．３３）

　　２）对于ＴＭｍｎｐ振荡模式
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谐振波长为

λｍｎｐ＝
１

ｐｍｎ
２π（ ）ａ

２

＋ ｐ
２（ ）ｌ槡

２
（４．５．３４）

式中ｐｍｎ为Ｊｍ（ｋｃａ）＝０的第ｎ个根。
由此可见，与矩形谐振腔一样，圆柱形谐振腔的谐振波长也由空腔尺寸与工作模式决

定。
下面是圆柱形谐振腔中几个最低振荡模式谐振波长。
（１）ＴＥ１１１振荡模式：

λＴＥ１１１＝
１

１
３．４１（ ）ａ

２

＋ １
２（ ）ｌ槡

２
（４．５．３５）

（２）ＴＭ０１０振荡模式：

λＴＭ０１０＝２．６２ａ （４．５．３６）
该谐振波长与圆柱形波导中ＴＭ０１模的截止波长相等，且与空腔长度ｌ无关。

（３）圆柱形谐振腔中另一个常用模式为ＴＥ０１ｐ模，其中ｐ＝１时即ＴＥ０１１模的谐振波长为

λＴＥ０１１＝
１

１
１．６４（ ）ａ

２

＋ １
２（ ）ｌ槡

２
（４．５．３７）

３．品质因数
圆柱形谐振腔的品质因数Ｑ仍可以式（４．５．２０）求得，即

Ｑ＝ ２δ
∫Ｖ｜Ｈ｜２ｄＶ
∮Ｓ
｜Ｈｔ｜２ｄＳ

　　对于ＴＭ０１０振荡模式：

ＱＴＭ０１０＝
λ０
δ

２．４０５

２π１＋ａ（ ）ｌ
例４．１９　圆柱形谐振腔的最低振荡模式。
一半径为ａ＝５ｃｍ、长度ｌ＝１５ｃｍ的圆柱形谐振腔，其最低振荡模式是什么？
解：由式（４．５．３５）、式（４．５．３６）、式（４．５．３７），有

λＴＥ１１１≈１３．９１ｃｍ
λＴＭ０１０＝１３．１ｃｍ
λＴＥ０１１≈７．９４ｃｍ

由此可见，其最低振荡模式为ＴＥ１１１模。

练　习　题

４．５－１　有一空气填充和尺寸为ａ＝４ｃｍ、ｂ＝３ｃｍ、ｌ＝５ｃｍ的矩形谐振腔，腔体材料
为铜（ε０，μ０，σ＝５．８×１０

７Ｓ／ｍ）。（ａ）确定其主模及谐振频率；（ｂ）计算Ｑ值。
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４．５－２　有一填充空气的铜质矩形谐振腔，（ａ）若尺寸为ａ＝ｌ＝１．８ｂ＝３．６ｃｍ，求

ＴＥ１０１模的Ｑ值；（ｂ）欲使Ｑ值提高２０％，则ｂ应增加多少？

习　题

４－１　在一空气填充的矩形波导中，已知尺寸为ａ×ｂ＝２２．８６ｍｍ×１０．１６ｍｍ，传输

ＴＥ１０波，工作频率为１０ＧＨｚ。
（ａ）求截止波长λｃ，波导波长λｇ及ＴＥ１０波的波阻抗ＺＴＥ１０；
（ｂ）若波导的宽边尺寸增大一倍，上述各参数将如何变化？还能传输什么模式的波；
（ｃ）若波导的窄边尺寸增大一倍，上述各参数又将如何变化？还能传输什么模式的波。

４－２　频率为３０ＧＨｚ的ＴＥ１０波在ＢＪ—３２０（ａ×ｂ＝７．１１２ｍｍ×３．５５６ｍｍ）波导中传
输，波导长度为１０ｃｍ。

（ａ）当波导中充以空气时，电磁波经过该波导后的相移是多少（与开始比较）？
（ｂ）当波导中充以εｒ＝４的介质后，电磁波通过波导后的相移量又是多少？

４－３　试设计一根传输λ＝２ｃｍ的矩形波导管，当波导中的介质为空气时，它满足

λｃ（ＴＥ１０）＝１．３λ和λ＝１．３λｃ（ＴＥ０１）。

４－４　 在 一 个 无 损 耗 的 矩 形 波 导 ａ×ｂ 中，某 模 式 的 电 场 强 度 为 Ｅｙ ＝

Ｅ０ｓｉｎ２πｘ（ ）ａ ｅ－ｊβｚ，当ｆ＞ｆｃ时，计算磁场强度Ｈ和截止频率。

４－５　试证明：在矩形波导中工作波长λ、截止波长λｃ和波导波长λｇ之间存在下列关式：

λ＝ λ２ｇλ２ｃ
λ２ｇ＋λ槡 ２

ｃ

４－６　今用ＢＪ—３２矩形波导（ａ×ｂ＝７２．１４ｍｍ×３４．０４ｍｍ）做馈线，设波导中传输

ＴＥ１０模。
（ａ）测得相邻两波节之间的距离为１０．９ｃｍ，求λｇ和λｃ。
（ｂ）设工作波长为λ０＝１０ｃｍ，求ｖｐ、λｇ和λｃ。

４－７　空气填充的矩形波导的截面尺寸为ａ×ｂ＝７ｃｍ×３ｃｍ。
（ａ）计算ＴＥ１０、ＴＥ２０模的截止波长。

（ｂ）如果工作频率为ｆ＝３×１０９Ｈｚ，εｒ＝４，这时波导中存在哪些波型？
（ｃ）若要求波导中只传输ＴＥ１０模，波导尺寸应如何变化？

４－８　矩形波导中ＴＭ模的纵向电场

Ｅｚ＝Ｅ０ｓｉｎπｘ（ ）３ ｓｉｎπｙ（ ）３
式中ｘ、ｙ、ｚ的单位是ｃｍ，如果这是ＴＭ３２模，求波导的尺寸。

４－９　有一空气填充和尺寸为ａ＝４ｃｍ，ｂ＝３ｃｍ，ｌ＝５ｃｍ的无耗矩形谐振腔，试求头
三个最低阶模式和它们的谐振频率。

４－１０　当传输信号的频率逐渐降低而接近临界频率时，ＴＥ模的波阻抗趋于∞，而

ＴＭ的波阻抗趋于零。因此在接近临界状态时，ＴＥ波以电场为主，而 ＴＭ 波以磁场为
主。这种说法对不对？为什么？
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４－１１　半径为ａ＝１５ｍｍ的圆波导输入频率ｆ＝１０ＧＨｚ的信号，问非截止模式有几
种，它们各是什么模式？

４－１２　圆波导中最低阶模式是什么模？旋转对称模式中最低阶模式又是什么模？

４－１３　已知圆波导中ＴＭ０１模的磁场为

Ｈ＝ｅＨｍＪ１
２．４０５ｒ（ ）ａ ｅ－ｊβｚ

求电场强度Ｅ。
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书书书

第五章　传输线理论

前一章，我们用场分析法讨论了导波系统中的波及传播特性。本章我们将在准静态
条件下采用路分析法讨论多导体导波系统（例如双线、同轴线）中波的传播特性。

５１　传输线方程

这一节主要讨论传输线中ＴＥＭ波的传播特性。我们首先分析在ＴＥＭ 波的条件下
电场Ｅ、磁场Ｈ和它们的积分量电压Ｕ 及电流Ｉ的关系，从而导出均匀传输线的方程。

５１１　传输线中“场”与“路”的关系

以同轴线为例，如图５－１所示。设该同轴线中传播ＴＥＭ波。

图５－１　同轴线

考虑到ＴＥＭ波的电场和磁场只有横向分量，用Ｅｔ和Ｈｔ 表示。由复数形式的麦克
斯韦方程，有

×Ｅｔ ＝－ｊωμＨｔ （５１１ａ）

×Ｈｔ ＝ｊωεＥｔ （５１１ｂ）

·Ｅｔ ＝０ （５１１ｃ）

·Ｈｔ ＝０ （５１１ｄ）

设＝ｔ＋ｚ＝ｔ＋ｅｚ ｚ
，因为电磁场只有横向分量，所以

ｔ×Ｅｔ＝０

ｔ×Ｈｔ＝０
于是由式（５１１ａ）和式（５１１ｂ），得

ｅｚ×Ｅｔｚ ＝－ｊωμ
Ｈｔ （５１２ａ）



ｅｚ×Ｈｔｚ ＝ｊωεμ
Ｅｔ （５１２ｂ）

ｔ×Ｅｔ ＝０ （５１２ｃ）

ｔ×Ｈｔ ＝０ （５１２ｄ）

　　由式（５１２ｃ）可知，此时的电场可用一标量函数的梯度表示为

Ｅｔ ＝－ｔφ（ｘ，ｙ） （５１３）
由式（５１１ｃ），得

２ｔφ（ｘ，ｙ）＝０ （５１４）
这表明满足二维拉普拉斯方程，正如静电场所满足的方程一样。由此可见，ＴＥＭ 波的
电场结构与二维静电场的场结构是一样的，而相应的磁场Ｈｔ 通过式（５１２ａ）与电场Ｅｔ
相联系，因此传输线上ＴＥＭ波的问题基本上是解二维静电场问题。
根据这一特点，可以将传输线的电压、电流与其电场和磁场联系起来，得到用电压和

电流表示的传输线方程，而不直接讨论其电磁场，从而可将电路中的有关概念引入到传输
线中。
在给定ｚ值的任意平面内，由于该截面的电场和静电场满足相同的方程，内外导体之

间的电压仍有意义，定义为

Ｕ（ｚ）＝∫
ｂ

ａ
Ｅｔ·ｄｌ （５１５）

由安培环路定理，传输线上给定ｚ值处的电流Ｉ为

Ｉ（ｚ）＝∮ｃＨｔ·ｄｌ （５１６）

用ｅｚ ｚ
叉乘式（５１２ａ），再利用式（５１２ｂ），得

ｅｚ×ｅｚ×
２Ｅｔ
ｚ２

－ω２μεＥｔ＝０

ｅｚ ｅｚ·
２Ｅｔ
ｚ（ ）２ －（ｅｚ·ｅｚ）

２Ｅｔ
ｚ２

－ω２μεＥｔ＝０

得

２Ｅｔ
ｚ２ ＋

ｋ２Ｅｔ ＝０ （５１７）

式中

ｋ＝ω μ槡ε
同理

２Ｈｔ
ｚ２ ＋

ｋ２Ｈｔ ＝０ （５１８）

利用式（５１５），考虑

２Ｕ（ｚ）
ｚ２ ＋ｋ２Ｕ（ｚ）＝

２∫
ｂ

ａ
Ｅｔ·ｄｌ

ｚ２ ＋ｋ２∫
ｂ

ａ
Ｅｔ·ｄｌ
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由于积分是横向的，因此上式

２Ｕ（ｚ）
ｚ２ ＋ｋ２Ｕ（ｚ）＝∫

ｂ

ａ

２Ｅｔ
ｚ２ ＋

ｋ２Ｅ（ ）ｔ ·ｄｌ＝０
故

２Ｕ（ｚ）
ｚ２ ＋ｋ２Ｕ（ｚ）＝０ （５１９）

同理

２Ｉ（ｚ）
ｚ２ ＋ｋ２Ｉ（ｚ）＝０ （５１１０）

以上为电压波方程和电流波方程。由上面分析可知，相应于传输线中传播的ＴＥＭ 波的
电场Ｅｔ有一确定的电压波，而相应于磁场Ｈｔ有一确定的电流波。这就是说，对于传输线
上ＴＥＭ波的分析可采用电压、电流来代替。

５１２　等效电路及传输线方程

由式（５１９）、式（５１１０）可知，传输线上的电压和电流沿线有变化。从电路的观点
来看，前者是由于沿线存在电阻及电感，而电流沿线的变化是由于存在电导和电容。于是
可得到传输线的电路模型，如图５－２所示。

图５－２　传输线的等效电路

因为电压、电流是沿线变化的，故有关电路的参数应为沿线分布，称为分布参数。

根据克希霍夫定律，在线元ｄｚ上电压和电流的变化为（设电流、电压随时间作简谐变

化）

ｄＵ（ｚ）＝ （Ｒ１ｄｚ＋ｊωＬ１ｄｚ）Ｉ（ｚ） （５１１１ａ）

ｄＩ（ｚ）＝ （Ｇ１ｄｚ＋ｊωＣ１ｄｚ）Ｕ（ｚ） （５１１１ｂ）

式中，Ｒ１、Ｌ１、Ｇ１、Ｃ１、分别为传输线上单位长度的电阻、电感、电导和电容，其大小和传输
线的几何形状及材料有关。
由式（５１１１）得

ｄＵ（ｚ）
ｄｚ ＝ （Ｒ１＋ｊωＬ１）Ｉ（ｚ） （５１１２ａ）
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ｄＩ（ｚ）
ｄｚ ＝ （Ｇ１＋ｊωＣ１）Ｕ（ｚ） （５１１２ｂ）

上式为传输线方程式电报方程。将式（５１１２ａ）两边再对ｚ微分，得
ｄ２Ｕ（ｚ）
ｄｚ２ ＝ （Ｒ１＋ｊωＬ１）ｄＩ

（ｚ）
ｄｚ

将式（５１１２ｂ）代入上式，得

ｄ２Ｕ（ｚ）
ｄｚ２ ＝γ２Ｕ（ｚ） （５１１３）

式中　　　　　　　γ＝ （Ｒ１＋ｊωＬ１）（Ｇ１＋ｊωＣ１槡 ） （５１１４）
称为传播常数。
将式（５１１３）与式（５１９）比较，利用表５－１，可以证明对于无耗同轴线和平行双

线，γ２＝－ｋ２，则由场分析得到的电压方程和电路分析法得到的电压方程完全相同。
表５－１　平行双线和同轴线的分布参数

分布参数

传输线形式 平行双线 同轴线

备　　注

分布电容Ｃ１／（Ｆ·ｍ－１）
πε

ｌｎ２Ｄｄ

２πε

ｌｎＤｄ
ε＝εｒε０

分布电感Ｌ１／（Ｈ·ｍ－１） μ
πｌｎ

２Ｄ
ｄ

μ
２πｌｎ

Ｄ
ｄ μ＝μｒμ０

分布电阻Ｒ１／（Ω·ｍ－１） ２
πｄ

πｆμｒ
σ槡ｅ

１
π

πｆμｒ
σ槡ｅ
（１
Ｄ＋

１
ｄ
） μｒ为导体的相对磁导率

σｅ为导体的电导率

分布电导Ｇ１／（Ｓ·ｍ－１）
πσ

ｌｎ２Ｄｄ

２πσ

ｌｎＤｄ

σ为导体间媒质的漏电导

率

５１３　传输线方程的解

式（５１１３）的解为
Ｕ（ｚ）＝Ａ１ｅγｚ ＋Ａ２ｅ－γｚ （５１１５ａ）

将其代入式（５１１２ａ），得

Ｉ（ｚ）＝ １
Ｒ１＋ｊωＬ１

ｄＵ（ｚ）
ｄｚ ＝ γ

（Ｒ１＋ｊωＬ１）
（Ａ１ｅγｚ －Ａ２ｅ－γｚ）＝

１
Ｚ０
（Ａ１ｅγｚ －Ａ２ｅ－γｚ） （５１１５ｂ）

式中

Ｚ０ ＝Ｒ１＋ｊωＬ１γ ＝ Ｒ１＋ｊωＬ１
Ｇ１＋ｊωＣ槡 １

（５１１６）

　　由式（５１１５）可知：
（１）传输线上的电压和电流以波的形式存在，且都由正向行波和反向行波叠加而成。
（２）正向行波又叫入射波，由电源到负载，在我们的坐标系中即沿－ｚ方向传播，由因
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子ｅ＋γｚ表示。
（３）反向行波又叫反射波，由负载到电流，即沿＋ｚ方向传播，由因子ｅ－γｚ表示。
（４）电压电流的关系
入射波电压

Ｕ＋ ＝Ａ１ｅγｚ （５１１７）

　　入射波电流

Ｉ＋ ＝Ａ１Ｚ０
ｅγｚ （５１１８）

　　反射波电压

Ｕ－ ＝Ａ２ｅ－γｚ （５１１９）

　　反射波电流

Ｉ－ ＝Ａ２Ｚ０
ｅ－γｚ （５１２０）

于是

Ｚ０ ＝Ｕ
＋

Ｉ＋ ＝－
Ｕ－

Ｉ－ ＝
Ｒ１＋ｊωＬ１
Ｇ１＋ｊωＣ槡 １

（５１２１）

称为传输线的特性阻抗，等于行波电压与行波电流之比。
而总电压

Ｕ ＝Ｕ＋＋Ｕ－ （５１２２）
总电流

Ｉ＝Ｉ＋＋Ｉ－ （５１２３）

　　式（５１１５）中的常数Ａ１ 和Ａ２ 由给定点的电压电流确定。设ｚ＝０处即负载的电压
为Ｕ２，电流为Ｉ２，则由式（５１１５ａ）、（５１１５ｂ），得

Ｕ２＝Ａ１＋Ａ２

Ｉ２＝１Ｚ０
（Ａ１－Ａ２

烄

烆
）

联立求解，得

Ａ１＝１２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）

Ａ２＝１２
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）

于是

Ｕ ＝ １２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅγｚ ＋１２

（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）ｅ－γｚ ＝Ｕ２ｃｈγｚ＋Ｉ２Ｚ０ｓｈγｚ （５１２４）

同理

Ｉ＝Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０２Ｚ０
ｅγｚ －Ｕ２－Ｉ２Ｚ０２Ｚ０

ｅ－γｚ ＝Ｉ２ｃｈγｚ＋Ｕ２Ｚ０
ｓｈγｚ （５１２５）

　　例５１　传输线的设计。
在构造均匀传输线时，用聚乙烯（εｒ＝２．２５）作为电介质，假设忽略损耗。
（ａ）对于３００Ω的双线传输线，若导线的半径为０．６ｍｍ，则线间距应选取多少？
（ｂ）对于７５Ω的同轴线，若内导体的半径为０．６ｍｍ，则外导体的内半径应选取多少？
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解：　（ａ）对于无损耗双线传输线

Ｚ０＝
Ｌ１
Ｃ槡１
＝３００Ω

而

Ｌ１ ＝μπ
ｌｎ２Ｄ２ａ ＝

μ
π
ｌｎＤａ

Ｃ１ ＝ πε
ｌｎ２Ｄ２ａ

＝ πε
ｌｎＤａ

故

Ｚ０ ＝ １π
μ槡ε （ｌｎＤａ

）槡 ２ ＝ １π
μ０
ε槡０

１
ε槡ｒ

ｌｎＤａ ＝
１２０
ε槡ｒ

ｌｎＤａ ＝３００Ω

则

　　　　　　　　　　　Ｄａ＝４２．５２

Ｄ＝４２．５２×０．６＝２５．５ｍｍ
（ｂ）对于同轴线

Ｌ１ ＝ μ２π
ｌｎｂａ

Ｃ１ ＝ ２πε
ｌｎｂａ

故

Ｚ０ ＝ １２π
μ槡εｌｎ ｂ（ ）ａ ＝ ６０

ε槡ｒ

ｌｎ ｂ（ ）ａ ＝７５Ω

则

ｂ
ａ ＝６．５２

ｂ＝６．５２×０．６＝３．９１ｍｍ
　　例５２　传输线上的电压、电流分布。
已知传输线输入端（ｚ＝ｌ）的电压Ｕ１ 和电流Ｉ１ 以及线的传播常数γ和特性阻抗Ｚ０，

试求线上任一点的电压分布Ｕ（ｚ）和电流分布Ｉ（ｚ）。
解：　传输线上任一点的电压、电流满足

Ｕ（ｚ）＝Ａ１ｅγｚ ＋Ａ２ｅ－γｚ

Ｉ（ｚ）＝ １Ｚ０
（Ａ１ｅγｚ －Ａ２ｅ－γｚ）

由题意，当ｚ＝ｌ时，Ｕ（ｌ）＝Ｕ１，Ｉ（ｌ）＝Ｉ１，得

Ｕ１ ＝Ａ１ｅγｌ＋Ａ２ｅ－γｌ

Ｉ１ ＝ １Ｚ０
（Ａ１ｅγｌ－Ａ２ｅ－γｌ）

联立求解以上二式，得
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Ａ１ ＝Ｕ１＋Ｉ１Ｚ０２ ｅγｌ

Ａ２ ＝Ｕ１－Ｉ１Ｚ０２ ｅ－γｌ

于是得

Ｕ（ｚ）＝Ｕ１＋Ｉ１Ｚ０２ ｅγ（ｌ－ｚ）＋Ｕ１－Ｉ１Ｚ０２ ｅ－γ（ｌ－ｚ）

Ｉ（ｚ）＝Ｕ１＋Ｉ１Ｚ０２Ｚ０
ｅγ（ｌ－ｚ）－Ｕ１－Ｉ１Ｚ０２Ｚ０

ｅ－γ（ｌ－ｚ）

练　习　题

５１－１　不计边缘效应，证明沿两平行板，向＋ｚ方向传播、沿ｙ方向极化的ＴＥＭ波
具有下列性质：

Ｅｙ
ｘ＝０　　

及　　
Ｈｘ
ｙ ＝０

５２　电压波和电流波的传输特性参数

５２１　传播常数

　　由电压波和电流波的表达式（５１１５ａ）和（５１１５ｂ）可知，传播常数为γ。式
（５２１４）已给出γ的表达式为

γ＝ （Ｒ１＋ｊωＬ１）（Ｇ１＋ｊωＣ１槡 ）＝α＋ｊβ
据此可求出其实部α和虚部β分别为

α＝ １
２ （Ｒ２１＋ω２Ｌ２１）（Ｇ２１＋ω２Ｃ１）槡 ２－（ω２Ｌ１Ｃ１－Ｒ１Ｇ１［ ］槡 ） （５２１）

β＝
１
２ （Ｒ２１＋ω２Ｌ２１）（Ｇ２１＋ω２Ｃ１２槡 ）＋（ω２Ｌ１Ｃ１－Ｒ１Ｇ１［ ］槡 ） （５２２）

α称为衰减常数，β称为相位常数。
两种特殊情况：
（１）无损耗线，Ｒ１＝０，Ｇ１＝０
此时

α＝０ （５２３ａ）

β＝ω Ｌ１Ｃ槡 １ （５２３ｂ）

　　（２）低损耗线，Ｒ１ωＬ１，Ｇ１ωＣ１
此时

α≈ １２ Ｒ１ Ｃ１
Ｌ槡１
＋Ｇ１ Ｌ１

Ｃ槡（ ）１ （５２４ａ）
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β≈ω Ｌ１Ｃ槡 １ （５２４ｂ）

５２２　相速度

相速度是沿一个方向传播的行波（入射波或反射波）前进的速度，定义为波的等相位
面移动的速度，即

ｖｐ＝ω
β

（５２５）

　　对于一般的传输线，ｖｐ＝ｖｐ（ω）即相速度是频率的函数。说明当传输信号包含不同频
率分量时，其沿线的传播速度不同，信号将产生色散。
对于无损耗线，有

ｖｐ＝ω
β
＝ ω
ω μ槡ε

＝ １

μ槡ε
（５２６）

对于低损耗线，有

ｖｐ≈ １

μ槡ε
（５２７）

这时相速度是与频率无关的。

５２３　特性阻抗

前面已定义了传输线的特性阻抗，即等于行波电压与行波电流之比。由式（５１２１），
有

Ｚ０ ＝Ｕ
＋

Ｉ＋ ＝－
Ｕ－

Ｉ－ ＝
Ｒ１＋ｊωＬ１
Ｇ１＋ｊωＣ槡 １

　　两种特殊情况：
（１）无损耗线：Ｒ１＝０，Ｇ１＝０

此时

Ｚ０ ＝ Ｌ１
Ｃ槡１

（５２８）

　　（２）低损耗线：Ｒ１ωＬ１，Ｇ１ωＣ１
此时

Ｚ０ ≈
Ｌ１
Ｃ槡１

（５２９）

　　在以上两种特殊情况下，特性阻抗仅与Ｌ１、Ｃ１ 有关，与频率无关。微波传输线属于
低损耗线。
例５３　平行板传输线的特性参数。
无损耗平行板传输线，板间距为ｄ＝０．４ｍｍ，宽度为ｗ＝２ｍｍ，填充相对介电常数为

εｒ＝２．２５的介质，若信号源频率为１００ＭＨｚ。求传输线的特性阻抗Ｚ０，传播常数γ及相
速度ｖｐ。
解：　对于平行板传输线：

Ｃ１ ＝εｗｄ ＝ε０εｒｗｄ ＝１０
－９×２．２５
３６π × ２

０．４＝９９．５×１０
－１２　Ｆ／ｍ
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而

Ｌ１Ｃ１＝με
则

　　　　　　　Ｌ１＝μεＣ１
＝Ｍ０ε０εｒＣ１

＝

４π×１０－７×１０－９×２．２５
３６π×９９．５×１０－１２

＝２．５１×１０－７　Ｈ／ｍ

得特性阻抗

Ｚ０ ＝ Ｌ０
Ｃ槡０
≈５０　Ω

传播常数为

γ＝ｊβ＝ｊω Ｌ１Ｃ槡 １ ＝ｊ２πｆ με槡 １ ＝ｊ３．１４×１０－３　ｒａｄ／ｍ
相速度为

ｖｐ＝ １
Ｌ１Ｃ槡 １

＝ １

μ槡ε
＝２×１０８　ｍ／ｓ

练　习　题

５２－１　设有一无损耗平行双线传输线，长１０ｍ，线间导体的电容为６００ｐＦ。设电缆
一端短路，另一端接有一脉冲发送器和示波器，测得一脉冲信号来回一次的时间为０．１μｓ，
求该传输线的特性阻抗Ｚ０。

５３　传输线的阻抗

５３１　定义

　　如图５－３所示为终端接负载的传输线。根据欧姆定律，定义传输线上任一点的电压
与电流之比为该点（沿负载端）的输入阻抗。

图５－３　终端接负载的传输线

由式（５１２４）和式（５１２５）给出了传输线上任一点的电压和电流，则该点的阻抗为

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｕ
（ｚ）
Ｉ（ｚ）＝

Ｕ２ｃｈγｚ＋Ｉ２Ｚ０ｓｈγｚ

Ｉ２ｃｈγｚ＋Ｕ２Ｚ０
ｓｈγｚ

（５３１）
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由式（５３１）可得

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｚ０ＺＬｃｈγｚ＋Ｚ０ｓｈγｚＺ０ｃｈγｚ＋ＺＬｓｈγｚ＝
Ｚ０ ＺＬ＋ｔｈγｚＺ０＋ＺＬｔｈγｚ

（５３２）

式中ＺＬ＝
Ｕ２
Ｉ２
为传输线终端的负载阻抗。

对于无损耗线（α＝０，γ＝ｊβ），式（５３２）变为

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｚ０ＺＬ＋ｊＺ０ｔａｎβｚＺ０＋ｊＺＬｔａｎβｚ
（５３３）

　　由上式可知，传输线的输入阻抗与负载阻抗ＺＬ、特性阻抗Ｚ０ 以及距终端的位置ｚ有
关，而且随位置的变化具有周期性，每增加λ／２，Ｚｉｎ重复出现一次，即

Ｚｉｎ ｚ＋ｎλ（ ）２ ＝Ｚｉｎ（ｚ）

５３２　几种特殊情况下的输入阻抗

１■终端短路
此时ＺＬ＝０，由式（５３３）得

Ｚｉｎｓ＝ｊＺ０ｔａｎβｚ （５３４）

　　由此可见，终端短路的无损耗传输线的输入阻抗为纯电抗，其性质和大小随ｚ的变化

而改变，如图５－４所示。

　　　　　　ｚ＝０：Ｚｉｎｓ＝０　　　　串联谐振

０＜ｚ＜λ／４：ｔａｎβｚ＞０ Ｚｉｎｓ呈感性

ｚ＝λ／４：Ｚｉｎｓ→∞ 并联谐振

λ
４＜ｚ＜

λ
２
：ｔａｎβｚ＜０Ｚｉｎｓ呈容性

ｚ＝λ２
：Ｚｉｎｓ＝０ 串联谐振

线长每增加λ
２
，输入阻抗的性质重复一次。

２■终端开路

此时ＺＬ→∞，由式（５３３）得

Ｚｉｎｏ＝－ｊＺ０ｃｏｔβｚ （５３５）
这时输入阻抗仍为纯电抗，可以是电感性的，也可以是电容性的，视βｚ的值而定。图５－
５给出了Ｚｉｎｏ随ｚ的变化曲线。比较图５－４和图５－５可见，ｚ处的开路线输入阻抗等于

ｚ＋λ４
处的短路线的输入阻抗，即
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图５－４　终端短路线的输入阻抗 图５－５　终端开路线的输入阻抗

Ｚｉｎｏ（ｚ）＝Ｚｉｎｓ ｚ＋λ（ ）４ （５３６）

　　３■终端负载等于特性阻抗
此时ＺＬ＝Ｚ０，由式（５３３）得

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｚ０ （５３７）
可见此时的输入阻抗与ｚ无关，沿传输线上任意处的阻抗都等于特性阻抗Ｚ０，这种情况
称为匹配。

４■λ４
线的输入阻抗

此时ｚ＝λ／４或ｚ＝（２ｎ－１）λ／４，由式（５３３）得

Ｚｉｎ λ（ ）４ ＝Ｚ
２
０

ＺＬ
（５３８）

即负载阻抗经λ
４
波长的无损耗线变换到输入端后，等于其倒数与特性阻抗平方的乘积。

利用λ
４
线的这一特点可作为λ

４
阻抗变换器。

５■λ２
线的输入阻抗

此时ｚ＝λ２
或ｚ＝ｎλ２

，由式（５３３）得

Ｚｉｎ λ（ ）２ ＝ＺＬ

即负载经λ
２
的无损耗线变换到输入端后仍等于其原来的值，即阻抗具有λ

２
还原性。

例５４　传输线特性阻抗的确定。

已知一无损耗传输线其开路阻抗为１５０／２５°Ω、短路阻抗为３７．５／－３５°Ω，试确定该
线的特性阻抗。
解：　 Ｚｉｎｓ＝ｊＺ０ｔａｎβｚ
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Ｚｉｎｏ＝－ｊＺ０ｃｏｔβｚ
故

Ｚ０ ＝ ＺｉｎｓＺ槡 ｉｎｏ ＝ １５０／２５°×３７．５／－３５槡 °＝

１５０×３７．５／－１０槡 °＝７５／－５°＝７４．７－ｊ６．５４Ω
　　例５５　传输线的输入阻抗。
一根特性阻抗为５０Ω、长度为２ｍ的无损耗传输线，工作频率为２００ＭＨｚ，终端接有

负载阻抗ＺＬ＝４０＋ｊ３０（Ω），试求其输入阻抗。
解：　设该传输线周围是空气，故

ｖｐ＝ｃ＝３×１０８　ｍ／ｓ

λ＝ｖｐｆ ＝
３×１０８

２×１０８
＝１．５　ｍ

所以

β＝
２π
λ ＝

２π
１．５＝

４
３πｒａｄ

／ｍ

βｚ＝
４
３π×２＝

８
３πｒａｄ

ｔａｎβｚ＝ｔａｎ
８
３π＝－１．７３２

则

Ｚｉｎ＝Ｚ０ＺＬ＋ｊＺ０ｔａｎβｚＺ０＋ｊＺＬｔａｎβｚ
＝５０ ４０＋ｊ３０＋ｊ５０

（－１．７３２）
５０＋ｊ（４０＋ｊ３０）（－１．７３２）＝

２８．１ｅ－ｊ２０．５５ ＝２６．３－ｊ９．８６４　Ω

　　例５６　确定电压波节点和电压波腹点的位置。
一特性阻抗为５００Ω的无损耗传输线，工作频率为１．５ＭＨｚ，终端负载为２００ｐＦ的电

容，试求终端到最近的电压波腹点和电压波节点的距离。
解：　可用一段开路线或短路线来代替终端所接的２００ｐＦ的电容负载，如图５－６所

示。

图５－６

设采用开路线，则由式（５３５）开路线的长度ｌ满足：
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－ｊ１ωＣ＝－ｊＺ０ｃｏｔβｌ

得

　　　　ｌ＝１
β
ａｒｃｃｏｔ １

ωＣＺ（ ）０ ＝λ２πａｒｃｃｏｔ １
ωＣＺ（ ）０ ＝ ｖ２πｆａｒｃｃｏｔ １

２πｆＣＺ（ ）０ ＝
３×１０８

２π×１．５×１０６
ａｒｃｃｏｔ １

２π×１．５×１０６×２００×１０－１２（ ）×５００ ＝２４．０５８　ｍ

终端开路线距负载最近的第一个电压波腹点应在距终端λ
２
处，故要求的电压波腹点

位置为

ｌ１ ＝λ２－ｌ＝
ｖ
２ｆ－

ｌ＝１００－２４．０５８＝７５．９４２　ｍ

　　终端开路线第一个电压波节点应在距终端λ４
处，故要求的电压波节点位置为

ｌ２ ＝λ４－ｌ１ ＝
ｖ
４ｆ－

ｌ１ ＝５０－２４．０５８＝２５．９４２　ｍ

　　例５７　分布参数电路的输入阻抗。
求如图５－７所示的分布参数电路的输入阻抗。

图５－７

解：　（ａ） Ｚｉｎ＝
Ｚ２０
ＺＬ＝

Ｚ２０
ｊ２Ｚ０＝－ｊ

１
２Ｚ０

（ｂ） Ｚｉｎ１＝
Ｚ２０
Ｚ０＝Ｚ０

Ｚｉｎ２＝
Ｚ２０
∞＝０

第三段的负载为
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ＺＬ３＝Ｚｉｎ１／／Ｚｉｎ２＝０
故

Ｚｉｎ３＝
Ｚ２０
ＺＬ３
＝∞

（ｃ） Ｚｉｎ１＝
Ｚ２０
Ｚ０／２

＝２Ｚ０

Ｚｉｎ２＝
Ｚ２０
Ｚ０／２

＝２Ｚ０

ＺＬ３＝Ｚｉｎ１／／Ｚｉｎ２＝Ｚ０
故

Ｚｉｎ３＝
Ｚ２０
ＺＬ３＝Ｚ０

（ｄ） Ｚｉｎ１＝ＺＬ１＝
Ｚ０
２

Ｚｉｎ２＝０

ＺＬ３＝Ｚｉｎ１＋Ｚｉｎ２＝
Ｚ０
２

故

Ｚｉｎ３＝
Ｚ２０
Ｌ３＝２Ｚ０

练　习　题

５３－１　有一段特性阻抗Ｚ０＝５００Ω的无损耗传输线，当其终端短路时，测得始端的
阻抗为２５０Ω的感抗，求该传输线的最小长度。如果该线为终端开路，长度ｌ为多少？

５３－２　测得一段长为１．５ｍ 的低损耗传输线输入端的开路和短路阻抗分别为

－ｊ５４．６（Ω）及ｊ１０３（Ω），试求：
（１）传输线的特性阻抗Ｚ０ 及传播常数γ：
（２）若工作频率不变，线长增加１倍后短路线的输入阻抗变为多少？
（３）为使输入端呈现开路，短路线的长度应为多少？

５４　传输线的反射系数

由传输线方程的解可知，传输线上的电压波和电流波一般由入射波（从电源到负载）
和反射波（从负载到电源）叠加而成。为分析传输线的反射特性，引入反射系数。

５４１　定义

传输线上某点的反射波电压（或电流）与入射波电压（或电流）之比，称为该点的反射
系数，即

Γ（ｚ）＝Ｕ
－ （ｚ）
Ｕ＋ （ｚ）＝－

Ｉ－ （ｚ）
Ｉ＋ （ｚ）

（５４１）

００２



式中，Ｕ－（ｚ）为反射波电压；Ｕ＋（ｚ）为入射波电压；Ｉ－（ｚ）为反射波电流；Ｉ＋（ｚ）为入射波电流。
由式（５１２４）和式（５１２５），传输线上任一点的电压电流为

Ｕ ＝ １２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅγｚ ＋１２

（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）ｅ－γｚ ＝Ｕ＋ （ｚ）＋Ｕ－ （ｚ） （５４２）

Ｉ＝ １
２Ｚ０
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅγｚ － １

２Ｚ０
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）ｅ－γｚ ＝Ｉ＋ （ｚ）＋Ｉ－ （ｚ） （５４３）

由此得

Ｕ＋ （ｚ）＝ １２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅ＋γｚ （５４４ａ）

Ｕ－ （ｚ）＝ １２
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）ｅ－γｚ （５４４ｂ）

Ｉ＋ （ｚ）＝ １
２Ｚ０
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅγｚ （５４５ａ）

Ｉ－ （ｚ）＝－ １
２Ｚ０
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）ｅ－γｚ （５４５ｂ）

　　当ｚ＝０即终端负载处的入射波和反射波电压为

Ｕ＋ （０）＝ １２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）＝Ｕ＋

２ （５４６）

Ｕ－ （０）＝ １２
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）＝Ｕ－

２ （５４７）

同理，终端的入射波和反射波电流为

Ｉ＋ （０）＝ １
２Ｚ０
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）＝Ｉ＋２ （５４８）

Ｉ－ （０）＝－１２Ｚ０
（Ｕ２－Ｉ２Ｚ０）＝Ｉ－２ （５４９）

于是

Ｕ＋ （ｚ）＝Ｕ＋
２ｅγｚ

Ｕ－ （ｚ）＝Ｕ－
２ｅ－γｚ

Ｉ＋ （ｚ）＝Ｉ＋２ｅγｚ

Ｉ－ （ｚ）＝－Ｉ－２ｅ－γｚ

所以

Γ（ｚ）＝Ｕ
－ （ｚ）
Ｕ＋ （ｚ）＝

Ｕ－
２ｅ－γｚ

Ｕ＋
２ｅγｚ

＝Γ２ｅ－２γｚ （５４１０）

式中

Γ２ ＝Ｕ
－
２

Ｕ＋
２

（５４１１）

称为终端反射系数，且有

Γ２ ＝Ｕ２－Ｉ２Ｚ０Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０ ＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０ ＝

ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０

ｅｊφ２ ＝｜Γ２｜ｅｊφ２ （５４１２）

则

Γ（ｚ）＝Γ２ｅ－２γｚ ＝｜Γ２｜ｅ－２αｚｅ－ｊ２βｚｅｊφ２
对于无损耗线（α＝０），则

１０２



Γ（ｚ）＝｜Γ２｜ｅ－ｊ２βｚｅｊφ２ （５４１３）
由此可见，对无损耗线任意点的反射系数Γ（ｚ）和终端反射系数Γ２ 只相差２βｚ的相位。

５４２　反射系数与电压、电流的关系

　　　　Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋（ｚ）＋Ｕ－（ｚ）＝

Ｕ＋（ｚ）１－Ｕ
－（ｚ）

Ｕ＋（ｚ［ ］）＝Ｕ＋（ｚ）［１＋Γ（ｚ）］ （５４１４）

　　　　　　　Ｉ（ｚ）＝Ｉ＋（ｚ）＋Ｉ－（ｚ）＝

Ｉ＋（ｚ）１＋Ｉ
－（ｚ）
Ｉ＋（ｚ［ ］）＝Ｉ＋（ｚ）［１－Γ（ｚ）］ （５４１５）

可见，传输线上任一点的电压、电流也可通过反射系数来计算。

５４３　反射系数与输入阻抗的关系

由输入阻抗的定义式（５３１），有

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｕ
（ｚ）
Ｉ（ｚ）＝

Ｕ＋ （ｚ）［１＋Γ（ｚ）］
Ｉ＋ （ｚ）［１－Γ（ｚ）］＝

Ｚ０１＋Γ
（ｚ）

１－Γ（ｚ）
（５４１６）

可见，传输线上任一点的阻抗，可由该点的反射系数来计算，这给传输线阻抗的测量和求
解带来极大的方便。

５４４　反射系数与负载阻抗的关系

由式（５４１２），令ｚ＝０即得终端负载阻抗为

Ｚｉｎ（０）＝ＺＬ ＝Ｚ０１＋Γ
（０）

１－Γ（０）＝
Ｚ０１＋Γ２１－Γ２

（５４１７）

由上式也可得

Γ２ ＝ＺＬ－Ｚ０ＺＬ＋Ｚ０
（５４１８）

这是前面已给出的式（５４１２），它可以由已知负载阻抗求出反射系数。下面讨论几种情
况。

１■负载阻抗等于特性阻抗
当ＺＬ＝Ｚ０，由式（５４１８），得

Γ２ ＝０
即反射系数为零，传输线上不存在反射波，称为行波工作状态。

２■终端短路线
当ＺＬ＝０，由式（５４１８），得

Γ２ ＝－１
即反射系数的模为１，传输线上出现全反射，且入射波和反射波相位相反，称为全驻波状态。

３■终端开路线
当ＺＬ＝∞，由式（５４１８），得

Γ２ ＝１
即反射系数的模为１，传输线上出现全反射，称为全驻波状态。

２０２



４■终端负载为纯电抗
当ＺＬ＝±ｊＸＬ，由式（５４１８），得

｜Γ２｜＝１
仍出现全反射。

５■终端为任意负载
当ＺＬ＝ＲＬ±ｊＸＬ，由式（５４１８）得反射系数的模为

｜Γ２｜＝
（Ｒ２Ｌ－Ｚ２０＋Ｘ２Ｌ）２＋（２ＸＬＺ０）２

（ＲＬ＋Ｚ０）２＋ＸＬ［ ］２

１／２

相位

φ２＝ａｒｃｔａｎ
２ＸＬＺ０

Ｒ２Ｌ＋Ｘ２Ｌ－Ｚ［ ］２
０

由此可见，｜Γ２｜＜１，传输线上出现部分反射，称为混合波状态。
例５８　传输线上的电压、电流。
一无损耗传输线的特性阻抗Ｚ０＝７５Ω，终端接负载ＺＬ＝（１００－ｊ５０）Ω，求传输线上

的电压、电流表示式。
解：　传输线的任一点的电压由式（５４１４），有

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋ （ｚ）［１＋Γ（ｚ）］＝
１
２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅｊβｚ［１＋｜Γ２｜ｅ－ｊ（２βｚ－φ２）］

而

Γ２ ＝ＺＬ－Ｚ０ＺＬ＋Ｚ０ ＝
２５－ｊ５０
１７５－ｊ５０＝

０．３１ｅ－ｊ４７．５°

故

｜Γ２｜＝０．３１

φ２ ＝－４７．５°
于是

Ｕ（ｚ）＝１２
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅｊβｚ［１＋０．３１ｅ－ｊ（２βｚ＋４７．５°）］

同理传输线上任一点的电流为

Ｉ（ｚ）＝ １
２Ｚ０
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅｊβｚ［１－｜Γ２｜ｅ－ｊ（２βｚ－φ２）］＝

１
２Ｚ０
（Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０）ｅ＋ｊβｚ［１－０．３１ｅ－ｊ（２βｚ＋４７．５°）］

练　习　题

５４－１　当负载阻抗为ＺＬ＝４００Ω时，特性阻抗为７５Ω，求其终端反射系数。

５４－２　当负载阻抗为ＺＬ＝（４０－ｊ３０）Ω时，欲使线上驻波比最小，求相应的反射系
数。

３０２



５５　传输线的工作状态

根据上一节的分析，由于终端负载阻抗不同，传输线存在三种不同的工作状态，即行
波状态、驻波状态和行驻波（混合波）状态。以下的分析都是对无损耗线进行的。

５５１　行波状态

所谓行波状态即是指传输线上的电压、电流只有入射波而没有反射波。

１■无反射条件
由反射波电压和反射波电流的表示式可知

Ｕ－ （ｚ）＝Ｕ２－Ｉ２Ｚ０２ ｅ－γｚ

Ｉ－ （ｚ）＝－Ｕ２－Ｉ２Ｚ０２Ｚ０
ｅ－γｚ

　　若要Ｕ－（ｚ）和Ｉ－（ｚ）为零，只有两种情况：
（１）ｚ→∞即传输线为无限长；

（２）Ｕ２－Ｉ２Ｚ０＝０，即
Ｕ２
Ｉ２＝ＺＬ＝Ｚ０

，传输线的负载阻抗等于其特性阻抗。这就是我们

前面提到的匹配状态。

２■沿线的电压、电流分布
当出现行波状态时，

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋ （ｚ）＝Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０２ ｅγｚ ＝Ｕ＋
２ｅγｚ （５５１）

Ｉ（ｚ）＝Ｉ＋ （ｚ）＝Ｕ２＋Ｉ２Ｚ０２Ｚ０
ｅγｚ ＝Ｉ＋２ｅγｚ （５５２）

设Ｕ＋
２ 的初相为θ２，即

Ｕ＋
２ ＝｜Ｕ＋

２｜ｅｊθ２ （５５３）
由于ＺＬ＝Ｚ０ 为纯电阻，则Ｉ＋２ 的初相也为θ２，即

Ｉ＋２ ＝｜Ｉ＋２｜ｅｊθ２ （５５４）
对于无损耗线γ＝ｊβ，于是式（５５１）和式（５５２）变为

Ｕ（ｚ）＝｜Ｕ＋
２｜ｅｊθ２ｅｊβｚ （５５５）

Ｉ（ｚ）＝｜Ｉ＋２｜ｅｊθ２ｅｊβｚ （５５６）
表示为瞬时值形式为

ｕ（ｚ，ｔ）＝｜Ｕ＋
２｜ｃｏｓ（ωｔ＋βｚ＋θ２） （５５７）

ｉ（ｚ，ｔ）＝｜Ｉ＋２｜ｃｏｓ（ωｔ＋βｚ＋θ２） （５５８）

　　图５－８给出行波状态下沿传输线的电压和电流分布。
可见对于无损耗线，行波状态下：
（１）沿线各点电压和电流的振幅不变；
（２）沿线各点电压和电流的相位相同，且随ｚ的减小相位连续滞后；

４０２



图５－８　行波状态下沿传输线的电压（或电流）分布

（３）对于有损耗线（α≠０），沿线电压和电流振幅将按指数规律ｅ－αｚ衰减。

３■阻抗特性
当ＺＬ＝Ｚ０ 时，传输线上任一点的阻抗

Ｚｉｎ＝Ｚ０
即沿线各点的阻抗等于特性阻抗，与频率和位置无关。
通过以上的分析可以得到结论：当无损耗传输线负载匹配（ＺＬ＝Ｚ０）时，传输线处于

行波工作状态，其特点是：
（１）沿线各点电压和电流振幅不变；
（２）电压和电流的相位随ｚ减小连续滞后；
（３）沿线各点的阻抗等于其特性阻抗。

５５２　驻波状态

１■驻波产生的条件
由式（５４１２）可以看出，在下列三种情况下，传输线工作于全驻波状态。
（１）ＺＬ＝０
（２）ＺＬ＝∞
（３）ＺＬ＝±ｊＸＬ
以上三种情况下，｜Γ２｜＝１，即将产生全反射，反射波与入射波叠加形成驻波。

２■沿线的电压、电流分布
以下仅以ＺＬ＝０即终端短路线为例，分析传输线工作于全驻波状态下的特性。这是

因为，不论终端短路或开路或接纯电抗负载，线上的驻波特性是相同的，区别只是在于驻
波波节和波腹在线上的位置和大小不同。
由式（５４１２），当ＺＬ＝０时

Γ２ ＝－１
于是得

Ｕ－
２ ＝Γ２Ｕ＋

２ ＝－Ｕ＋
２ ＝｜Ｕ＋

２｜ｅｊ（θ２＋π）

由

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２ｅｊβｚ＋Ｕ－

２ｅ－ｊβｚ

得

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２（ｅｊβｚ －ｅ－ｊβｚ）＝ｊ２Ｕ＋

２ｓｉｎβｚ＝ｊ２｜Ｕ＋
２｜ｅｊθ２ｓｉｎβｚ （５５９）

５０２



同理

Ｉ（ｚ）＝２｜Ｕ
＋
２｜

Ｚ０
ｅｊθ２ｃｏｓβｚ （５５１０）

表示为瞬时值形式为

ｕ（ｚ，ｔ）＝２｜Ｕ＋
２｜ｓｉｎβｚｃｏｓ（ωｔ＋θ２＋

π
２
） （５５１１）

ｉ（ｚ，ｔ）＝２｜Ｕ
＋
２｜

Ｚ０
ｃｏｓβｚｃｏｓ（ωｔ＋θ２） （５５１２）

根据以上两式可画出沿线电压、电流的瞬时分布曲线和振幅分布曲线，如图５－９所示（图
中取θ２＝０）。

图５－９　终端短路线上的驻波电压与电流

由式（５５９）和式（５５１０）得电压、电流的大小为

｜Ｕ（ｚ）｜＝２｜Ｕ＋
２｜｜ｓｉｎβｚ｜

｜Ｉ（ｚ）｜＝２Ｕ
＋
２

Ｚ０ ｜
ｃｏｓβｚ｜

可知：

①当βｚ＝ｎπ，即ｚ＝ｎ
λ
２
处（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｕ（ｚ）｜＝Ｕｍｉｎ＝０

｜Ｉ（ｚ）｜＝Ｉｍａｘ＝２
Ｕ＋
２

Ｚ０
称为电压的波节点或电流的波腹点。

②当βｚ＝（２ｎ＋１）
π
２
，即ｚ＝（２ｎ＋１）λ４

处（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｕ（ｚ）｜＝Ｕｍａｘ＝２｜Ｕ＋
２｜

｜Ｉ（ｚ）｜＝Ｉｍｉｎ＝０
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称为电压的波腹点或电流的波节点。

３■阻抗特性
对于无耗短路线其沿线的输入阻抗分布

Ｚｉｎｏ＝ｊＺ０ｔａｎβｚ

可见短路线的阻抗为纯电抗，且随频率和长度而变化。当ｚ＝（２ｎ＋１）λ４
或ｚ＝ｎλ２

时，可

等效为一个谐振电路。
通过以上的讨论，可见全驻波状态有以下特点：
（１）全驻波是在满足全反射条件下，由两个相向传输的行波叠加而成。它不具有行波

的传输特性，而是在线上作简谐振荡。表现为相邻两波节点之间的电压（或电流）相位相
同，而波节点两侧的电压（或电流）相位相反。

（２）传输线上电压和电流的振幅是位置的函数，出现最大值（波腹点）和零值（波节
点）。

（３）传输线上各点的电压和电流在时间上有９０°的相位差，在空间位置上也有９０°的
相位差，因此传输线在全驻波状态下没有有功功率传输。

（４）传输线的输入阻抗为纯电抗，其性质与频率和线长有关。

５５３　行驻波状态

１■行驻产生的条件
当传输线终端所接的负载不等于特性阻抗（ＺＬ≠Ｚ０），也不是短路（ＺＬ≠０）或开路（ＺＬ

≠∞）或接纯电抗负载（ＺＬ≠±ｊＸＬ），而是接任意阻抗负载时，线上将同时存在入射波和
反射波。由于此时｜Γ２｜＜１，二者叠加形成混合波状态，这时线上既有行波分量，也有驻波
分量。

２■沿线电压、电流分布
对于无损耗线（γ＝ｊβ），传输线上的电压、电流分布可由式（５４２）和式（５４３），得

　　　　Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２ｅｊβｚ＋Ｕ－

２ｅ－ｊβｚ＝Ｕ＋
２ｅｊβｚ＋Γ２Ｕ＋

２ｅ－ｊβｚ＝

Ｕ＋
２ｅｊβｚ＋２Γ２Ｕ＋

２
ｅｊβｚ＋ｅ－ｊβｚ
２ －Γ２Ｕ＋

２ｅｊβｚ＝

Ｕ＋
２ （１－Γ２）ｅｊβｚ＋２Γ２Ｕ＋

２ｃｏｓβｚ （５５１３）

　　　　Ｉ（ｚ）＝Ｉ＋２ｅｊβｚ＋Ｉ－２ｅ－ｊβｚ＝
Ｉ＋２ （１－Γ２）ｅｊβｚ＋ｊ２Γ２Ｉ＋２ｓｉｎβｚ （５５１４）

由以上表达式可以看出，线上的电压（或电流）由两项构成，第一项为行波分量，含有
行波因子ｅｊβｚ；第二项为驻波分量，含有驻波因子ｃｏｓβｚ（或ｓｉｎβｚ）。
在行驻波状态下，由于仍存在反射波，因此线上的合成波电压或电流的振幅分布依然

与位置有关。由式（５４２）和式（５４３）可知：

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２ｅｊβｚ ＋Ｕ－

２ｅ－ｊβｚ ＝Ｕ＋
２［１＋Γ２ｅ－２ｊβｚ］ｅｊβｚ ＝

Ｕ＋
２［１＋｜Γ２｜ｅｊφ２ｅ－２ｊβｚ］ｅｊβｚ （５５１５）

可得电压的大小为

｜Ｕ（ｚ）｜＝｜Ｕ＋
２｜ （１＋｜Γ２｜ｅｊ（φ２－２βｚ）

７０２



所以

①当φ２－２βｚ＝±２ｎπ　（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｕ（ｚ）｜＝｜Ｕ｜ｍａｘ＝｜Ｕ＋
２｜ １＋｜Γ２｜ （５５１６）

　　②当φ２－２βｚ＝±（２ｎ＋１）π　（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｕ（ｚ）｜＝｜Ｕ｜ｍｉｎ＝｜Ｕ＋
２｜ １－｜Γ２｜ （５５１７）

以上分别是电压最大值、最小值及出现的位置。
同理

Ｉ（ｚ）＝Ｕ
＋
２

Ｚ０
［１－｜Γ２｜ｅｊφ２ｅ－２ｊβｚ］ｅｊβｚ （５５１８）

｜Ｉ（ｚ）｜＝ Ｕ＋
２

Ｚ０
１－｜Γ２｜ｅｊ（φ２－２βｚ）

所以

①当φ２－２βｚ＝±（２ｎ＋１）π　（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｉ（ｚ）｜＝｜Ｉ｜ｍａｘ＝
Ｕ＋
２

Ｚ０
１＋｜Γ２｜ （５５１９）

　　②当φ２－２βｚ＝±２ｎπ　（ｎ＝０，１，２，…）

｜Ｉ（ｚ）｜＝｜Ｉ｜ｍｉｎ＝
Ｕ＋
２

Ｚ０
１－｜Γ２｜ （５５２０）

以上分别是电流最大值、最小值及出现的位置。
根据上面的讨论还可以得到，在行驻波状态下，电压的最大值点（φ２－２βｚ）＝±２ｎπ

正是电流的最小值点，而电压最小值点（φ２－２βｚ）＝±（２ｎ＋１）π正是电流最大值点，如图

５－１０所示。

图５－１０　行驻波状态下的电压、电流振幅分布

３■行波系数与驻波系数
当负载为复阻抗时，传输线上既有行波成分，又有驻波成分。为了定量描述线上所载

行波的程度，我们引入行波系数和驻波系数。
定义：传输线上电压（或电流）最大值与电压（或电流）最小值的比值，称为驻波系数或

驻波比，表示为

ρ＝
｜Ｕ｜ｍａｘ
｜Ｕ｜ｍｉｎ ＝

｜Ｉ｜ｍａｘ
｜Ｉ｜ｍｉｎ

（５５２１）

由式（５５１６）和式（５５１７），得

８０２



ρ＝
｜Ｕ｜ｍａｘ
｜Ｕ｜ｍｉｎ ＝

１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜

（５５２２）

　　而行波系数定义为驻波系数的倒数，即

Ｋ ＝ １
ρ
＝１－｜Γ２｜１＋｜Γ２｜

（５５２３）

　　联系到前面关于反射系数的讨论可以看出：

①　｜Γ２｜＝０，即行波状态下

ρ＝１，Ｋ＝１
②　｜Γ２｜＝１，即全驻波状态下

ρ＝∞，Ｋ＝０
③　｜Γ２｜＜１，即行驻波状态下

１＜ρ＜∞，０＜Ｋ＜１
工程上对传输线的驻波特性都有相应的要求，即ρ越接近于１越好，但理想的行波状

态不易达到。电视发射天线与馈线系统，要求ρ≤１．０５；雷达天线与馈线系统，要求ρ≤
１．５。

４■阻抗特性
终端接任意负载时，传输线任意点的输入阻抗

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｚ０
ＺＬ＋ｊＺ０ｔａｎβｚ
Ｚ０＋ｊＺＬｔａｎβｚ

一般情况下，Ｚｉｎ（ｚ）是一复值，但是在电压（或电流）的最大值点或最小值点，该输入
阻抗则为一纯电阻。
在电压最大值点，φ－２βｚ＝±２ｎπ，由式（５５１５）和式（５５１８），得

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２［１＋｜Γ２｜ｅｊ（φ２－２βｚ）］ｅｊβｚ ＝Ｕ＋

２［１＋｜Γ２｜］ｅｊβｚ

Ｉ（ｚ）＝Ｕ
＋
２

Ｚ０
［１－｜Γ２｜ｅｊ（φ２－２βｚ）］ｅｊβｚ ＝Ｕ

＋
２

Ｚ０
［１－｜Γ２｜］ｅｊβｚ

于是该点的输入阻抗为

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｕ
（ｚ）
Ｉ（ｚ）＝Ｚ０

１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜＝

Ｚ０ρ （５５２４）

　　在电压最小值点，φ－２βｚ＝±（２ｎ＋１）π，这时

Ｕ（ｚ）＝Ｕ＋
２［１－｜Γ２｜］ｅｊβｚ

Ｉ（ｚ）＝Ｕ
＋
２

Ｚ０
［１＋｜Γ２｜］ｅｊβｚ

该点的输入阻抗为

Ｚｉｎ（ｚ）＝Ｚ０
ρ

（５５２５）

　　例５９　传输线电压最大值点和最小值点的确定。
一无损耗传输线的特性阻抗Ｚ０＝７５Ω，终端接负载ＺＬ＝（１００－ｊ５０）Ω，求距负载第一

个电压最小值点和电压最大值点的距离ｌｍｉｎ和ｌｍａｘ。
解：　由式（５５１７），得电压最小值点ｌｍｉｎ满足
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φ２－２βｌｍｉｎ＝±（２ｎ＋１）π
式中φ２ 为终端反射系数的幅角。
而

Γ２＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０

＝２５－ｊ５０１７５－ｊ５０＝０．３１ｅ
－ｊ４７．５°

即

φ２＝－４７．５°
于是

２βｌｍｉｎ＋４７．５°＝（２ｎ＋１）π
第一个电压最小值点（ｎ＝０）满足

２βｌｍｉｎ＝１８０°－４７．５°＝２．３１ｒａｄ
所以

ｌｍｉｎ＝２．３１２β
＝０．１８４λ

同理，电压最大值点ｌｍａｘ满足

φ２－２βｌｍａｘ＝±２ｎπ
于是

２βｌｍａｘ＝３６０°－４７．５°＝５．４５ｒａｄ

ｌｍａｘ＝５．４５２β
＝０．４３４λ

例５１０　负载阻抗实部与虚部的关系。
一根７５Ω的无损耗线，终端接有负载阻抗ＺＬ＝ＲＬ＋ｊＸＬ，欲使驻波比等于３，则ＲＬ 与

ＸＬ 的关系是什么？
解：　因为

ρ＝
１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜

所以

｜Γ２｜＝ρ－１
ρ＋１

＝ ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０ ＝

ＺＬ
Ｚ０－

１

ＺＬ
Ｚ０＋

１
＝

ＲＬ
Ｚ０－

１＋ｊＸＬＺ０
ＲＬ
Ｚ０＋

１＋ｊＸＬＺ０

＝

ｒＬ－１＋ｊｘＬ
ｒＬ＋１＋ｊｘＬ ＝

（ｒＬ－１）２＋ｘＬ槡 ２

（ｒＬ＋１）２＋ｘＬ槡 ２

式中 ｒＬ＝
ＲＬ
Ｚ０　　ｘＬ＝

ｘＬ
Ｚ０

得

ｘＬ＝±
ρ－１
ρ（ ）＋１

２
（ｒＬ＋１）２－（ｒＬ－１）２

１－ ρ－１
ρ（ ）＋１

熿

燀

燄

燅
２

１／２

０１２



当ρ＝３时，得

ｘＬ＝± （１０ｒＬ－３ｒ２Ｌ－３）／槡 ３
则

ＸＬ＝±Ｚ０ １０ＲＬＺ０
－３ＲＬＺ（ ）０

２［ ］－３／槡 ３

例５１１　传输线的特性阻抗及驻波系数。
已知一无损耗传输线，终端负载为ＺＬ＝４０－ｊ３０（Ω），欲使线上的驻波系数最小，则

传输线的特性阻抗Ｚ０ 应为多少？此时的驻波系数为多少？

解：　　　　　｜Γ２｜２＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０

２

＝ ＲＬ－Ｚ０＋ｊＸＬ
ＲＬ＋Ｚ０＋ｊＸＬ

２

＝
（ＲＬ－Ｚ０）２＋Ｘ２Ｌ
（ＲＬ＋Ｚ０）２＋Ｘ２Ｌ

又

ρ＝
１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜

欲使ρ最小，只要｜Γ２｜最小。

由｜Γ２｜
２

Ｚ０ ＝０
，得｜Γ２｜的最小值。由此解得

Ｚ０＝ Ｒ２Ｌ＋Ｘ２槡 Ｌ＝ ４０２＋３０槡 ２＝５０Ω
此时

｜Γ２｜ｍｉｎ＝
（ＲＬ－Ｚ０）２＋Ｘ２Ｌ
（ＲＬ＋Ｚ０）２＋Ｘ２槡 Ｌ

＝
（４０－５０）２＋３０２
（４０＋５０）２＋３０槡 ２＝

１
３

而 ρｍｉｎ＝
１＋１３

１－１３

＝２

例５１２　传输线的终端反射系数及负载阻抗。
已知特性阻抗为３００Ω的无损耗线上的驻波比等于２．０，距负载最近的电压最小值点

距终端为０．３λ，试求终端反射系数Γ２ 及负载阻抗ＺＬ。

解：　 　　｜Γ２｜＝ρ－１
ρ＋１

＝２－１２＋１＝
１
３

第一个电压最小值点ｌｍｉｎ满足
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φ２－２βｌｍｉｎ＝－π
故

φ２ ＝２βｌｍｉｎ－π＝０．６βλ－π＝０．６×２π－π＝０．２π＝３６°
所以

Γ２ ＝｜Γ２｜ｅｊφ２ ＝ １３ｅ
ｊ３６°

而 ＺＬ＝Ｚ０
１＋Γ２
１－Γ（ ）２ ＝Ｚ０ １＋｜Γ２｜ｅ

ｊφ２

１－｜Γ２｜ｅｊφ（ ）２ ＝

３００
１＋１３ｅ

ｊ３６°

１－１３ｅ
ｊ３６°
＝４６５＋ｊ２０３（Ω）

例５１３　确定负载阻抗。
图５－１１所示为测得的无损耗传输线的电压分布，线的特性阻抗为Ｚ０＝５０Ω，试确定

负载阻抗。

图５－１１　无损耗传输线的电压分布

解：　由图５－１１可知：

Ｕｍａｘ＝８．４，Ｕｍｉｎ＝２．１，第一个电压波节点位置

ｌｍｉｎ＝０．０９２λ。故驻波系数为

ρ＝
Ｕｍａｘ

Ｕｍｉｎ
＝８．４２．１＝４

终端反射系数为

｜Γ２｜＝ρ－１
ρ＋１

＝４－１４＋１＝０．６

电压最小值点满足

φ２－２βｌｍｉｎ＝－π

则 φ２＝２βｌｍｉｎ－π＝２×
２π
λ×０．０９２λ－π＝－１．９９ｒａｄ

于是 Γ２＝｜Γ２｜ｅｊφ２＝０．６ｅ－ｊ１．９９＝－０．２４－ｊ０．５５
于是得

ＺＬ ＝Ｚ０
１＋Γ２
１－Γ（ ）２ ＝５００．７６－ｊ０．５５１．２４＋ｊ０．（ ）５５ ＝１７．４－ｊ３０（Ω）

　　

练　习　题

５５－１　求如图５－７所示分布参数电路中各段的反射系数及驻波系数。

５５－２　一特性阻抗为７５Ω的无损耗线，终端负载为ＺＬ＝１５０＋ｊ９６．８（Ω），求距终
端最近的电压最小点位置。

５５－３　一特性阻抗为５０Ω的无损耗线，其驻波比为３．０。相邻电压最小值之间距
离为２０ｃｍ，且第一个电压最小值点距负载５ｃｍ，求负载阻抗。
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５６　传输功率与效率

５６１　传输功率的计算

　　对于无损耗线，通过线上任一点的平均功率是相同的。如图５－１２所示，负载吸收的
功率Ｐｌ等于输入端的输入功率Ｐｉｎ，也等于线上任一点通过的功率Ｐ（ｚ），即Ｐｌ＝Ｐｉｎ＝
Ｐ（ｚ）。

图５－１２　传输功率的计算

由图５－１２可知：

Ｐｌ ＝ １２Ｉ
２
２ＲＬ （５６１）

Ｐｉｎ＝ １２Ｉ
２
１Ｒｉｎ （５６２）

Ｐ（ｚ）＝ １２｜Ｕ
（ｚ）｜｜Ｉ（ｚ）｜ｃｏｓφ （５６３）

其中φ为ｚ点处电压与电流的相位差。由于波节点和波腹点的输入阻抗为纯电阻，故其
电压与电流的相位差φ＝０，故有

Ｐ（ｚ）＝ １２｜Ｕ｜ｍａｘ｜Ｉ｜ｍｉｎ＝
１
２｜Ｕ｜ｍｉｎ｜Ｉ｜ｍａｘ

（５６４）

由式（５５１６）和式（５５１９），有

｜Ｕ｜ｍａｘ
｜Ｉ｜ｍａｘ ＝

｜Ｕ｜ｍｉｎ
｜Ｉ｜ｍｉｎ ＝

Ｚ０ （５６５）

由式（５５２１）和式（５５２２），有

｜Ｕ｜ｍａｘ
｜Ｕ｜ｍｉｎ＝

｜Ｉ｜ｍａｘ
｜Ｉ｜ｍｉｎ＝ρ

于是得到

Ｐ（ｚ）＝ １２
｜Ｕ｜２ｍａｘ
Ｚ０ρ

＝ １２
｜Ｕ｜２ｍａｘ
Ｚ０

Ｋ ＝

１
２｜Ｉ｜ｍａｘＺ０Ｋ

（５６６）

由此可见，当传输线的耐压一定或所能载的电流一定时，行波系数Ｋ 越大，所能传输的功
率就越大。
另一方面由式（５５１６）和式（５５２０），有
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　　　　Ｐｌ＝１２｜Ｕ｜ｍａｘ｜Ｉ｜ｍｉｎ＝

１
２｜Ｕ

＋
２｜（１＋｜Γ２｜）｜Ｉ＋２｜（１－｜Γ２｜）＝

１
２｜Ｕ

＋
２｜｜Ｉ＋２｜（１－｜Γ２｜２）＝

１
２｜Ｕ

＋
２｜｜Ｉ＋２｜－１２｜Γ２｜｜Ｕ

＋
２｜｜Γ２｜｜Ｉ＋２｜＝

１
２｜Ｕ

＋
２｜｜Ｉ＋２｜－１２｜Ｕ

－
２｜｜Ｉ－２｜＝Ｐ＋－Ｐ－ （５６７）

式中

Ｐ＋＝１２｜Ｕ
＋
２｜｜Ｉ＋２｜

为入射波传输到负载的平均功率。

Ｐ－＝１２｜Ｕ
－
２｜｜Ｉ－２｜

为负载反射的功率。因此，负载吸收的功率为入射波功率与反射波功率之差。

５６２　传输线的功率容量

传输线传输功率时，允许传输的最大功率将受到击穿电压的限制，即存在一个功率容
量问题。所谓功率容量，是在不发生电压击穿条件下，传输线上能传输的最大功率。由式
（５６６），有

Ｐｌ＝１２
｜Ｕ｜２ｍａｘ
Ｚ０ρ

＝１２
｜Ｕ｜２ｍａｘ
Ｚ０ Ｋ

设Ｕｂｒ代表击穿电压，则功率容量为

Ｐｂｒ＝ １２
Ｕ２ｂｒ
Ｚ０ρ

＝Ｕ
２
ｂｒ

２Ｚ０
Ｋ （５６８）

可见功率容量不仅与击穿电压有关（由电线的结构、材料等决定），而且与传输线的工作状
态有关。驻波系数ρ愈小（越接近于１），即传输线愈接近于行波状态，则功率容量愈大。
因此，从功率容量的角度来说，传输线的最佳工作状态为行波状态。

５６３　传输线的传输效率

传输线的传输效率定义为负载吸收功率Ｐｌ与输入功率Ｐｉｎ之比，即

η＝
Ｐｌ
Ｐｉｎ

（５６９）

　　根据前面的分析，对于无损耗线，由于Ｐｌ＝Ｐｉｎ，则

η＝
Ｐｌ
Ｐｉｎ ＝

１ （５６１０）

而对于损耗线，传输功率由式（５５１５）和式（５５１８）得到

Ｐｉｎ（ｚ）＝Ｒｅ１２
［Ｕ（ｚ）Ｉ（ｚ）］＝
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１
２Ｚ０｜Ｉ

＋
２｜２（ｅ２αｚ －｜Γ２｜２ｅ－２αｚ） （５６１１）

而负载的吸收功率由式（５６７），有

Ｐｌ＝１２Ｚ０｜Ｉ
＋
２｜２（１－｜Γ２｜２）

于是

η＝
Ｐｌ
Ｐｉｎ ＝

１－｜Γ２｜２

ｅ２αｚ －｜Γ２｜２ｅ－２αｚ
（５６１２）

设传输线长为ｌ，则

η＝
１－｜Γ２｜２

ｅ２αｌ－｜Γ２｜２ｅ－２αｌ
＝ １

ｃｈ２αｌ＋１２ ρ＋
１（ ）ρ ｓｈ２αｌ

（５６１３）

当传输线的损耗很小时，即αｌ１，则式（５６１３）变为

η≈１－ ρ＋
１（ ）ρ αｌ （５６１４）

可见传输线的效率与线的衰减常数α、线长ｌ及工作状态有关。当αｌ一定时，ρ越小效率
越高。当ρ＝１时（即为行波工作状态），η有最大值，即

η＝ηｍａｘ≈１－２αｌ≈ｅ－
２αｌ （５６１５）

　　例５１４　传输线负载的吸收功率。
有一特性阻抗为Ｚ０＝７５Ω的传输线，其长度为２０ｃｍ，工作频率为１０ＧＨｚ，终端负载

为ＺＬ＝（７５－ｊ５０）Ω，若传输线入射波的功率Ｐ＋（ｚ＝２０）＝１０Ｗ，求：
（１）无损耗时，负载的吸收功率是多少？
（２）设衰减常数α＝０．０１ｄＢ／ｃｍ时，负载的吸收功率又是多少？
解：　（１）无损耗时，负载的吸收功率由式（５６７），得到

Ｐｌ（０）＝ １２｜Ｕ
＋
２｜｜Ｉ＋２｜（１－｜Γ２｜２）＝Ｐ＋ （ｚ＝０）（１－｜Γ２｜２）

对于无损耗线，Ｐ＋（ｚ＝０）＝Ｐ＋（ｚ＝２０）＝１０Ｗ，故

Ｐｌ＝１０（１－｜Γ２｜２）

式中

Γ２＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０＝

－ｊ５０
１５０－ｊ５０＝０．３１６ｅ

－ｊ７１．６°

所以

Ｐｌ＝１０（１－０．３１６２）＝９Ｗ
（２）有损耗时

α＝０．０１ｄＢ／ｃｍ，αｌ＝０．２ｄＢ＝０．０２３Ｎｐ
Ｐ＋ （０）＝Ｐ＋ （２０）ｅ－２αｌ ＝１０ｅ－０．０４６ ＝９．５５Ｗ

负载吸收功率为

Ｐｌ（ｚ＝０）＝Ｐ＋ （０）（１－｜Γ２｜２）＝９．５５（１－０．３１６２）＝８．６Ｗ
　　例５１５　传输线的损耗功率和传输效率。
某传输线的特性阻抗为５０Ω，终端负载为ＺＬ＝１００－ｊ５０（Ω），单位长度的衰减常数
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为０．１２０ｄＢ／ｍ。求传输线长度为１０ｍ时损耗在传输线上的功率和传输线效率（设ｚ＝０
处的功率Ｐ２ 为已知）。
解：　终端反射系数为

｜Γ２｜＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０

＝ ５０－
（１－ｊ）

１５０－ｊ５０ ＝０．４４７

负载吸收的功率为

Ｐ（ｚ＝０）＝Ｐ２ ＝Ｐ＋ （ｚ＝０）［１－｜Γ２｜２］＝Ｐ＋ （ｚ＝０）［１－０．４４７２］
故负载处入射波的功率为

Ｐ＋（ｚ＝０）＝ Ｐ２
１－０．４４７２＝

Ｐ２
０．８＝１．２５Ｐ２

设输入端ｚ＝１０ｍ处的入射波功率为Ｐ＋（ｚ＝１０），则

Ｐ＋（ｚ＝０）＝Ｐ＋（ｚ＝１０）ｅ－２αｌ＝１．２５Ｐ２
由上式得（注αｌ＝１．２ｄＢ＝０．１３８Ｎｐ）

Ｐ＋ （ｚ＝１０）＝１．２５Ｐ２ｅ２αｌ ＝１．２５Ｐ２ｅ０．２７６ ＝１．６４７Ｐ２
输入端的功率

Ｐ（ｚ＝１０）＝Ｐ＋（ｚ＝１０）－Ｐ－（ｚ＝１０）
式中：Ｐ＋（ｚ＝１０）和Ｐ－（ｚ＝１０）分别代表输入端入射波和反射波的功率，而

　　　　　Ｐ－（ｚ＝１０）＝Ｐ－（ｚ＝１０）ｅ－２αｌ＝Ｐ＋（ｚ＝０）｜Γ２｜２ｅ－２αｌ＝

Ｐ＋（ｚ＝１０）ｅ－２αｌ｜Γ２｜２ｅ－２αｌ＝Ｐ＋（ｚ＝１０）｜Γ２｜２ｅ－４αｌ

所以

　　　　　Ｐ（ｚ＝１０）＝Ｐ＋（ｚ＝１０）－Ｐ－（ｚ＝１０）＝

Ｐ＋（ｚ＝１０）［１－｜Γ２｜２ｅ－４αｌ］＝

１．６４７Ｐ２［１－０．４４７２ｅ－０．５５］＝１．４６Ｐ２
故损耗在传输线上的功率为

Ｐ（ｚ＝１０）－Ｐ（ｚ＝０）＝０．４６Ｐ２
效率为

η＝
Ｐ（ｚ＝０）
Ｐ（ｚ＝１０）＝

Ｐ２
１．４６Ｐ２＝６８．４９％

若由式（５６１３）可直接求得效率为

η＝
１－｜Γ２｜２

ｅ２αｌ－｜Γ２｜２ｅ－２αｌ
＝ １－０．４４７２

ｅ０．２７６－０．４４７２ｅ－０．２７６ ≈
６８．４９％

　　例５１６　传输线的传输功率。
信号源的内阻Ｚｇ＝Ｒｇ＝１Ω，开路电压Ｕｇ＝０．３ｃｏｓ（２π×１０８ｔ）Ｖ，将它与特性阻抗Ｚ０

＝５０Ω的无损耗平行双线传输线相接，如图５－１３所示。已知传输线长度ｌ＝４ｍ，终端负
载阻抗ＺＬ＝Ｚ０，线上波的传播速度为ｖｐ＝２．５×１０８ｍ／ｓ。求由电源传输到负载端的功率。
解：　因为是无损耗线，故传输到负载端的功率等于输入端的功率，即

Ｐｌ＝Ｐｉｎ＝１２Ｒｅ
［Ｕ（ｚ）Ｉ（ｚ）］＝１２Ｒｅ

［ＵｉｎＩｉｎ］

由题设条件可得到输入端的电压和电流分别为
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图５－１３　终端匹配及电源端的等效电路

Ｕｉｎ＝
Ｚｉｎ

Ｚｇ＋Ｚｉｎ
Ｕｇ＝

５０
１＋５００．３ｅ

ｊ０°＝０．２９４ｅｊ０°

和

Ｉｉｎ＝ １
Ｚｇ＋Ｚｉｎ

Ｕｇ＝
１

１＋５００．３ｅ
ｊ０°＝０．００５９ｅｊ０°

于是得

Ｐｌ＝１２
（０．２９４×０．００５９）＝８．６７×１０－４Ｗ

练　习　题

５６－１　特性阻抗为Ｚ０＝１００Ω，长度为λ／８的无损耗传输线，终端负载为ＺＬ＝（２００

＋ｊ３００）Ω，输入端电源的内阻为１００Ω，开路电压为５００ｅｊ０°，试求：
（１）传输线输入端的电压；
（２）终端电压；
（３）负载的吸收功率。

５７　传输线的阻抗匹配

根据前面的讨论知道，传输线处于行波工作状态时，其传输功率达到最大值，这就要

求传输线的负载阻抗ＺＬ 等于其特性阻抗Ｚ０，即达到匹配状态。此时对于信息传输而言
的信号失真也可消除。本节讨论几种无损耗传输线的阻抗匹配方法。

５７１　λ／４阻抗变换器

这是一种实现纯电阻负载ＺＬ＝ＲＬ 与无损耗传输线的特性阻抗Ｚ０ 相匹配的简单方

法。在负载与主传输线之间接入一段特性阻抗为Ｚ０１的λ／４线段作为阻抗变换器，并使

Ｚ０１ ＝ Ｚ０Ｒ槡 Ｌ （５７１）
这实际上就是前面讨论传输线输入阻抗时已得到的式（５３８）的结果。两种常用的传输
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线接入λ／４阻抗变换器，如图５－１４所示。

图５－１４　λ／４阻抗变换器
（ａ）平行双导线；（ｂ）同轴线。

由于λ／４的长度取决于波长，故这种匹配方法对频率十分敏感，它只对一个频率得到
理想匹配。当频率变化时，匹配被破坏，主传输线上的反射系数将增大。
如图５－１４（ａ）所示，ＡＡ′端的输入阻抗当ｆ＝ｆ０ 时，有

ＺＡＡ′＝
Ｚ２０１
ＲＬ＝Ｚ０

当ｆ≠ｆ０ 时，则为

　　　　　　ＺＡＡ′＝Ｚ０１
ＲＬ＋ｊＺ０１ｔａｎβｚ
Ｚ０１＋ｊＲＬｔａｎβｚ

＝

Ｚ０１
ＲＬ＋ｊＺ０１ｔａｎ２πλ

·λ０（ ）４
Ｚ０１＋ｊＲＬｔａｎ２πλ

·λ０（ ）４
＝Ｚ０１

ＲＬ＋ｊＺ０１ｔａｎ π２
ｆ
ｆ（ ）０

Ｚ０１＋ｊＲＬｔａｎ π２
ｆ
ｆ（ ）０

（５７２）

由此可得到主传输线上在任意频率下的反射系数为

　　　　　　｜ΓＡＡ′｜＝
ＺＡＡ′－Ｚ０
ＺＡＡ′＋Ｚ０

＝

ＲＬ
Ｚ０－１

ＲＬ
Ｚ０（ ）＋１

２

＋４ＲＬＺ（ ）０ ｔａｎ２ π２·ｆｆ（ ）槡 ０

（５７３）

可见，当频率在给定范围内变化时，若反射系数或驻波系数增加较慢，则匹配的频率

特性越好。另外，若阻抗变换系数 ＲＬ
Ｚ０
或Ｚ０
Ｒ（ ）Ｌ 愈大，则满足给定的驻波系数的频带愈窄，

频率特性愈差。因此，为了使匹配效果好，阻抗变换系数不宜过大，可采用两节或多节

λ／４线进行匹配。以两段λ／４线为例讨论其频率特性，如图５－１５所示。图中Ｚ０１和Ｚ０２应

图５－１５　两节λ／４匹配线
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满足阻抗变换关系，即

Ｚ２ ＝Ｚ
２
０２

ＲＬ
（５７４）

Ｚ０ ＝Ｚ１ ＝Ｚ
２
０１

Ｚ２
（５７５）

设两节λ／４线变换比相同，即

Ｚ２
ＲＬ ＝

Ｚ０
Ｚ２

（５７６）

联立求解以上三个式子，得

Ｚ０１ ＝
４
Ｚ３０Ｒ槡 Ｌ ＝

４
ＲＬ
Ｚ槡０
Ｚ０ （５７７）

Ｚ０２ ＝
４
Ｚ０·Ｒ３槡 Ｌ ＝

４
Ｚ０
Ｒ槡Ｌ
·ＲＬ （５７８）

当ｆ≠ｆ０ 时，２２′端的输入阻抗由式（５７２），得

Ｚ２ ＝Ｚ０２·
ＲＬ＋ｊＺ０２ｔａｎ π２

ｆ
ｆ（ ）０

Ｚ０２＋ｊＲＬｔａｎ π２
ｆ
ｆ（ ）０

（５７９）

在１１′端的输入阻抗为

Ｚ１ ＝Ｚ０１
Ｚ２＋ｊＺ０１ｔａｎ π２

ｆ
ｆ（ ）０

Ｚ０１＋ｊＺ２ｔａｎ π２
ｆ
ｆ（ ）０

（５７１０）

将式（５７９）代入式（５７１０）得１１′端以左的主传输线上的反射系数为

｜Γ１１′｜＝
Ｚ１－Ｚ０
Ｚ１＋Ｚ０

＝

ＲＬ
Ｚ０－１

ｃｏｔ２ π２
ｆ
ｆ（ ）０

ＲＬ
Ｚ０（ ）＋１ｃｏｔ２ π２

ｆ
ｆ（ ）０ －２ ＲＬ

Ｚ槡［ ］
０

２

＋４ ＲＬ
Ｚ０

ＺＬ
Ｚ０槡（ ）＋１

２

ｃｏｔ２ π２
ｆ
ｆ（ ）槡槡 ０

（５７１１）

由式（５７３）和式（５７１１）可绘出在不同ＲＬＺ０
值下主传输线的反射系数及驻波系数与ｆ

ｆ０
的

关系曲线，如图５－１６和图５－１７所示。比较两图可以看出，用两段λ／４线匹配时，满足
一定驻波系数的工作频带比用一节λ／４线时要宽得多。由此可以推断：如用三节、四节甚
至更多节λ／４线匹配时，可获得更宽的频带。

５７２　单短截线匹配器

对于负载阻抗为ＺＬ＝ＲＬ＋ｊＸＬ 和主传输线特性阻抗为Ｚ０ 的匹配，可采用在主传输

线上并联一段特性阻抗为Ｚ０ 的单短截线来实现，如图５－１８所示，这种方法称为单短截
线匹配法。为此，可调节单短截线距负载的位置ｌ１ 和单短截线的长度ｌ２，匹配时的阻抗
关系为

９１２



图５－１６　单节λ／４匹配线的频率特性

图５－１７　两节λ／４匹配线的频率特性

图５－１８　单短截线阻抗匹配

１
Ｚ０ ＝

１
Ｚｉｎ１＋

１
Ｚｉｎ２

（５７１２）

为使上式满足，首先调节ｌ１ 的长度，使

１
Ｚｉｎ１ ＝

１
Ｚ０＋ｊ

Ｂｉｎ１ （５７１３）

然后调节ｌ２ 的长度，使

１
Ｚｉｎ２ ＝ｊ

Ｂｉｎ２ ＝－ｊＢｉｎ１ （５７１４）

这样式（５７１２）成立，达到匹配目的。
单短截线阻抗匹配法实质是用接入短截线后

０２２



附加的反射波来抵消主传输线上原来的反射波，以实现匹配。这种方法同样对频率十分
敏感，当频率变化时，ｌ１、ｌ２ 都需要重新调节。在实际应用中，还有双短截线和多短截线匹
配法。
例５１７　λ／４阻抗变换。
一台信号发生器通过一特性阻抗Ｚ０＝５０Ω的传输线对两个电阻性负载ＺＬ１＝ＲＬ１＝

６４Ω，ＺＬ２＝ＲＬ２＝２５Ω进行等功率馈电，采用λ／４线来实现与５０Ω的主传输线匹配，如图

５－１９所示。试求：（１）λ／４线的特性阻抗Ｚ０１和Ｚ０２；（２）匹配线上的反射系数和驻波系数。

图５－１９

解：　（１）为了实现对两个负载等功率馈电，在主传输线的输出端ＡＡ′向每个负载看
去的输入阻抗必须相等，且

Ｚｉｎ１＝Ｚｉｎ２＝Ｒｉｎ＝２Ｚ０＝１００Ω
由式（５７１），有

Ｚ０１ ＝Ｒ０１ ＝ ＲｉｎＲ槡 Ｌ１ ＝ １００×槡 ６４＝８０Ω

Ｚ０２ ＝Ｒ０２ ＝ ＲｉｎＲ槡 Ｌ２ ＝ １００×槡 ２５＝５０Ω
　　（２）达到阻抗匹配时，主传输线上不存在反射，但在两段分传输线上显然是不匹配的，
存在反射。
在分传输线１上，有

Γ１ ＝ＺＬ１－Ｚ０１ＺＬ１＋Ｚ０１ ＝
ＲＬ１－Ｒ０１
ＲＬ１＋Ｒ０１ ＝

６４－８０
６４＋８０＝－

０．１１

ρ１ ＝
１＋｜Γ１｜
１－｜Γ１｜＝

１＋０．１１
１－０．１１＝

１．２５

　　在分传输线２上，有

Γ２ ＝ＺＬ２－Ｚ０２ＺＬ２＋Ｚ０２ ＝
ＲＬ２－Ｒ０２
ＲＬ２＋Ｒ０２ ＝

２５－５０
２５＋５０＝－

０．３３

ρ２ ＝
１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜＝

１＋０．３３
１－０．３３＝

１．９９

　　例５１８　单短截线阻抗变换器。
特性阻抗Ｚ０＝３００Ω的无损耗传输线，终端接负载ＺＬ＝（７３＋ｊ４２）（Ω）。试设计一单

短截线阻抗变换器使负载与主传输线匹配。
解：　由式（５７１２），得

１
Ｚ０＝

１
Ｚｉｎ１＋

１
Ｚｉｎ２

１２２



由式（５３１３），有

１
Ｚｉｎ１
＝１Ｚ０

Ｚ０＋ｊＺＬｔａｎβｌ１
ＺＬ＋ｊＺ０ｔａｎβｌ１

＝ １３００
３００＋ｊ７３ｔａｎβｌ１－４２ｔａｎβｌ１
（７３＋ｊ４２）＋ｊ３００ｔａｎβｌ［ ］

１
＝

１
３００

（３００－４２ｔａｎβｌ１）×７３＋７３ｔａｎβｌ１（３００ｔａｎβｌ１＋４２）
７３２＋（３００ｔａｎβｌ１＋４２）

２ ＋ｊ７３
２ｔａｎβｌ１－ｊ（３００－４２ｔａｎβｌ１）（３００ｔａｎβｌ１＋４２）

７３２＋（３００ｔａｎβｌ１＋４２）［ ］２

令上式实部

１
３００

（３００－４２ｔａｎβｌ１）７３＋７３ｔａｎβｌ１（３００ｔａｎβｌ１＋４２）
７３２＋（３００ｔａｎβｌ１＋４２）［ ］２ ＝１Ｚ０

＝ １３００
则有

７３（３００－４２ｔａｎβｌ１）＋７３ｔａｎβｌ１（３００ｔａｎβｌ１＋４２）＝７３
２＋（３００ｔａｎβｌ１＋４２）

２

从上式中解得

ｔａｎβｌ１≈０．３１７
所以

ｌ１≈０．０４９λ
于是

１
Ｚｉｎ１＝

１
Ｚ０＋ｊＢｉｎ１

将ｔａｎβｌ１＝０．３１７代入上式虚部，得

Ｂｉｎ１＝ １３００
－１
０．（ ）６４１

因为

１
Ｚｉｎ２＝

１
ｊＺ０ｔａｎβｌ２

＝ １
ｊ３００ｔａｎβｌ２

要实现匹配

１
Ｚｉｎ２＝－ｊＢｉｎ１

即

１
ｊ３００ｔａｎβｌ２

＝ －ｊ
３００×０．６４１

由上式解得

ｔａｎβｌ２＝－０．６４１
得

ｌ２≈０．４０９λ
例５１９　用λ／４阻抗变换器对复数型负载进行阻抗匹配。
一无损耗传输线的特性阻抗Ｚ０＝７５Ω，终端接负载阻抗ＺＬ＝（１００－ｊ５０）（Ω），试用

λ／４将负载与主传输线匹配（见图５－２０）。
解：　由式（５５２５）可知在电压最小值点的输入阻抗为一纯电阻，即

Ｚｉｎ（ｚ）＝
Ｚ０
ρ

２２２



图５－２０

于是我们可将λ／４接在其电压最小值点，如图５－２０所示。其特性阻抗为

Ｚ０１＝ Ｚ０Ｚｉｎ（ｚ槡 ）＝ Ｚ０
Ｚ０槡 ρ
＝Ｚ０
槡ρ

由于

ρ＝
１＋｜Γ２｜
１＋｜Γ２｜

而

Γ２＝
ＺＬ－Ｚ０
ＺＬ＋Ｚ０＝

２５－ｊ５０
１７５－ｊ５０＝０．３１ｅ

－ｊ４７．５°

所以

ρ＝
１＋｜Γ２｜
１－｜Γ２｜＝

１＋０．３１
１－０．３１≈０．９

得

Ｚ０１＝
Ｚ０
槡ρ
＝ Ｚ０
１．槡 ９
＝ ７５
０．槡 ９
≈７８．９Ω

而接入点的位置ｌｍｉｎ满足
２βｌｍｉｎ－φ２＝（２ｎ＋１）π

第一个电压最小点（ｎ＝０），有
２βｌｍｉｎ＝１８０°－４７．５°＝２．３１ｒａｄ

所以

ｌｍｉｎ＝２．３１２β
＝０．１８４λ

由于电压最大值点的输入阻抗也为纯电阻，故也可将λ／４接在电压最大值点处。但
在实际应用中，由于击穿往往发生在电压最大值处，考虑到变换器的耐压情况，一般都将

λ／４阻抗变换器接在电压的最小值点处。

练　习　题

５７－１　一个２００ＭＨｚ的信号源通过一根３００Ω的双线传输线对输入阻抗为７３Ω的
偶极子天线馈电。设计一根λ／４的双线传输线（周围介质为空气，间距为２ｃｍ）以使天线
与３００Ω的传输匹配。

５８　传输线谐振器

从前面的讨论中我们知道，对于终端短路线或终端开路线可设计成所需的电抗元件。

３２２



而当其长度为λ／４或λ／２时，还可构成谐振器。这种传输线谐振器在短波及超短波频段
有着广泛的应用。下面以同轴线为例进行讨论。对于终端短路同轴线，如图５－２１所示，

图５－２１　同轴线谐振器

其中电压和电流的分布由式（５５１１）和式（５５１２），得

　　　　　　　　　ｕ（ｚ，ｔ）＝Ｕ０ｓｉｎβｚｓｉｎωｔ （５８１）
ｉ（ｚ，ｔ）＝Ｉ０ｃｏｓβｚｃｏｓωｔ （５８２）

其中

Ｕ０＝Ｚ０Ｉ０
根据同轴线中电磁场和电压、电流的关系，同轴线谐振器中电磁场分布为

Ｅｒ（ｚ，ｒ，ｔ）＝ Ｕ０

ｒｌｎＤｄ

ｓｉｎβｚｓｉｎωｔ （５８３）

Ｈφ（ｚ，ｒ，ｔ）＝
Ｉ０
２πｒ
ｃｏｓβｚｃｏｓωｔ＝

Ｕ０

ηｒｌｎ
Ｄ
ｄ

ｃｏｓβｚｃｏｓωｔ （５８４）

　　当谐振腔的长度ｌ＝λ／２的整数倍时，在ｚ＝ｌ处的电磁场边界条件也得到满足，即Ｅｔ

＝Ｅｒ
ｚ＝ｌ
＝０，电磁场在同轴线中的分布及其随时间的变化如图５－２２所示。由此可见，

电磁场沿ｚ方向的分布和随时间的变化规律是：电场和磁场的最大值（或零点）在空间相

图５－２２　λ／２同轴线谐振器场分布

距λ／４，即空间相位差为π／２；同时，随时间变化也相差π／２。因此在同轴线中电磁能量的
变化规律是：磁场能量转化为电场能量，同时电磁能量从两侧向中间移动；半个周期后，电
场能量转化为磁场能量，同时电磁能量从中间向两侧移动。

λ／２同轴线谐振器的长度和谐振波长之间具有简单的关系ｌ＝λ／２，所以它可以用作
绝对刻度的波长计。其固有品质因数Ｑ由下面公式计算：

Ｑ０ ＝ ２δ
∫ＶＨ·ＨｄＶ

∮Ｓ
Ｈτ·Ｈ

τｄＳ
（５８５）

４２２



式中，δ为趋肤深度。于是

Ｑ０ ＝ ２δ
１

８
λ＋

１

ｌｎＤｄ

２
ｄ＋

２（ ）熿

燀

燄

燅
Ｄ

（５８６）

　　由上式可知，增大内半径或外半径，或两者同时增大，都可以提高品质因数。但半径

的增大受出现高次模的限制，即受Ｄ＋ｄ
２ ＜λπ

的限制。这里λ是波长计允许工作的最短波

长。另外Ｄ
ｄ
的值也影响到品质因数Ｑ０，由式（５８６）求得Ｑ０ 值达最大值时的Ｄｄ＝３．５９

。

这和同轴线最小衰减系数的Ｄ
ｄ
相同，与之对应的同轴线的特性阻抗Ｚ０＝６０ｌｎＤｄ＝６０ｌｎ３．５９

＝７６．７Ω。这就是说，当同轴线谐振器的内外半径不能再增大时，用一段衰减最小的同轴
线（特性阻抗为７６．７Ω）做成的谐振器的品质因数最高。

若把λ／２同轴线谐振器在ｚ＝ｌ２
处切成相等的两部分，则每一部分就构成λ／４同轴线

谐振器。但这种谐振器没有实际用处，因为开口端并非真正开路，电磁能量要从开口处辐
射出去，因而其Ｑ值很低。
例５２０　用一段长为１０ｃｍ的同轴线构成ＴＥＭ波谐振器，该同轴线中填充εｒ＝２．５５

的介质。问该段同轴线可以对哪些频率产生谐振？最低谐振频率是多少？

解：　若将该同轴线的一端短路，另一端开路，则ｌ＝１０ｃｍ的同轴线可作为λ４
谐振

器，产生并联谐振，其谐振频率为

ｆ０＝ｖλ０＝
１
４

２ｎ－１ｌ
· ｃ
ε槡ｒ

＝２ｎ－１４×０．１
３×１０８

２．槡 ５５
＝（２ｎ－１）×４．７×１０８Ｈｚ

也可作为λ
２
谐振器，产生串联谐振，其谐振频率为

ｆ′０＝ｖλ′０＝
ｎ
２ｌ
· ｃ
ε槡ｒ

＝ ｎ
２×０．１

３×１０８

２．槡 ５５
＝２ｎ×４．７×１０８Ｈｚ

取ｎ＝１，则得

ｆ０ ＝４．７×１０８Ｈｚ——— 最低谐振频率

ｆ′０ ＝９．４×１０８Ｈｚ

练　习　题

５８－１　电容负载式同轴线谐振腔的内外导体半径分别为０．５ｃｍ和１５ｃｍ，负载电
容为ｌｎＦ，谐振频率为３０００ＭＨｚ，求腔长。

５８－２　铜同轴线谐振器，内外导体半径分别为１ｍｍ 和４ｍｍ。若谐振频率为

５ＧＨｚ，试空气填充时的Ｑ值。

５２２



习　题

５－１　求在极低频率时有损耗线的传播常数γ和特性阻抗Ｚ０ 的近似表示式。此时

ωＬ１Ｒ１，ωＣ１Ｇ１。

５－２　已测得一有损耗线在１００ＭＨｚ时的参数为Ｚ０＝５０＋ｊ０（Ω），α＝０．０１ｄＢ／ｍ，β
＝０．８π（ｒａｄ／ｍ），试求该线的Ｒ１、Ｌ１、Ｇ１ 和Ｃ１。

５－３　一电压为Ｕｇ、内阻为Ｒｇ 的直流电源，与一单位长度电阻为Ｒ１、电导为Ｇ１ 的
有损耗线相连。

（ａ）写出支配电压、电流的传输线方程；
（ｂ）求出Ｕ（ｚ）和Ｉ（ｚ）；
（ｃ）由（ｂ）的结果求出无限长传输线的特解；
（ｄ）由（ｂ）的结果求出长为ｌ终端负载为ＲＬ 的有限长传输线的特解。

５－４　开路或短路的有损耗线的输入阻抗有电抗和电阻两个分量。试证明一根损耗
甚小和长度ｌ很短的传输线（αｌ１及βｌ１）的输入阻抗近似为：

（ａ）Ｚｉｎ＝（Ｒ１＋ｊωＬ１）ｌ　　（短路线）
（ｂ）Ｚｉｎ＝（Ｇ１－ｊωＣ１）／［Ｇ１２＋（ωＣ１）２］ｌ　　（开路线）

５－５　一根长度为４ｍ的传输线，测得其开路和短路的输入阻抗分别为２５０／－５０°Ω
和３６０／２０°Ω，求：

（ａ）线的Ｚ０、α和β；
（ｂ）Ｒ１、Ｌ１、Ｇ１ 和Ｃ１。

５－６　利用单短截线匹配法使（２５＋ｊ２５）（Ω）负载与５０Ω无损耗传输线匹配。若短
截线的特性阻抗为５０Ω。试求所需短截线的长度ｌ２ 和接入位置ｌ１。

５－７　证明：一个内阻为Ｚｇ 的电源通过一无损耗线传送给负载阻抗ＺＬ 的功率为最
大时的条件是Ｚｉｎ＝Ｚｇ 。最大的功率传输系数是多少？

５－８　设一无损耗传输线，其特性阻抗为Ｚ０，当其终端接有负载阻抗ＺＬ 时，测得线
上的驻波系数为ρ，由负载到第一个电压最小值点的距离为ｌｍｉｎ，证明负载阻抗可由下式
计算：

ＺＬ＝Ｚ０ρ－ｊ
（ρ
２－１）ｓｉｎφｃｏｓφ

ρ
２ｃｏｓ２φ＋ｓｉｎ

２
φ

式中φ＝βｌｍｉｎ＝
２π
λｌｍｉｎ

５－９　已测得一无损耗线的各项指标如题５－９图所示。试确定其负载阻抗ＺＬ。

５－１０　试比较传输线上的电压、电流波与均匀介质中传播的平面电磁波的特点有何
异同？

５－１１　已知一负载阻抗为１８．７５Ω，传输线的特性阻抗Ｚ０＝５２Ω，工作波段为０．９λ０
～１．１λ０，要求在此波段内反射系数｜Γ｜≤０．０５，试设计λ／４匹配线。

５－１２　用两段λ／４线使４００Ω的负载和１００Ω的主传输线实现匹配，两段λ／４线的

６２２



题５－９图

阻抗分别为１４１．４Ω和２８３Ω，试求驻波比ρ≤１．２的带宽。

７２２



第六章　电磁波的辐射与天线

前几章分别讨论了平面电磁波在无界媒质中的传播特性、在不同媒质分界面上的反
射和透射特性以及沿波导和传输线传播的特性，在这些讨论中都没有涉及电磁波是如何
产生的。本章不仅要讨论电磁波的产生，还要讨论能将电磁波有效辐射的装置，即天线。
时变电荷和电流是产生电磁波的源。为了使电磁能量有效地沿指定方向辐射，时变

电荷和电流必须按特殊方式分布，天线就是设计成这样一种能按规定方式有效地辐射电
磁能量的装置。
分析电磁波辐射的理论依据是麦克斯韦方程组。应该说这是一个很困难的问题，这

是因为天线上的时变电荷和电流往往是未知的，且又是很难确定的。天线上的电流激发
电磁场，此电磁场反过来要影响天线上的电流分布，要严格求解方程组将遇到很大困难。
因此，实际上常采用近似方法来求解，先近似提出天线上的场源分布，再计算由此近似场
源分布产生的电磁场。
本章先介绍标量位函数和矢量位函数的波动方程及其解，根据矢量位函数来求基本

辐射元的电磁场，再介绍一些常用的天线。

６１　矢量位函数和标量位函数

６１１　矢量位和标量位的波动方程

　　分析电磁辐射时，引入辅助位函数（矢量位和标量位）可带来极大的方便。
在均匀、线性和各向同性的无损耗媒质中，麦克斯韦方程组为

×Ｈ＝Ｊ＋Ｄｔ
（６１１）

×Ｅ＝－Ｂｔ
（６１２）

·Ｂ＝０ （６１３）

·Ｄ＝ρ （６１４）
本构关系为

Ｄ＝εＥ
Ｂ＝μＨ

式中，Ｊ是媒质中的时变电流密度；ρ是媒质中的时变电荷密度。
根据方程式（６１３）和矢量恒等式·（×Ａ）＝０，可令

Ｂ＝ ×Ａ （６１５）
式中Ａ称为矢量位（也称磁矢位，或简称矢位）。
将式（６１５）代入式（６１２），得



×Ｅ＝－ｔ
（×Ａ）＝－×Ａｔ

即

× Ｅ＋Ａ（ ）ｔ ＝０ （６１６）

据式（６１６）和矢量恒等式×＝０，可令

Ｅ＋Ａｔ＝－φ

即

Ｅ＝－Ａｔ－φ
（６１７）

式中，φ称为标量位（也称电标位，或简称标位）。

将Ｈ＝Ｂ
μ
＝１
μ
×Ａ和Ｄ＝εＥ＝ε －Ａｔ－（ ）φ 代入方程式（６１１），得

××Ａ＝μＪ＋με

ｔ
－Ａｔ－（ ）φ （６１８）

利用矢量恒等式××Ａ＝（·Ａ）－２Ａ，式（６１８）变为

２Ａ－με
２Ａ
ｔ２ ＝－μ

Ｊ＋ ·Ａ＋με
φ
（ ）ｔ （６１９）

　　根据亥姆霍兹定理，一个矢量场由它的旋度和散度惟一地确定。为了惟一地确定Ａ，
已定义了×Ａ＝Ｂ，再定义

·Ａ＋με
φ
ｔ＝

０ （６１１０）

此式称为洛伦兹条件。这样，式（６１９）就简化为

２Ａ－με
２Ａ
ｔ２ ＝－μ

Ｊ （６１１１）

这就是矢量位Ａ的非齐次波方程。
又将Ｄ＝εＥ 和式（６１７）代入方程式（６１４），得

· ε －Ａｔ－（ ）［ ］φ ＝ρ

此处的ε＝常数，故上式为

ε ｔ
（－·Ａ）－２［ ］φ ＝ρ

将洛伦兹条件·Ａ＝－με
φ
ｔ
代入上式，得

２φ－με
２φ
ｔ２ ＝－

ρ
ε

（６１１２）

这就是标量位φ的非齐次波方程。
对于给定的时变电荷ρ和时变电流Ｊ的分布，可先求解矢位Ａ和标位φ的非齐次波

动方程式（６１１１）和（６１１２），在确定了Ａ和φ 之后，就可由式（６１５）和式（６１７）通
过微分运算来求得Ｂ和Ｅ。

９２２



６１２　滞后位

式（６１１１）和式（６１１２）两个非齐次波动方程，实际上是四个相似的标量方程的集
合，故只需求解一个标量方程。在这里我们不去严格求解，而是采用类比的方法求解方程
式（６１１２）。
对于一个位于坐标原点的时变点电荷元ρ（ｔ）ΔＶ′，因为球对称关系，由它产生的标量

位函数只是距离ｒ和时间ｔ的函数，而与球坐标的另两个变量极角θ和方位角无关。此
时，除点电荷元所在的坐标原点之外的区域内某点（无电荷分布的点），标量位φ的波动方
程（６１１２）在球坐标系中可表示为齐次方程：

１
ｒ２

ｒ
ｒ２φ
（ ）ｒ －με

２
φ
ｔ２ ＝

０ （６１１３）

引入一个新的函数Ｕ（ｒ，ｔ），使φ（ｒ，ｔ）＝
１
ｒＵ
（ｒ，ｔ），则式（６１１３）可变为

２Ｕ
ｒ２ －με

２Ｕ
ｔ２ ＝

０ （６１１４）

这是众所周知的一维齐次波动方程。用直接代入法可证明任何以（ｔ－ｒ μ槡ε）为宗量的二
次可微分函数都是方程式（６１１４）的解，即得

Ｕ（ｒ，ｔ）＝ｆ（ｔ－ｒ μ槡ε） （６１１５）

此式表示一个以速度ｖ＝１／ μ槡ε沿＋ｒ方向行进的波。故标量位函数为

φ（ｒ，ｔ）＝
１
ｒｆ
（ｔ－ｒｖ

） （６１１６）

　　为了求函数ｆ（ｔ－ｒｖ
）的特定形式，将式（６１１６）与同样位于坐标原点的准静态点电

荷元ρ（ｔ）ΔＶ′的电位

Δφ（ｒ）＝ρ
（ｔ）ΔＶ′
４πεｒ

类比，可以看出应取

Δｆ（ｔ－ｒｖ
）＝
ρ（ｔ－

ｒ
ｖ
）

４πε ΔＶ′

因此，位于坐标原点的点电荷元ρ（ｔ）ΔＶ′所产生的标量位

Δφ（ｒ，ｔ）＝
ρ（ｔ－

ｒ
ｖ
）

４πεｒ ΔＶ′

对位于ｒ处的点电荷元ρ（ｒ，ｔ）ΔＶ′，应将上式右端的ｒ换成｜ｒ－ｒ′｜，即

Δφ（ｒ，ｔ）＝
ρ（ｒ，ｔ－

１
ｖ｜ｒ－ｒ′｜

）

４πε｜ｒ－ｒ′｜ ΔＶ′

因此，分布在体积Ｖ 内的电荷ρ（ｒ，ｔ）产生的标量位为

φ（ｒ，ｔ）＝
１
４πε∫Ｖ

ρ（ｒ，ｔ－
１
ｖ｜ｒ－ｒ′｜

）

｜ｒ－ｒ′｜
ｄＶ′ （６１１７）
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式中的１
ｖ｜ｒ－ｒ′｜

代表响应函数（在此即是与电荷相距为｜ｒ－ｒ′｜处的位函数）与源（在此即

是位于ｒ处的时变电荷）之间的时延。即离开源为｜ｒ－ｒ′｜处，在时刻ｔ的标量位由稍早时

刻ｔ－１ｖ｜ｒ－ｒ′｜
的电荷密度所决定。或者说，时变源在时刻ｔ＝ｔ０ 的变化，要在ｔ＝ｔ０＋

｜ｒ－ｒ′｜
ｖ
时刻才会在位函数中引起响应。因此，称式（６１１７）的位函数为标量滞后位。

矢量位方程可分解为三个标量位方程的叠加，故可仿照上述过程求出矢量滞后位的
表示式

Ａ（ｒ，ｔ）＝ μ４π∫Ｖ
Ｊｒ′，ｔ－｜ｒ－ｒ′｜（ ）ｖ

｜ｒ－ｒ′｜
ｄＶ′ （６１１８）

　　对于正弦电磁场，可将式（６１１７）和式（６１１８）表示为复数形式

φ（ｒ）＝
１
４πε∫Ｖρ

（ｒ′）ｅ－ｊｋ｜ｒ－ｒ′｜
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （６１１９）

Ａ（ｒ）＝ μ４π∫ＶＪ
（ｒ′）ｅ－ｊｋ｜ｒ－ｒ′｜
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （６１２０）

式中ｋ＝ω μ槡ε＝
２π
λ
为波数。

至此可以看出，根据天线上的电流分布来计算由其产生的电磁场的步骤是：先根据式
（６１２０），由给定的Ｊ求出Ａ，再根据Ｂ＝×Ａ求得Ｂ，最后由×Ｈ＝ｊωεＥ 求得Ｅ。
应该指出，考虑“滞后”并非总是必需的。“滞后”究竟是重要的还是可以忽略的，取决

于时间延迟ｒ
ｖ
的长短，这就要涉及到电磁现象本身的特性以及所要求的时间分辨率。如

果延迟时间ｒ
ｖ
足够短，则在所讨论的区域内就可忽略“滞后”。而对于研究电磁辐射问题，

滞后位则是十分重要的。

练　习　题

６１－１　根据式（６１１３），推导出式（６１１４）。

６１－２　滞后位的含义是什么？滞后的时间和波传播的速度是以什么方式与媒质的
参数相联系的？

６２　电偶极子的辐射

电磁辐射系统最简单的型式是电偶极子和磁偶极子。本节讨论的电偶极子，实际上
是一短载流线元，如图６－１所示。注意，这里的“短”是指其长度远小于波长，即ｌλ。可
将它看成两个相距为ｌ，并用细导线相连的导体球。一个球上的电荷为＋ｑ（ｔ），另一个球

上的电荷为－ｑ（ｔ），细导线上的电流为ｉ（ｔ）＝ｄｑ
（ｔ）
ｄｔ
。这就是把短载流线元称为电偶极子

的原因。
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电偶极子产生的电磁场的分析计算是线形天线工程计算的基础，这是因为线形天线
上的电流可看成是由首尾相接的一系列电偶极子的电流组成的。

图６－１　电偶极子

６２１　电偶极子的电磁场

设电荷ｑ（ｔ）随时间作正弦变化，则电流为

ｉ（ｔ）＝ｄｑ
（ｔ）
ｄｔ ＝Ｉｃｏｓωｔ＝Ｒｅ［Ｉｅｊωｔ］

如图６－１所示，电偶极子沿ｚ轴方向，且位于坐标原点。导线长为ｌ，横截面积为ΔＳ，故
短载流线元所占的体积为ｄＶ′＝ｌΔＳ，则有

ＪｄＶ′＝ｅｚ ＩΔＳ
·ｌΔＳ＝ｅｚＩｌ

将ＪｄＶ′用ｅｚＩｄｚ替换后，式（６１２０）可表示为

Ａ（ｒ）＝ μ４π∫ｃｅｚＩｅ
－ｊｋｒ

ｒ ｄｚ′ （６２１）

考虑到很短的电偶极子长度ｌ上电流都相同，且观察点Ｐ又离得很远，故式（６２１）的积
分可近似表示为

Ａ（ｒ）＝ｅｚ μ４πｒ
Ｉｌｅ－ｊｋｒ （６２２）

于是矢量位Ａ（ｒ）在球坐标系中的三个分量为

Ａｒ ＝Ａｚｃｏｓθ＝μＩｌ４πｒ
ｃｏｓθｅ－ｊｋｒ

Ａθ＝－Ａｚｓｉｎθ＝－μＩｌ４πｒ
ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ

Ａ ＝

烅

烄

烆 ０

（６２３）

电偶极子在观察点Ｐ产生的磁场为

Ｈ＝ １
μ
×Ａ＝ １

μ

ｅｒ
ｒ２ｓｉｎθ

ｅθ
ｒｓｉｎθ

ｅ
ｒ


ｒ


θ




Ａｒ ｒＡθ ｒｓｉｎθＡ

２３２



将式（６２３）代入上式，得

Ｈｒ ＝０
Ｈθ＝０

Ｈ ＝
ｋ２Ｉｌｓｉｎθ
４π

ｊ
ｋｒ＋

１
（ｋｒ）［ ］２ ｅ－ｊ

烅

烄

烆
ｋｒ

（６２４）

再将式（６２４）代入麦克斯韦方程×Ｈ＝ｊωεＥ，得

Ｅ＝ １
ｊωε×

Ｈ＝ １
ｊωε

ｅｒ
ｒ２ｓｉｎθ

ｅθ
ｒｓｉｎθ

ｅ
ｒ


ｒ


θ




Ｈｒ ｒＨθ ｒｓｉｎθＨ

＝

ｅｒＥｒ＋ｅθＥθ＋ｅＥ
式中

Ｅｒ ＝２Ｉｌｋ
３ｃｏｓθ

４πωε
１
（ｋｒ）２－

ｊ
（ｋｒ）［ ］３ ｅ－ｊｋｒ

Ｅθ＝Ｉｌｋ
３ｓｉｎθ
４πωε

ｊ
ｋｒ＋

１
（ｋｒ）２－

ｊ
（ｋｒ）［ ］３ ｅ－ｊｋｒ

Ｅ ＝

烍

烌

烎０

（６２５）

６２２　近区场和远区场

从式（６２４）和式（６２５）可以看出，电偶极子在观察点Ｐ产生的电场Ｅ 位于电偶极
子所在平面（即子午面）内，磁场则位于与赤道面平行的平面内，二者相互垂直。电场和磁

场的各分量中，都分别包含按１
ｒ
、１
ｒ２
或１
ｒ３
变化的项，随ｒ的取值不同，它们对场量的贡献也

不同。

１■近区场
观察点Ｐ与原点Ｏ 的距离远小于波长，即ｒλ的区域，称为近区。此时，ｋｒ１，因

此

１
ｋｒ

１
（ｋｒ）２

１
（ｋｒ）３

，且ｅ－ｊｋｒ≈１

故在Ｅ和Ｈ 的各分量表示式（６２４）和式（６２５）中，起决定性作用的是含１ｋｒ
的高次幂

项，其余项均可忽略，得

Ｅｒ ＝－ｊＩｌｃｏｓθ２πωεｒ３
（６２６ａ）

Ｅθ＝－ｊＩｌｓｉｎθ４πωεｒ３
（６２６ｂ）

Ｈ ＝
Ｉｌｓｉｎθ
４πｒ２

（６２７）

考虑到ｉ（ｔ）＝ｄｑ
（ｔ）
ｄｔ
的复数表示式Ｉ＝ｊωｑ，式（６２６ａ）和式（６２６ｂ）可表示为

３３２



Ｅｒ ＝ ｑｌ
２πεｒ３

ｃｏｓθ＝ｐｅｃｏｓθ２πεｒ３
（６２８ａ）

Ｅθ＝ ｑｌ
４πεｒ３

ｓｉｎθ＝ｐｅｓｉｎθ４πεｒ３
（６２８ｂ）

式中ｐｅ＝ｑｌ是电偶极矩的复振幅。
从以上结果可以看出，在近区内，时变电偶极子的电场表示式与静电场中的静电偶极

子的电场表示式相同；磁场表示式则与静磁场中用毕奥－沙伐定律计算出的短截电流元

Ｉｌ的磁场表示式相同。故把时变电偶极子产生的近区场称为准静态场。
由式（６２６）和式（６２７）计算近区场的平均功率密度为

Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］＝０

这表明电偶极子的近区场没有电磁能量向外辐射，电磁能量被束缚在电偶极子附近区域
内。

２■远区场
观察点Ｐ与原点Ｏ 的距离远大于波长，即ｒλ的区域，称为远区。此时，ｋｒ１，因

此

１
ｋｒ

１
（ｋｒ）２

１
（ｋｒ）３

故在式（６２４）和式（６２５）中，起决定性作用的是含１ｋｒ
的低次幂项，且必须考虑相位因子

ｅ－ｊｋｒ。故远区的电场、磁场表示式可简化为

Ｅθ＝ｊＩｌｋ
２ｓｉｎθ

４πωεｒ
ｅ－ｊｋｒ ＝ｊＩｌ２λｒη

ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ （６２９）

Ｈ ＝ｊ
Ｉｌｋｓｉｎθ
４πｒ

ｅ－ｊｋｒ ＝ｊＩｌ２λｒ
ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ （６２１０）

在上面两式的表示形式变换中考虑了ｋ＝ω μ槡ε、ｋ＝
２π
λ
以及η＝ μ槡ε等关系式。

从式（６２９）和式（６２１０）可以看出，电偶极子的远区场有如下特性：
（１）远区场是辐射场，电磁波沿径向辐射，即

Ｓ平均 ＝ １２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］＝ １２Ｒｅ

［ｅθＥθ×ｅＨ 
 ］＝

１
２Ｒｅ

［ｅｒＥθＨ 
 ］＝

ｅｒ｜Ｅθ｜
２

２η
＝ｅｒ１２η｜Ｈ｜

２ ＝ｅｒ１２η｜
Ｉｌ
２λｒ
ｓｉｎθ｜２

可见，有电磁能量沿径向辐射。
（２）远区场是横电磁波（ＴＥＭ 波）。远区的电场和磁场都只有横向分量（Ｅ＝ｅθＥθ、

Ｈ＝ｅＨ），Ｅ与Ｈ 相互垂直，且垂直于传播方向。
（３）远区场是球面波。相位因子ｅ－ｊｋｒ表明波的等相位面是ｒ＝常数的球面。在该等

相位面上，电场（或磁场）的振幅不一定处处相等，所以又是非均匀球面波。
（４）远区场分布有方向性。方向性因子ｓｉｎθ表明在电偶极子的轴线方向上（θ＝０°），
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场量为零，在垂直于电偶极子轴线的方向上（θ＝９０°），场量为最大值。
下面再讨论电偶极子在远区辐射的功率。通过半径为ｒ的封闭球面的总功率为

　　　　Ｐｒ＝∮Ｓ
Ｓ平均·ｄＳ＝∫

２π

０∫
π

０
ｅｒ１２η

Ｉｌ
２λｒ
ｓｉｎ（ ）θ ２

·ｅｒｒ２ｓｉｎθｄθｄφ＝

１
２η
Ｉｌ
２（ ）λ

２

２π∫
π

０
ｓｉｎ３θｄθ＝ １３πη

Ｉｌ（ ）λ
２

自由空间的波阻抗η＝η０＝ μ０
ε槡０
＝１２０π（Ω），故自由空间中电偶极子的辐射功率为

Ｐｒ＝４０π２Ｉ２ ｌλ（ ）０
２

（６２１１）

此辐射功率必须由与电偶极子相连的源供给。将辐射出去的功率用一个电阻上消耗的功
率来模拟，此电阻称为辐射电阻。考虑到计算功率密度时用的是场量的振辐值，因此通过
辐射电阻的电流也用振幅值。这样，辐射电阻上消耗的功率为

Ｐｒ＝１２Ｉ
２Ｒｒ

将式（６２１１）代入上式，即得到电偶极子的辐射电阻为

Ｒｒ＝８０π２ ｌλ（ ）０
２

（６２１２）

按辐射电阻的定义，它可用来衡量天线的辐射能力，是天线的电参数之一。若取ｌ＝０．０１λ０，
则Ｒｒ≈０．０８Ω，这是一个很小的量值。因此，电偶极子是一个弱辐射器。
例６１　频率为１０ＭＨｚ的功率源馈送给电偶极子的电流为２５Ａ，设电偶极子的长度

为５０ｃｍ。
（１）分别求赤道平面上离原点５０ｍ处和１０ｋｍ处的电场和磁场；
（２）计算ｒ＝１０ｋｍ处的平均功率密度；
（３）计算辐射电阻。

解：　自由空间中波的相速ｖｐ＝ｃ＝３×１０８ｍ／ｓ，故波长λ０＝
ｃ
ｆ＝

３×１０８

１０×１０６＝３０ｍ

（１）在赤道平面上，θ＝９０°，ｒ＝５０ｍ 处属近区，故据式（６２６ａ）、式（６２６ｂ）和式
（６２７），得

Ｅｒ＝０

　　Ｅθ＝－ｊ
Ｉｌｓｉｎ９０°
４π×２πｆε０ｒ３

＝－ｊ ２５×５０×１０－２

８π２×１０×１０６×５０３×８．８５×１０－１２
＝－ｊ０．０１４Ｖ／ｍ

　　　　Ｈ＝
Ｉｌｓｉｎ９０°
４π×５０２

＝２５×５０×１０
－２

３１４１５．９３ ＝０．３９８×１０－３Ａ／ｍ

在赤道平面上，ｒ＝１０ｋｍ处属远区，故据式（６２９）和式（６２１０），得

Ｅθ＝ｊＩｌ２λ０ｒη０
ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ ＝ｊ ２５×５０×１０

－２

２×３０×１０×１０３
×１２０πｓｉｎ９０°ｅ－ｊ

２π
３０×１０×１０

３

＝

ｊ７．８５４×１０－３ｅ－ｊ２．１×１０
３（Ｖ／ｍ）

Ｈ ＝ｊ
Ｉｌ
２λｒ
ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ ＝ｊ ２５×５０×１０

－２

２×３０×１０×１０３
ｓｉｎ９０°ｅ－ｊ

２π
３０×１０×１０

３

＝

ｊ２０．８３×１０－６ｅ－ｊ２．１×１０
３（Ａ／ｍ）
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　　（２）Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］＝

１
２Ｒｅ

［ｅθ７．８５４×１０－３ｅｊ
π
２ｅ－ｊ２．１×１０

３
×ｅφ２０．８３×１０－６ｅ－ｊ

π
２ｅｊ２．１×１０

３］＝

ｅｒ８１．８×１０－９（ｗ／ｍ２）

（３） Ｒｒ＝８０π２ ｌλ（ ）０
２

＝８０π２ ５０×１０
－２（ ）３０ ＝０．２２Ω

练　习　题

６２－１　已知电偶极子的辐射功率Ｐｒ，试求远区中任意点的电场强度的振幅值。

６２－２　电偶极子的长度ｌ＝０．１λ，求电流振幅为２Ａ时的辐射电阻和辐射功率。

６３　磁偶极子的辐射

一个半径为ａ（注意ａλ）、载有电流ｉ（ｔ）＝Ｉｃｏｓωｔ的细导线圆环，如图６－２所示，通
常称为磁偶极子。此时可认为流过细导线圆环的电流的大小和相位处处相同，即与方位
角无关。下面就采用与求解电偶极子的电磁场相类似的方法来求解磁偶极子的电磁
场。

图６－２　磁偶极子

６３１　磁偶极子的电磁场

在图６－２中，位于小圆环上点Ｑ（ａ，２π
，′）处的电流元Ｉｄｌ′到观察点Ｐ（ｒ，θ，）的距

离矢量为Ｒ＝ｒ－ｒ′，则矢量位为

Ａ＝μＩ４π∮ｃｅ
－ｊｋＲ

Ｒ ｄｌ′
（６３１）

显然，要严格计算上式中的积分是相当困难的，这是因为小圆环上ｄｌ′的位置不同时，Ｒ也
要变化。考虑到ｒ′＝ａλ，可作如下近似：

ｅ－ｊｋＲ＝ｅ－ｊｋｒｅ－ｊｋ（Ｒ－ｒ）≈ｅ－ｊｋｒ［１－ｊｋ（Ｒ－ｒ）］
因此，式（６３１）可近似表示为
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Ａ＝μＩ４π∮ｃ１Ｒ（１－ｊｋＲ＋ｊｋｒ）ｅ－ｊｋｒｄｌ′
上式中的积分是对带“，”的源点坐标进行的，因而观察点Ｐ的坐标ｒ可视为常量，故上式
可变为

Ａ＝μＩ４π
ｅ－ｊｋｒ［（１＋ｊｋｒ）∮ｃ１Ｒｄｌ′－ｊｋ∮ｃｄｌ′］ （６３２）

式中

ｄｌ′＝ｅ′ａｄ′
这里ｄｌ′的单位矢量ｅ′与观察点Ｐ 的单位矢量ｅ是不一样的，可将ｅ′用点Ｐ（ｒ，θ，）的单
位矢量表示为

ｅ′＝ｅｒｓｉｎ（－′）＋ｅｃｏｓ（－′）
故

ｄｌ′＝［ｅｒｓｉｎ（－′）＋ｅｃｏｓ（－′）］ａｄ′
而

Ｒ＝［ｒ２＋ａ２－２ｒａｓｉｎθｃｏｓ（－′）］
１／２

故

１
Ｒ＝

１
ｒ １＋ ａ（ ）ｒ

２

－２ａｒｓｉｎθｃｏｓ
（－′［ ］） －１２

考虑到ｒａ，故

１
Ｒ≈

１
ｒ １－２ａｒｓｉｎθｃｏｓ

（－′［ ］） －１２

应用二项式公式展开，并略去含 ａ（ ）ｒ 的高次幂项，得
１
Ｒ≈

１
ｒ １＋ａｒｓｉｎθｃｏｓ

（－′［ ］）
则式（６３２）右端第一项积分为

∮ｃｄｌ′Ｒ ＝ １ｒ∫
２π

０
１＋ａｒｓｉｎθｃｏｓ

（－′［ ］）［ｅｒｓｉｎ（－′）＋ｅｃｏｓ（－′）］ａｄ′＝
ｅ
ａ
ｒ∫

２π

０
［ｃｏｓ（－′）＋

ａ
ｒｓｉｎθｃｏｓ

２（－′）］ｄ′＝

ｅ
ａ（ ）ｒ

２

ｓｉｎθ∫
２π

０
ｃｏｓ２（－′）ｄ′＝ｅπ

ａ（ ）ｒ
２

ｓｉｎθ

而右端的第二项积分

∮ｃｄｌ′＝０
故式（６３２）的最终结果为

Ａ＝ｅμ
Ｉπａ２
４πｒ２

（１＋ｊｋｒ）ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ （６３３）

再分别应用Ｈ＝１
μ
×Ａ和Ｅ＝１ｊωε×Ｈ

，可求得

Ｈｒ ＝ｊωμＩπａ
２

４πη
２ｋ２ｃｏｓθ １

（ｋｒ）２－
ｊ
（ｋｒ）［ ］３ ｅ－ｊｋｒ （６３４ａ）

７３２



Ｈθ＝ｊωμＩπａ
２

４πη
ｋ２ｓｉｎθ ｊｋｒ＋

１
（ｋｒ）２－

ｊ
（ｋｒ）［ ］３ ｅ－ｊｋｒ （６３４ｂ）

Ｅ ＝
－ｊωμＩπａ

２

４π
ｋ２ｓｉｎθ ｊｋｒ＋

１
（ｋｒ）［ ］２ ｅ－ｊｋｒ （６３５）

其余场分量皆为零。

６３２　近区场和远区场

磁偶极子的电磁场同样也可划分成近区场和远区场来讨论。例如，对远区（ｋｒ１），

只保留场分量表示式中含１
ｋｒ
的项，于是由式（６３４）和（６３５），得

Ｈθ＝－ωμＩＳ４πｒη
ｋｓｉｎθｅ－ｊｋｒ （６３６）

Ｅ ＝
ωμＩＳ
４πｒ
ｋｓｉｎθｅ－ｊｋｒ ＝－ηＨθ （６３７）

式中，Ｓ＝πａ２ 是细导线圆环所包围的面积，ｐｍ＝ＩＳ是磁偶极矩的复振幅。
比较电偶极子的远区场表示式（６２９）和式（６２１０）与磁偶极子的远区场表示式

（６２６）和式（６２７）可以看出，它们的电场矢量和磁场矢量仍相互垂直，且垂直于波的传
播方向。但它们的Ｅ和Ｈ 的取向是互换了的，即磁偶极子的电场Ｅ＝ｅＥ 在与赤道面平
行的平面内，而磁场Ｈ＝ｅθＨθ 在子午面内，与电偶极子的电场、磁场正好是互换的。这就
是电偶极子与磁偶极子的电磁场具有对偶性。
磁偶极子远区场的平均功率密度为

　　　　Ｓ平均＝１２Ｒｅ
［Ｅ×Ｈ］＝

１
２Ｒｅｅ

ωμＩＳ
４πｒｋｓｉｎθｅ

－ｊｋｒ×ｅθ －ωμ
ＩＳ

４πｒη
ｋｓｉｎ（ ）θｅｊ［ ］ｋｒ ＝

ｅｒ １２η
ωμｋＩＳ
４π（ ）ｒ

２

ｓｉｎ２θ （６３８）

辐射功率为

Ｐｒ＝∮ＳＳ平均·ｄＳ＝∫
２π

０∫
π

０
ｅｒ １２η

ωμｋＩＳ
４π（ ）ｒ

２

ｓｉｎ２θ·ｅｒｒ２ｓｉｎθｄθｄφ＝

１
２η
ωμｋＩＳ
４（ ）π

２

×２π∫
π

０
ｓｉｎ３θｄθ＝

１
２η
ωμｋＩＳ
４（ ）π

２

×２π×４３ ＝
４
３ηπ

５Ｉ２ ａ（ ）λ
４

（６３９）

与分析电偶极子的辐射功率一样，将它模拟为一个电阻上消耗的功率。由Ｐｒ＝１２Ｉ
２Ｒｒ，

得磁偶极子的辐射电阻为

Ｒｒ＝２ＰｒＩ２ ＝
８
３ηπ

５ ａ（ ）λ
４

＝３２０π６ ａ（ ）λ
４

（６３１０）

　　例６２　周长为ｌ＝６２．８３２ｃｍ的细导线载流小圆环构成的磁偶极子，电流的复振幅
为Ｉ＝１００ｅ－ｊ３０°（Ａ），角频率ω＝３×１０８ｒａｄ／ｓ。

（１）求远区的电场和磁场的瞬时值表示式；

８３２



（２）求磁偶极子的辐射电阻。
解：　设磁偶极子置于自由空间，故

η＝η０ ＝１２０π　（Ω）

ｋ＝ｋ０ ＝ω μ０ε槡 ０ ＝ωｃ ＝
３×１０８

３×１０８
＝１　ｒａｄ／ｍ

λ＝λ０ ＝２πｋ０ ＝
６．２８３２　ｍ

而小圆环的半径ａ＝ｌ／２π＝６２．８３２×１０－２／２π＝１０×１０－２ｍ，Ｓ＝πａ２＝０．０１π　（ｍ２）
（１）据式（６３６）和式（６３７），得

Ｈθ＝－３×１０
８×４π×１０－７×１００ｅ－ｊ３０°×０．０１π

４×１２０π×ｒ
ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ ＝

－０．２５ｒ ｓｉｎθｅ
－ｊ（ｋｒ＋３０°）

Ｅ ＝－η０Ｈθ＝
９４．２５
ｒ ｓｉｎθｅ－ｊ（ｋｒ＋３０°）

表示为瞬时值形式为

　　Ｈθ（θ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｈθｅｊωｔ］＝－
０．２５
ｒ ｓｉｎθｃｏｓ

（ωｔ－ｋｒ－３０°）　（Ａ／ｍ）

Ｅ（θ，ｔ）＝Ｒｅ［Ｅｅｊωｔ］＝
９４．２５
ｒ ｓｉｎθｃｏｓ（ωｔ－ｋｒ－３０°）　（Ｖ／ｍ）

（２）由式（６３１０）得辐射电阻为

Ｒｒ＝３２０π６ ０．１
６．（ ）２８３２

４

＝１９．７４×１０－３　Ω

可见，磁偶极子的辐射电阻是很小的，表明其辐射能力很弱。

练　习　题

６３－１　比较电偶极子和磁偶极子的远区场，指出它们的异同。

６３－２　电偶极子的长度ｌ＝０．１λ，构成磁偶极子的小圆环周长ｌ也等于０．１λ，试比
较两者的辐射电阻。

６４　天线的电参数

天线的作用是发射或接收电磁波。为了评价一副天线技术性能的优劣，必须规定一
些能表征其性能的参数。根据互易原理，同一副天线用作发射和用作接收时，其特性参数
是相同的，只是具体含义有所不同。为了叙述方便，下面均作为发射天线来定义各参数。

６４１　辐射方向图

１■方向性函数和方向性图
在离开天线一定距离处，描述天线辐射的电磁场在空间的相对分布情况的数学表示

式，称为天线的方向性函数。方向性图则是根据方向性函数绘制的图形。因为天线的辐
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射场分布于整个空间，故天线的方向图通常是三维的立体图形。在球坐标系中，在一定距
离ｒ处，场强随θ和两个坐标变量变化。绘制这样的三维立体图形有一定难度，且不一
定是非常必须的。通常用两个“主平面”上的方向图来表示。对于线形天线，两个主平面
分别指包含天线导线轴的平面（称为Ｅ面）和垂直于天线导线轴的平面（称为 Ｈ面）。对
于面形天线，Ｅ面是指天线口径面上与电场矢量相平行的平面，Ｈ面是指天线口径面上与
磁场矢量相平行的平面。这两个主平面上的方向图分别称为Ｅ面方向图和 Ｈ面方向图，
最有实用价值也正是这两个主平面上的方向性图。
通常是用场强的归一化量值来表示方向性函数，并绘制方向性图，方向性函数定义为

ｆ（θ，）＝
｜Ｅ（θ，）｜
｜Ｅｍａｘ｜

（６４１）

　　例６３　绘制电偶极子的方向性图。
解：　电偶极子的辐射场表示式为式（６２９）和式（６２１０），电场Ｅθ 和磁场Ｈ 是互

成比例的，故只需考虑Ｅθ。由式（６２９）得方向性函数

ｆ（θ，）＝ｓｉｎθ
即在给定距离ｒ处，Ｅθ 与方向角无关，据此绘出任意角时的Ｅ面方向方向图，如图

６－３（ａ）所示。

对于给定的距离ｒ处，取θ＝π２
（即在 Ｈ面上），得ｓｉｎθ＝１。故 Ｈ面方向图为圆心在

ｚ轴上、半径为１的圆，如图６－３（ｂ）所示。
三维立体图形如图６－３（ｃ）所示。

图６－３　电偶极子的方向性图
（ａ）Ｅ面方向图；（ｂ）Ｈ面方向图；（ｃ）立体图。

实际天线的方向性图通常要比图６－３复杂。图６－４表示某天线的Ｅ面方向性图，
它有很多波瓣，分别称为主瓣、副瓣和后瓣。主瓣是指包含最大辐射方向的波瓣，除主瓣
外的其余波瓣统称为副瓣。把位于主瓣正后方的波瓣另称为后瓣。
除了在极坐标中绘制方向性图外，也可在直角坐标中绘制方向性图，如图６－５所示。
由于主瓣和副瓣的场强可以相差几个数量级，天线的方向图又常以对数刻度来绘制。

这时主瓣电平为０ｄＢ，副瓣电平则表示为低于主瓣电平的分贝数，如图６－６所示。
在对各种天线的方向图特性进行定量比较时，通常考虑以下几个参数。

１）主瓣宽度

图６－５　以直角坐标表示的方向图
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图６－４　方向性图的波瓣

图６－６　在直角坐标中，以ｄＢ刻度的方向图

主瓣最大辐射方向两侧的两个半功率点

（即功率密度下降为最大值的一半，或场强下

降为最大值的１／槡２）的矢径之间的夹角，称
为主瓣宽度，也称半功率角，表示为２θ０．５（Ｅ
面）或２０．５（Ｈ面），如图６－４所示。主瓣宽
度愈小，说明天线辐射的电磁能量愈集中，定
向性愈好。电偶极子的主瓣宽度为９０°。

２）副瓣电平
副瓣最大辐射方向上的功率密度Ｓ１ 与

主瓣最大辐射方向上的功率密度Ｓｏ之比的对数值，称为副瓣电平。表示为

Ｐｓｕｂ＝１０ｌｇ
Ｓ１
Ｓｏ　

（ｄＢ）

通常，离主瓣近的副瓣电平要比远的高，所以副瓣电平通常是指第一副瓣（它离主瓣最近，
电平也最高）电平。一般要求副瓣电平尽可能低。另外，副瓣的位置有时也很重要。

３）前后比
主瓣最大辐射方向上的功率密度Ｓｏ与后瓣最大辐射方向上的功率密度Ｓｂ 之比的对

数值，称为前后比。表示为

ＰＦｂ＝１０ｌｇ
Ｓｏ
Ｓｂ　

（ｄＢ）

前后比愈大，说明天线辐射的电磁能量愈集中于主辐射方向（前向）。作为定向接收天线，
前后比愈大愈好。
方向性图形象地表示出天线的方向性，主瓣宽度在一定程度上半定量地描述了天线

的方向性，但它们未能反映天线在全空间的辐射总效果。为了更精确地比较不同天线的
方向性特性，还需引入一个能定量描述天线集中能量的电参数，这就是方向性系数。

２■方向性系数
在相等的辐射功率下，天线在其最大辐射方向上某点产生的功率密度与一理想的无

方向性天线在同一点产生的功率密度的比值，定义为该天线的方向性系数。表示为

Ｄ＝ＳｍａｘＳｏ Ｐｒ相等
＝｜Ｅｍａｘ｜

２

｜Ｅｏ｜２ Ｐｒ相等
（６４２）

天线的方向性系数也可定义为：在天线最大辐射方向上产生相等的电场强度的条件下，理
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想的无方向性天线的辐射功率Ｐｒｏ与某天线的辐射功率Ｐｒ的比值，即

Ｄ＝ＰｒｏＰｒ Ｅ相等
（６４３）

　　按上述定义可导出计算方向性系数的公式。对于被研究的天线，其辐射功率等于在
半径为ｒ的球面上对平均功率密度进行面积分，即

Ｐｒ＝∮ＳＳ平均·ｄＳ＝∮Ｓ １２｜Ｅ
（θ，）｜

２

η０
ｄＳ＝

１
２∫

２π

０∫
π

０

｜Ｅｍａｘ｜２ｆ２（θ，）
η０

ｒ２ｓｉｎθｄθｄ＝

｜Ｅｍａｘ｜２ｒ２

２４０π∫
２π

０∫
π

０
ｆ２（θ，）ｓｉｎθｄθｄ （６４４）

　　对于理想的无方向性天线，因其在空间各个方向上具有相同的辐射，故其辐射功率为

Ｐｒｏ＝４πｒ２×Ｓｏ＝４πｒ２×１２×
｜Ｅｏ｜２

ηｏ
＝｜Ｅｏ｜

２ｒ２

６０
（６４５）

由式（６４４），得

｜Ｅｍａｘ｜２ ＝ ２４０πＰｒ

ｒ２∫
２π

０∫
π

０
ｆ２（θ，）ｓｉｎθｄθｄ

由式（６４５），得

｜Ｅｏ｜２＝
６０Ｐｒｏ
ｒ２

故

Ｄ＝｜Ｅｍａｘ｜
２

｜Ｅｏ｜２ Ｐｒ＝Ｐｒｏ

＝ ４π

∫
２π

０∫
π

０
ｆ２（θ，）ｓｉｎθｄθｄ

（６４６）

　　为讨论方向性系的物理意义，按式（６４２），得

｜Ｅｍａｘ｜２＝Ｄ｜Ｅｏ｜２＝Ｄ×
６０Ｐｒｏ
ｒ２

即

｜Ｅｍａｘ｜＝ ６０ＤＰ槡 ｒｏ

ｒ
（６４７）

对于无方向性天线，Ｄ＝１，则

｜Ｅｍａｘ｜＝ ６０Ｐ槡 ｒｏ

ｒ
（６４８）

比较式（６４７）和式（６４８）可以看出：某天线的方向性系数，表征该天线在其最大辐射方
向上比起无方向性天线来说把辐射功率增大的倍数。例如，为了在空间一定距离的Ｍ 点
产生一定的场强，若采用无方向性天线发射，需要馈送给天线的辐射功率是１０Ｗ。但若
采用方向性系数Ｄ＝１０的有方向性天线发射，并将天线最大辐射方向对准Ｍ 点，就只需

１Ｗ的辐射功率。
例６４　计算电偶极子的方向性系数。
解：　电偶极子的方向性函数为ｆ（θ，）＝ｓｉｎθ，故方向性系数为
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Ｄ＝ ４π

∫
２π

０∫
π

０
ｓｉｎ２θ·ｓｉｎθｄθｄ

＝１．５

若用分贝表示，则为Ｄ＝１０ｌｇ１．５＝１．７６ｄＢ。

６４２　辐射效率

天线的辐射效率定义为天线的辐射功率与输入功率的比值，表示为

ηＡ ＝
Ｐｒ
Ｐｉｎ ＝

Ｐｒ
Ｐｒ＋ＰＬ

（６４９）

式中，ＰＬ 为天线的总损耗功率，通常包括天线导体中的损耗、介质材料中的损耗，以及天
线附近物体上的感应损耗等。
若把天线向外辐射的功率看作是被某个电阻所吸收，该电阻称为辐射电阻。与此相

似，也把总损耗功率看作是被某个损耗电阻所吸收，则有

Ｐｒ＝１２Ｉ
２Ｒｒ，ＰＬ＝１２Ｉ

２ＲＬ

故天线的辐射效率可表示为

ηＡ ＝
Ｐｒ

Ｐｒ＋ＰＬ ＝
Ｒｒ

Ｒｒ＋ＲＬ ＝
１

１＋ＲＬ／Ｒｒ
（６４１０）

可见，要提高辐射效率，应尽可能提高辐射电阻和降低损耗电阻。

６４３　增益系数

方向性系数表征天线辐射电磁能量的集中程度，辐射效率则表征天线在转换能量上
的效能。将两者结合起来就得到综合衡量天线的方向性特性和能量转换效能的一个参
数———增益系数，其定义是：在相同的输入功率下，天线在其最大辐射方向上某点产生的
功率密度与一理想的无方向性天线在同一点产生的功率密度的比值，表示为

Ｇ＝ＳｍａｘＳｏ Ｐｉｎ相同
＝｜Ｅｍａｘ｜

２

｜Ｅｏ｜２ Ｐｉｎ相同
（６４１１）

　　增益系数也可定义为：在天线最大辐射方向上某点产生相等电场强度的条件下，理想
的无方向性天线所需的输入功率Ｐｉｎｏ与某天线所需的输入功率Ｐｉｎ的比值，即

Ｇ＝ＰｉｎｏＰｉｎ Ｅ相同
（６４１２）

　　从上述定义可以看出，增益系数与方向性系数的计算是相似的，差别在于增益系数是
用输入功率计算，方向性系数是用辐射功率计算。按天线辐射效率的定义，得

Ｐｒ＝ηＡＰｉｎ
若设定理想的无方向性天线的效率ηＡｏ＝１，则得

Ｐｒｏ＝Ｐｉｎｏ
故

Ｇ＝ＰｉｎｏＰｉｎ ＝
Ｐｒｏ
ＰｒηＡ ＝ηＡ

Ｄ （６４１３）

利用上式可得到某天线在其最大辐射方向上产生的场强为
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｜Ｅｍａｘ｜＝ ６０ＧＰ槡 ｉｎ

ｒ
（６４１４）

对于理想的无方向性天线，Ｄ＝１，ηＡ＝１故Ｇ＝１，则

｜Ｅｍａｘ｜＝ ６０Ｐ槡 ｉｎ

ｒ
（６４１５）

比较式（６４１４）和式（６４１５）可以看出，天线的增益系数描述了该天线与理想的无方向
性天线相比，在最大辐射方向上将输入功率增大的倍数。

６４４　输入阻抗

天线的输入阻抗定义为天线输入端的电压与电流的比值，表示为

Ｚｉｎ＝ＵｉｎＩｉｎ
（６４１６）

一般情况下，它包含输入电阻Ｒｉｎ和输入电抗Ｘｉｎ两部分，即

Ｚｉｎ＝Ｒｉｎ＋ｊＸｉｎ （６４１７）

　　输入阻抗是天线的一个重要指标。要提高天线的效率，就必须使天线的输入阻抗与
传输线的特性阻抗相等（即达到阻抗匹配）。
天线的输入阻抗与很多因素有关，包括天线的几何形状，激励方法以及与周围物体的

距离等。由于关系复杂，所以只有少数较简单的天线才可能进行理论计算，大多数天线的
输入阻抗是靠实验确定，或通过近似计算得到。

６４５　有效长度

有效长度是衡量天线辐射能力的又一个参数，它的定

图６－７　天线的有效长度
（ａ）实际天线；（ｂ）假想天线。

义是：在保持实际天线最大辐射方向上的场强不变的条件
下，假设天线上的电流为均匀分布，电流大小等于实际天
线的馈电点电流，此假想天线的长度ｌｅ 即称为实际天线
的有效长度，如图６－７所示。有效长度越长，则说明天线
的辐射能力越强。从定义可以看出，有效长度是将天线电
流和天线在最大辐射方向上的场强联系起来的一个参数。
有效长度这一概念通常只应用于天线单臂的电长度小于

λ
４
的线形天线中。当天线为直立天线时，把有效长度称为

有效高度，表示为ｈｅ。

６４６　极化特性

　　天线的极化特性是指天线在其最大辐射方向上电场矢量的取向随时间变化的规律。
正如在波的极化中已讨论过的，极化就是在空间给定点上，电场矢量的端点随时间变化的
轨迹。若该轨迹是直线，称为线极化；若轨迹是圆，称为圆极化；若轨迹是椭圆，称为椭圆
极化。这样根据天线所辐射的电磁波的极化形式，将天线划分为线极化天线、圆极化天线
和椭圆极化天线。线极化天线又可分为水平极化和垂直极化，圆极化和椭圆极化均可分
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为左旋和右旋两大类。

６４７　频带宽度

天线的电参数都是与工作频率有关的。当工作频率偏离设计中心频率时，往往要引
起天线电参数的变化。譬如，工作频率变化时，将会引起方向图畸变、增益系数降低、输入
阻抗改变，等等。因此，天线的频带宽度的一般定义是：当频率变化时，天线的有关电参数
能保持在规定的技术要求范围内的频率范围，称为天线的频带宽度，或简称为带宽。
由于不同用途的设备或系统对天线参数的要求不同，有时又根据各个电参数将其细

分为方向图带宽（指方向图的变化不超过限定指标的频率范围）、增益带宽（指增益系数的
下降不超过限定指标的频率范围）和阻抗带宽（指馈线上的驻波比增大不超过限定指标的
频率范围）等。

练　习　题

６４－１　试述天线的辐射方向图的定义，并说明与方向图相关的参数。

６４－２　从接收的角度来看，你认为对天线的方向性有哪些要求？

６５　线 形 天 线

线形天线是指辐射体由横截面半径远小于波长的金属导线构成的天线。本节先讨论
基本的对称振子天线和天线阵的概念，再介绍一些常用的线形天线。

６５１　对称振子天线

对称振子天线由两臂长各为ｌ、半径ａλ的直导体或金属管构成，如图６－８所示。
它的两个内端点为馈电点，振子臂受电源电压激励而产生电流，并在空间产生电磁场。

图６－８　对称振子天线

对称振子天线是一种应用最广泛的基本线形天线，它既可单独使用，也可作为阵列天
线的组成单元，还可作为某些微波天线的馈源。

１■对称振子上的电流分布
只要知道天线上的电流分布，就可求其空间辐射场。因此，确定天线上的电流分布是

天线计算的基本问题。然而，这是一个很复杂的问题。因为天线上的电流、电荷分布和电
磁场分布必须满足天线振子导体表面的边界条件，电磁场的严格计算需求解麦克斯韦方
程组。即使像对称振子这样简单的天线，要精确计算出电流分布，也会遇到复杂的数学运
算，这在工程上往往是不适用的。作为近似，我们将对称振子看成由终端开路的平行双线
张开而成，且假定张开后的两臂上的电流分布保持不变，如图６－９所示。理论和实验均
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表明，对于细对称振子而言，假设振子上的电流为正弦分布，据此计算振子的辐射场可得
到满意的结果。设对称振子沿ｚ轴放置，馈电中心在坐标原点，如图６－１０所示，则振子
的电流分布表示式为

Ｉ（ｚ）＝Ｉｓｉｎｋ（ｌ－ｚ），　０＜ｚ＜ｌ （６５１ａ）

Ｉ（ｚ）＝Ｉｓｉｎｋ（ｌ＋ｚ），　－ｌ＜ｚ＜０ （６５１ｂ）

式中，Ｉ为电流振幅值；ｋ为振子上电流传输的相位常数，可近似认为ｋ≈ｋ０＝２πλ０
，即近似

等于自由空间的相位常数。

图６－９　终端开路传输线张开成对称振子 图６－１０　对称振子的辐射场计算

２■对称振子的辐射场
在确定了对称振子上的电流分布后，就可用叠加原理计算其辐射场。将对称振子分

成许多个长为ｄｚ的微分段，每个微分段就可看成一个电偶极子，整个对称振子可看成由
许许多多首尾相接的电偶极子的集合。根据叠加原理，对称振子在空间一点Ｐ处的辐射
场就等于这些电偶极子在该点的辐射场的叠加。
参看图６－１０，在ｚ＞０的上臂任取一微分段ｄｚ，其电流为Ｉ（ｚ），根据电偶极子远区

辐射场的公式（６２９），得

ｄＥ′θ＝ｊ６０πλ０ｒ′
ｓｉｎθ′·Ｉｓｉｎｋ０（ｌ－ｚ）ｅ－ｊｋ０ｒ′ｄｚ （６５２ａ）

在ｚ＜０的下臂，有对应的微分段ｄｚ，故得

ｄＥ″θ＝ｊ６０πλ０ｒ″
ｓｉｎθ″·Ｉｓｉｎｋ０（ｌ＋ｚ）ｅ－ｊｋ０ｒ″ｄｚ （６５２ｂ）

这里的ｄＥ′θ和ｄＥ″θ分别是上、下两臂上对应的微分电流元Ｉ（ｚ）ｄｚ在θ′和θ″方向上产生
的电场矢量。对于远区的点Ｐ，每个微分段至点Ｐ的射线ｒ′、ｒ″和ｒ是相互平行的，故θ′
＝θ″＝θ。这样，各个电流元在Ｐ点产生的电场矢量都是同向的。因此，对称振子的辐射
场就可由微分段的辐射场对整个天线长度的积分求得。另外，在式（６５２）中注意到：
振幅项

１
ｒ′≈

１
ｒ″≈

１
ｒ

相位项

ｋ０ｒ′≈ｋ０（ｒ－ｚｃｏｓθ）

６４２



ｋ０ｒ″≈ｋ０（ｒ－ｚｃｏｓθ）
则对称振子天线的辐射场为

Ｅθ＝∫
ｌ

０
ｄＥ′θ＋∫

０

－ｌ
ｄＥ″θ＝

∫
ｌ

０
ｊ６０πλ０ｒ

ｓｉｎθ·Ｉｓｉｎｋ０（ｌ－ｚ）ｅ－ｊｋ０（ｒ－ｚｃｏｓθ）ｄｚ＋∫
０

－ｌ
ｊ６０πλ０ｒ

ｓｉｎθ·Ｉｓｉｎｋ０（ｌ＋ｚ）ｅ－ｊｋ０（ｒ－ｚｃｏｓθ）ｄｚ＝

ｊ６０Ｉｒ
ｃｏｓ（ｋ０ｌｃｏｓθ）－ｃｏｓｋ０ｌ

ｓｉｎ［ ］θ ｅ－ｊｋ０ｒ （６５３）

由式（６２１０）得

Ｈ ＝
Ｅθ
η０
＝ Ｅθ
１２０π＝ｊ

Ｉ
２πｒ

ｃｏｓ（ｋｌｃｏｓθ）－ｃｏｓｋ０ｌ
ｓｉｎ［ ］θ ｅ－ｊｋ０ｒ （６５４）

　　根据方向性函数的定义，由式（６５３）得对称振子天线的方向性函数为

ｆ（θ，）＝
ｃｏｓ（ｋ０ｌｃｏｓθ）－ｃｏｓｋ０ｌ

ｓｉｎθ
（６５５）

可见，对称振子天线的方向图与ｋ０ｌ有关。图６－１１绘出几种不同长度的对称振子的Ｅ
面方向图。由于结构的对称性，方向图与无关，Ｈ面方向图是一个圆。

图６－１１　对称天线的Ｅ面方向图

（ａ）２ｌ＝λ２
；（ｂ）２ｌ＝λ；（ｃ）２ｌ＝１．２５λ；（ｄ）２ｌ＝１．５λ；（ｅ）２ｌ＝２λ。

从图６－１１可以看出，对称振子天线的方向图是随振子长度变化的。这种现象可以
用波的干涉概念来解释。前面的分析中把对称振子看作许多电偶极子首尾相接构成，其
辐射场就等于这许多电偶极子的辐射场叠加。当２ｌλ时，各电偶极子至同一观察点Ｐ
的波程差可以忽略，因而各辐射场是同相叠加，对称振子的方向图决定于电偶极子的方向
图，且随着ｌ的增大，使主瓣变窄。当ｌ增大到与波长可以比拟时（２ｌ≤λ），振子臂上的电
流仍是同相的，因而赤道面（θ＝９０°）上各辐射场是同相叠加，但在其它方向上因存在波程
差已不再同相。故引起方向图的变化。当２ｌ＞λ时，振子上出现反相电流，波程差随角度
变化更快，因而出现副瓣，方向图发生巨大变化。图６－１１中表示的结果可归纳为：
当２ｌ＜１．２５λ时，ｌ增大的主要作用是使主瓣变窄，因而方向性随ｌ增大而增强。当２ｌ＞
１．２５λ以后，ｌ增大的主要作用转变为增大副瓣，因而方向性随ｌ增大而减弱。

３■对称半波天线
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半波天线是对称振子中应用最为广泛的一类。将２ｌ＝λ２
代入式（６５５）即得到半波

天线的方向性函数

ｆ（θ，）＝
ｃｏｓ２πλ

·λ
４ｃｏｓ（ ）θ －ｃｏｓ２πλ·λ（ ）４

ｓｉｎθ ＝
ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎθ

（６５６）

相应的方向图如图６－１１（ａ）所示，在θ＝９０°时有最大辐射，θ＝０°时无辐射。
半波天线的辐射场由式（６６２），得

Ｅθ＝ｊ６０Ｉｒ

ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ ｅ－ｊｋｒ （６５７）

　　半波天线的辐射功率为

Ｐｒ＝∮ＳＳ平均·ｄＳ＝ １
２×１２０π∫

２π

０∫
π

０
Ｅ２０ｒ２ｓｉｎθｄθｄ＝

３０Ｉ２∫
π

０

ｃｏｓ２ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎθ

ｄθ＝３０Ｉ２×１．２１８＝３６．５４Ｉ２

由此得半波天线的辐射电阻为

Ｒｒ＝
２Ｐｒ
Ｉ２ ＝７３．１　Ω

半波天线的方向性系数为

　　　　　　Ｄ＝ ４π

∫
２π

０∫
π

０
ｆ２（θ，）ｓｉｎθｄθｄ

＝

４π

∫
２π

０∫
π

０

ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅θ

２

ｓｉｎθｄθｄ

＝１．６４

用分贝表示为

Ｄ＝１０ｌｇ１．６４＝２．１５ｄＢ
半波天线的主瓣宽度可由如下方程求得：

ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎθ ＝０．７０７，　０°＜θ＜１８０°

故

２θ０．５＝θ２－θ１＝１２９°－５１°＝７８°。

６５２　阵列天线

阵列天线或天线阵是按一定规律排列的相同天线的组合。这种组合可以获得某些所
期望的辐射特性，诸如期望得到更强的方向性、更高的增益，或所需要的方向性图。组成
阵列天线的独立单元称为天线单元或阵元。将各天线单元排列在一条直线上或一个平面
上，则称之为直线阵或平面阵。在阵列天线中还提出了所谓共形阵，它是将阵元配置在飞
机或导弹等飞行器表面，与非平面的表面共形。

８４２



阵列天线的辐射性能取决于阵元的型式、数目、排列方式、间距以及阵元上的电流振
幅和相位分布等。如果在阵列天线中采用控制每个阵元上激励的电流相位，则可使阵列
天线的辐射主瓣在空间扫掠，这种阵列天线称为相控阵天线。
本节从最简单的二元阵出发，介绍阵列天线的基本原理，再讨论几种阵列天线。

１■方向图相乘原理
最简单的阵列天线是由两个相距较近、空间取向一致的辐射单元组成的二元阵。它

是最简单但又是最有实际意义的阵列天线，例如考虑地面对天线的影响时，原天线与其镜
像就构成二元阵；有源振子与无源反射器（或引向器）也构成二元阵。
这里以熟知的对称天线为例，如图６－１２所示。图中的１和２是平行于ｚ轴的等长

对称天线，沿ｘ轴排列，间隔距离为ｄ。设天线单元１的激励电流为Ｉ１，天线单元２的激
励电流为

Ｉ２＝ｍＩ１ｅｊζ

式中，ｍ是两天线单元激励电流的振幅比；ξ为Ｉ２ 与Ｉ１ 的相位差。

图６－１２　二元阵

这样，此二元阵的辐射场便等于两个天线单元的辐射场的矢量和。通常观察点Ｐ很
远，因而可近似认为射线ｒ１ 和ｒ２ 是相互平行的，故天线单元１和２在观察点Ｐ产生的电

场矢量Ｅ１ 和Ｅ２ 近似为同方向的（都是沿θ方向），即

Ｅ１ ＝ｅθｊ
６０Ｉ１
ｒ１ ｆ１

（θ，）ｅ－ｊ
ｋｒ１ （６５８ａ）

Ｅ２ ＝ｅθｊ
６０Ｉ２
ｒ２ ｆ２

（θ，）ｅ－ｊ
ｋｒ２ （６５８ｂ）

　　由于两天线单元等长且平行，因此有相同的方向性函数，即

ｆ１（θ，）＝ｆ２（θ，）＝
ｃｏｓ（ｋ０ｌｃｏｓθ）－ｃｏｓｋ０ｌ

ｓｉｎθ

　　另外，对于远区的观察点，射线ｒ１ 和ｒ２ 近似相互平行，故式（６５８）关于Ｅ１ 和Ｅ２ 的
表示式中，可作如下近似：
振幅项

１
ｒ１≈

１
ｒ２

９４２



相位项

ｋｒ２≈ｋ（ｒ１－ｄｓｉｎθｃｏｓ）
因此，式（６５８ｂ）可表示为

Ｅ２ ＝ｊ６０ｍＩ１ｅ
ｊζ

ｒ１ ｆ１（θ，）ｅ－ｊ
ｋ（ｒ１－ｄｓｉｎθｃｏｓ）＝

ｊ６０ｍＩ１ｒ１ ｆ１
（θ，）ｅｊζｅ－ｊ

ｋｒ１ｅｊｄｓｉｎθｃｏｓ ＝ｍＥ１ｅｊψ

式中

ψ＝ξ＋ｋｄｓｉｎθｃｏｓ
它是观察点Ｐ处电场Ｅ２ 和Ｅ１ 间的相位差，包含着激励电流的相位差以及波程差引起的
相位差。
观察点Ｐ的合成电场为

Ｅ＝Ｅ１＋Ｅ２ ＝Ｅ１（１＋ｍｅｊψ）＝

ｊ６０Ｉ１ｒ１ ｆ１
（θ，）ｅ－ｊ

ｋｒ１（１＋ｍｅｊψ） （６５９）

其模为

｜Ｅ｜＝６０Ｉ１ｒ１ ｆ１
（θ，）｜１＋ｍｅｊψ｜＝

６０Ｉ１
ｒ１ ｆ１

（θ，）（１＋ｍ
２＋２ｍｃｏｓψ）

１／２ ＝

６０Ｉ１
ｒ１ ｆ１

（θ，）·ｆａｒ（θ，） （６５１０）

式中

ｆａｒ（θ，）＝ （１＋ｍ
２＋２ｍｃｏｓψ）

１／２ ＝
［１＋ｍ２＋２ｍｃｏｓ（ξ＋ｋｄｓｉｎθｃｏｓ）］

１／２ （６５１１）
称为阵因子，表征阵的方向性。它仅与各单元天线在阵中的排列、激励电流的振幅和相位
有关，而与单元天线本身的结构尺寸和取向无关。而ｆ１（θ，）是单元天线的方向性函数，
称为单元因子，它只决定于单元天线的结构尺寸和取向，与阵的排列方式无关。
式（６５１０）表明二元阵的方向性函数等于单元因子与阵因子的乘积，或者说二元阵

的方向图等于单元天线的方向图和阵因子的方向图的乘积，称为方向图相乘原理。应该
注意，方向图相乘原理只适用于相似阵，即只适用于各天线单元的型式、尺寸相同，空间取
向也相同的天线阵。方向图相乘原理也适用于Ｎ 元相似阵。
例６５　由对称半波天线组成的二元相似阵，设激励电流振幅相等，相位差为９０°，单

元天线间相距λ
４
，试求此二元阵的Ｅ面和 Ｈ面方向图。

解：　利用图６－１２，据题给条件知ｌ＝λ４
，ｍ＝１，ξ＝－９０°，ｄ＝

λ
４
。

对Ｅ面（ｘｚ平面），＝０°
单元因子为式（６５６），即

ｆ１（θ，０°）＝
ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎθ

０５２



阵因子，据式（６５１１），得

　　ｆａｒ（θ，０°）＝ １＋１＋２ｃｏｓ －９０°＋２πλ
·λ
４ｓｉｎ（ ）［ ］θ

１／２

＝

２＋２ｃｏｓ π２ｓｉｎθ－
π（ ）［ ］２

１／２

＝

４
１＋ｃｏｓ π２ｓｉｎθ－

π（ ）２烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅２

１／２

＝２ｃｏｓ π４ｓｉｎθ－
π（ ）４

故

ｆ（θ，０°）＝ｆ１（θ，０°）·ｆａｒ（θ，０°）＝

ｃｏｓ π２ｃｏｓ（ ）θ
ｓｉｎθ

·２ｃｏｓ π４ｓｉｎθ－
π（ ）４

方向图如图６－１３（ａ）所示。
对 Ｈ面（ｘｙ平面），θ＝９０°

单元因子ｆ１（９０°，）＝１
阵因子

ｆａｒ（９０°，）＝ １＋１＋２ｃｏｓ－９０°＋２πλ
·λ
４ｃｏｓ（ ）［ ］

１／２

＝

２＋２ｃｏｓ π２ｃｏｓ－９０（ ）［ ］°
１／２

＝

２ｃｏｓ π４ｃｏｓ－
π（ ）４

故

ｆ（９０°，）＝ｆ１（９０°，）·ｆａｒ（９０°，）＝２ｃｏｓ
π
４ｃｏｓ－

π（ ）４
方向图如图６－１３（ｂ）所示。
从Ｅ面方向图可见，在θ＝０°、１８０°方向上辐射为０（因为单元因子为０），在θ＝２７０°方

向上辐射也为０（因为阵因子为０）；在θ＝９０°方向上辐射最强。对于Ｈ面方向图，在＝０

的方向上，由于激励电流相位差（ξ＝－
π
２
）和波程差引起的相互差（ｋｄ＝２πλ

·λ
４＝

π
２
）相

互补偿，Ｅ１ 和Ｅ２ 同相叠加，因而辐射最强。在＝１８０°的方向上则是Ｅ１ 和Ｅ２ 反相叠
加，故辐射为零。

２■均匀直线阵
各天线单元排列在一直线上的阵列天线称为直线式天线阵。所谓均匀直线式天线阵

（简称为均匀直线阵），则是指各天线单元除了以相同的取向和相等的间距排列成一直线
外，它们的激励电流振幅相等，而相位以相同的比例递增或递减，如图６－１４所示，相邻单
元的电流相位差为ξ。
类似于二元阵的分析，相邻两天线单元在ｘｙ平面内辐射场的相位差为

ψ＝ξ＋ｋｄｃｏｓ （６５１２）
若以天线单元１为参考，则天线２的辐射场相位为ψ，天线３的辐射场相位为２ψ，……依
次类推。于是天线阵的辐射场为

１５２



图６－１３　对称半波等幅二元阵的方向图
（ａ）Ｅ面；（ｂ）Ｈ面。

图６－１４　Ｎ 元均匀直线阵

Ｅ＝Ｅ１＋Ｅ２＋Ｅ３＋…ＥＮ ＝
Ｅ１［１＋ｅｊψ＋ｅｊ２ψ＋…＋ｅｊ（Ｎ－１）ψ］ （６５１３）

利用等比级数求和公式，由上式可得

｜Ｅ｜＝｜Ｅ１｜ １－ｅ
ｊＮψ

１－ｅｊψ ＝｜Ｅ１｜
（１－ｃｏｓＮψ）

２＋ｓｉｎ２Ｎψ
（１－ｃｏｓψ）

２＋ｓｉｎ２槡 ψ
＝

｜Ｅ１｜ ２－２ｃｏｓＮψ
２－２ｃｏｓ槡 ψ

＝｜Ｅ１｜
ｓｉｎＮψ２

ｓｉｎψ２

＝｜Ｅ１｜ｆ（ψ） （６５１４）

式中

ｆＮ（ψ）＝
ｓｉｎＮψ２

ｓｉｎψ２

（６５１５）

是Ｎ 元均匀直线阵的阵因子。

２５２



通常将阵因子归一化，应用洛彼塔法则，对式（６５１５）取极限，得

ｆＮ ｍａｘ＝ｌｉｍ
ψ→０

ｓｉｎＮψ２

ｓｉｎψ２

＝Ｎ

均匀直线阵的归一化阵因子为

ＦＮ（ψ）＝
ｆＮ（ψ）
ｆＮ ｍａｘ ＝

１
Ｎ

ｓｉｎＮψ２

ｓｉｎψ２

（６５１６）

　　另外，由式（６５１３）知，ψ＝０时各天线单元在观察点的电场同相叠加，得到最大值。
由式（６５１２）可得出最大值产生的方位，ψ＝０即ξ＋ｋｄｃｏｓｍ＝０，故

ｃｏｓｍ ＝－ξｋｄ
（６５１７）

　　下面讨论两种常见的均匀直线阵。

１）边射阵

最大辐射方向与阵轴线垂直，即ｍ＝±
π
２
。据式（６５１７）知ξ＝０，即均匀直线阵的

各天线单元激励电流同相时，最大辐射方向在垂直于阵轴线的方向上。此时，归一化阵因
子为

ＦＮ（）＝
１
Ｎ

ｓｉｎ Ｎπλ
ｄｃｏｓ（ ）

ｓｉｎ πλ
ｄｃｏｓ（ ）

（６５１８）

若取Ｎ＝４，ｄ＝λ２
，可得四元边射阵的方向图，如图６－１５所示。

２）端射阵
最大辐射方向在阵轴线方向上，即ｍ＝０或π，据式（６５１７）知，激励电流相位差ξ＝

－ｋｄ（ｍ＝０时）或ξ＝ｋｄ（ｍ＝π时）。此时，各天线单元的电流相位差与沿阵轴线方向
的波程差所引起的相位差相互补偿，因而在沿阵轴线方向场强同相叠加，得到最大辐射，
称为普通端射阵。将ξ＝－ｋｄ代入式（６５１２），得

ψ＝ｋｄ（ｃｏｓ－１）
将上式代入式（６５１６），得端射阵的归一化阵因子为

ＦＮ（）＝
１
Ｎ
·
ｓｉｎ Ｎ２ｋｄ

（ｃｏｓ－１［ ］）
ｓｉｎ １２ｋｄ

（ｃｏｓ－１［ ］）
（６５１９）

若取Ｎ＝４，ｄ＝λ４
，可得四元端射阵的方向图如图６－１６所示。

３５２



图６－１５　四元边射阵方向图 图６－１６　四元端射阵方向图

上述的普通端射阵的主瓣很宽，方向性系数不大。若增大天线单元间的激励电流相位差，
使之大于普通端射阵天线单元间的激励电流相位差，当满足

ξ＝± ｋｄ＋π（ ）Ｎ （６５２０）

时，则可在＝０°或１８０°方向上得到最大的方向性系数，这种阵称为强方向性端射阵。式
（６５２０）称为汉森－伍德耶德（Ｈａｎｓｅｎ－Ｗｏｏｄｙａｒｄ）条件。

６５３　单极天线

对称天线的一臂垂直架设地面或理想导电平面上，就构成单极天线或垂直接地天线，
如图６－１７（ａ）所示。它广泛应用于长、中、短波及超短波波段，例如Ｔ形天线、伞形天线、
铁塔天线、鞭形天线等。

图６－１７　单极天线及其镜像

１■单极天线的辐射场
将地面视为理想导体，（电导率σ＝∞），则地面的效应可用天线的镜像来代替，如图６

－１７（ｂ）所示。这样，单极天线的辐射场，就可利用自由空间对称天线的辐射场公式来计
算，即据式（６５３）得

Ｅθ＝ｊ６０Ｉｒ
ｃｏｓ（ｋｈｃｏｓθ）－ｃｏｓｋｈ

ｓｉｎ［ ］θ ｅ－ｊｋｒ （６５２１）

式中，Ｉ为波腹电流，工程应用上常以输入电流Ｉ０ 表示，Ｉ０＝Ｉｓｉｎｋｈ。又以仰角Δ表示θ，
有θ＝９０°－Δ，则式（６５２１）变为
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Ｅｏ＝ｊ６０Ｉｏｒｓｉｎｋｈ
ｃｏｓ（ｋｈｓｉｎΔ）－ｃｏｓｋｈ

ｃｏｓ［ ］Δ ｅ－ｊｋｒ （６５２２）

故归一化方向性函数为

Ｆ（Δ）＝ １
１－ｃｏｓｋｈ

·ｃｏｓ（ｋｈｓｉｎΔ）－ｃｏｓｋｈ
ｃｏｓΔ

（６５２３）

当Δ＝０°时，Ｆ（Δ）＝１，即水平面方向图是一圆，是全向的。垂直面方向图如图６－１８所
示。

图６－１８　单极天线垂直面方向图

（ａ）ｈ＝λ４
；（ｂ）ｈ＝λ２

；（ｃ）ｈ＝２λ３
；（ｄ）ｈ＝３λ４

。

由图６－１８看出，当ｈλ
逐渐增大时，波瓣变尖，当ｈ

λ＞０．５
时，出现副瓣，当ｈ

λ＝０．６２５

时，副瓣最大值出现在Δ＝６０°方向上，若继续增大ｈλ
，由于天线上反相电流的作用，沿Δ＝

０°方向上的辐射减弱。因此，通常ｈλ
应限制在０．６２５之内。

实际上，地面的电导率σ为有限值，上述分析计算就不再适用，应采用“地波传播”的
方法来计算辐射场。

２■单极天线的电特性

１）有效高度
在上节中定义的“有效长度”，对于直立天线就是有效高度。
设天线上的电流分布为

Ｉ（ｚ）＝Ｉｓｉｎｋ（ｈ－ｚ）＝ Ｉｏ
ｓｉｎｋｈｓｉｎｋ

（ｈ－ｚ）

按天线有效高度的定义，单极天线归于输入电流Ｉｏ的有效高度为

ｈｅ＝ １Ｉｏ∫
ｈ

０
Ｉ（ｚ）ｄｚ＝ １Ｉｏ∫

ｈ

０

Ｉｏ
ｓｉｎｋｈｓｉｎｋ

（ｈ－ｚ）ｄｚ＝

Ｉ
ｓｉｎｋｈ

·Ｉ－ｃｏｓｋｈ
ｋ

（６５２４）

当ｈλ时，ｈｅ＝１ｋｔａｎ
ｋｈ
２≈

ｈ
２
；当ｈ＝λ４

时，ｈｅ＝２ｈπ
。

２）方向性系数
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单极天线的方向性系数Ｄｖ约为相应的自由空间对称天线的方向性系数Ｄｄ 的二倍，
即

Ｄｖ＝ ２

∫
π／２

０
Ｆ２（θ）ｓｉｎθｄθ

＝ ２
１
２∫

π

０
Ｆ２（θ）ｓｉｎθｄθ

＝２Ｄｄ

例如，ｈ＝λ４
的单极天线，其方向性系数Ｄｖ大约是对称半波天线的方向性系数Ｄｄ＝１．６４

的二倍。

３）辐射电阻
由于单极天线只向上半空间辐射，在波腹电流相同时，辐射功率只有相应的自由空间

对称天线辐射功率的一半，故辐射电阻也只是对称天线辐射电阻的一半，即Ｒｒｖ＝
Ｒｒｄ
２
。

４）辐射效率

单极天线的高度低于λ
４
时，辐射电阻较低，效率不超过５０％。特别是在长、中波波

段，天线的电高度很低，辐射电阻只有零点几欧到几欧，效率只有（１０～３０）％。即使在短
波波段，在某些对天线高度有限制的场合，例如鞭形天线高度ｈ≈０．１λ，效率也是很低的。

３■提高单极天线辐射效率的方法
单极天线的电高度低，辐射电阻小，因而辐射效率低。通常，为提高单极天线的辐射

效率，可以提高辐射电阻和降低损耗电阻两方面入手。

１）提高辐射电阻
单极天线高度ｈ比波长小得多时，天线上的电流呈三角形分布。如果在天线顶端加

负载，就可增大顶端对地的分布电容，使天线顶端的电流不再为零，这就等效于增加了天
线的有效高度，达到提高辐射电阻的目的。
常见的加顶负载的单极天线如图６－１９所示。

图６－１９　加顶负载的单极天线
（ａ）Ｔ形天线；（ｂ）倒Ｌ形天线；（ｃ）伞形天线；（ｄ）带辐射叶形天线。

另外，在短单极天线的中部某点接入一定量的感性负载，就可抵消该点以上线段在此
点所呈现的一部分容抗，从而增大了加感点以下的天线电流，也等效于增大了天线的有效
高度。

２）降低损耗电阻
单极天线的损耗有天线自身的铜损耗，支撑物的介质损耗，邻近物体的吸收以及大地

的损耗等。其中主要的损耗是大地的损耗。通常的解决办法是在天线底部埋设辐射状金
属条地网，它使地内电导率增加，进入地内的电流通过地网导体构成回路，减少了电流在
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半导电媒质中的传播，因而减少了大地损耗。

６５４　引向天线

引向天线又称八木天线或波道天线，它广泛应用于米波、分米波的通信、雷达、电视及
其它无线电设备中。引向天线的结构如图６－２０所示，它由一个半波有源振子（又称主振
子）、一个反射器（比主振子稍长）和若干个引向器（比主振子稍短）组成。除有源振子通过
馈线与发射机（或接收机）连接外，反射器和引向器都是无源振子，它们的中点都直接固定
在支撑杆上。适当调整各振子的长度及其间距，就可获得较好的端射方向图以及所期望
的其它电参数。
引向天线的优点是结构简单牢固、重量轻、增益高，缺点是频带较窄，调整较困难。

图６－２０　引向天线的结构示意

１■反射器和引向器的概念

设两个对称振子平行排列，间距ｄ＝λ４
，如图６－２１（ａ）所示。振子１的激励电流为

Ｉ１，振子２的激励电流为Ｉ２＝Ｉ１ｅｊ
π
２，即振子２的激励电流相位比振子１超前９０°。此时，在

θ＝９０°方向上的某观察点Ｐ１，由振子２产生的辐射场比振子１产生的辐射场超前９０°；而

振子２至Ｐ１ 点又比振子１至Ｐ１ 点少λ４
，此波程差引起的相位差为９０°。因此，振子２和

振子１在Ｐ１ 点的辐射场有１８０°的相位差，故相互抵消，合成场为零。反之，在θ＝２７０°方
向上的某观察点Ｐ２，由振子２产生的辐射场比振子１的辐射场传播距离多λ／４，此波程差
引起的相位差为－９０°，正好抵消了其激励电流相位超前的９０°，故两振子在Ｐ２ 点的辐射
场同相叠加，合成场为最大。可见，此时振子２的作用好像是把振子１朝向它辐射的电磁
能量“反射”回去，故把振子２称为振子１的反射器。

若设Ｉ２＝Ｉ１ｅ－ｊ
π
２，即振子２的激励电流相位比振子１滞后９０°，如图６－２１（ｂ）所示。

此时，在θ＝９０°方向上的观察点Ｐ１，振子２的辐射场传播距离比振子１少λ／４，波程差引
起的相位超前９０°正好补偿了激励电流相位滞后的９０°，故两辐射场同相叠加，合成场为
最大。但在θ＝２７０°方向上的观察点Ｐ２，两辐射场则是反相叠加，合成场为零。可见，此
时振子２的作用好像是把振子１辐射的电磁能量吸引到自己所在的方向上来，故把振子

２称为引向器。
上述讨论显然是极端情况，想要说明的是，可通过调整两振子的间距以及激励电流的
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相位关系，使在激励电流相位滞后的振子一侧辐射增强，在激励电流相位超前的振子一侧
辐射减弱。

２■引向天线工作原理简释
实际的引向天线的反射器和引向器都是无源的，只有主振子是有源振子。图６－２２

表示一个最简单的三单元引向天线，反射器２和引向器３置于有源振子１的两侧，它们在
有源振子的激励下产生感应电流。感应电流的幅度和相位取决于无源振子的长度及其与
有源振子的间距，适当调节无源振子的长度和间距，就能使无源振子上感应电流的相位满
足反射器、引向器所要求的条件。
为使反射器上的电流相位超前于有源振子的电流相位，必须使反射器上电流波腹处

的输入阻抗呈电感性。而由传输线理论得知，终端开路线的长度在 λ
４～

λ（ ）２ 范围时，其
输入阻抗呈电感性。所以，取无源振子２的长度２ｌｒ＞λ２

，就可起反射器的作用。同理，为

使引向器上的电流相位滞后于有源振子上的电流相位，必须使引向器上电流波腹处的输

入阻抗呈电容性，为此应取无源振子３的长度２ｌｄ１＜λ２
，即可起引向器的作用。有源振子

的长度取为半波谐振长度，即２ｌ０＝λ２
。

图６－２１　反射器和引向器的原理
（ａ）Ｉ２＝Ｉ１ｅｊ９０°；（ｂ）Ｉ２＝Ｉ１ｅ－ｊ９０°。

图６－２２　三单元引向天线

实际应用的引向天线由多个振子组成，影响各个无源振子与有源振子的电流相位关
系的因素相当复杂，理论计算也非常繁琐。

３■引向天线的电参数
计算引向天线的电参数比较严格的方法是感应电势法。这种方法是把引向天线看成

电流幅度和相位都不均匀的端射式离散元阵，根据耦合振子理论列出方程组，计算出各振
子上的电流和有源振子的阻抗，进而计算出引向天线的辐射场和相关的电参数。不言而
喻，分析计算的过程是非常难的，尤其是振子数较多时。工程应用上常采用一些经验公式
或曲线来估算引向天线的电参数。

１）方向性系数和增益系数
引向天线的效率很高（可设为ηＡ≈１），方向性系数和增益系数可按下式计算：

Ｇ＝Ｄ＝Ｋ１Ｌλ
（６５２５）
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式中，Ｌ是引向天线的轴向长度；Ｋ１ 是比例系数。图６－２３绘出由实验得到的Ｋ１ 与Ｌλ
关

系曲线。由图可见，当Ｌ
λ
值较小时，Ｋ１ 值较大。随着引向器数目的增多，Ｌλ

值增大，Ｋ１ 则

下降。这就表明引向天线的方向性系数并不随Ｌ
λ
增大而线性增大。

２）主瓣宽度
引向天线的主瓣宽度按下式近似计算：

２θ０．５ ＝５５° λ槡Ｌ （６５２６）

由上式得到的是Ｅ面和 Ｈ面主瓣宽度的平均值，通常Ｅ面主瓣宽度较小，Ｈ面主瓣宽度

较大，图６－２４绘出２θ０．５与Ｌλ
曲线。

３）输入阻抗

图６－２３　Ｄ、Ｋ１ 与Ｌλ
的关系 图６－２４　２θ０．５与Ｌλ

的关系

引向天线的输入阻抗主要由有源振子的自阻抗和与有源振子邻近的无源振子的互阻

抗来决定。由于互阻抗的影响，使输入阻抗下降，不利于与馈线的匹配。
为提高引向天线的输入阻抗，通常采用半波折合振子做引向天线的有源振子。
折合振子是由两个放得很近、两个端点连接在一起的振子构成，在其中一个振子的中

心馈电，如图６－２５（ａ）所示。可以粗略地把半波折合天线看成是一段λ２
终端短路线由中

间点Ｂ、Ｄ向两侧拉开而成，此时折合振了的两个端点Ｂ、Ｄ是电流波节点，中间的Ｃ点是
电流波腹点，如图６－２５（ｂ）所示。由于两振子间距ｄ很小，对远区辐射场而言，半波折合
振子等效为电流为２Ｉ的半波振子，其方向性函数与普通半波振子相同。
半波折合振子的辐射功率为

Ｐｒ＝１２
（２Ｉ）２Ｒｒ

式中，Ｒｒ＝７３．１Ω是半波振子的辐射电阻。
半波折合振子的输入功率为

Ｐｉｎ＝１２Ｉ
２Ｒｉｎ

式中，Ｒｉｎ是半波折合振子的输入电阻。若天线的效率等于１，则Ｐｉｎ＝Ｐｒ，故得
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图６－２５　半波折合天线及其电流分布

Ｒｉｎ＝４Ｒｒ≈３００Ω
可见，采用半波折合振子作为引向天线的有源振子，提高了输入阻抗值，易于实现与馈线
的匹配。此外，折合振子等效于增大了振子的直径，频率特性也稍好些。

４■引向天线的尺寸选择
根据所要求的增益、主瓣宽度、前后比等参数来设计制作引向天线时，应对单元数Ｎ

以及有源振子、无源振子的相关尺寸进行适当选择。

１）单元数Ｎ 的确定
引向天线的单元数主要是根据所要求的增益来确定。图６－２６绘出的Ｇ－Ｎ 曲线，

是经大量实验测试综合得出的有实用价值的曲线，可直接利用该曲线由指定的增益Ｇ查
得所需的单元数。注意，图中的Ｇ是以半波振子为参考的。

图６－２６　增益Ｇ与单元数Ｎ 的关系

２）无源振子尺寸的选择
反射器的长度２ｌｒ＝（０．５～０．５５）λ，反射器与有源振子的间距ｄｒ＝（０．１５～０．２３）λ。

间距ｄｒ 对前后比和输入阻抗的影响较大，取较小的ｄｒ 值，可有效降低后向辐射，但会使
输入阻抗降低，需折衷考虑。
引向器的长度２ｌｄ＝（０．４２～０．４６）λ，理论计算和实验表明，振子数目越多，引向器的

最佳长度越短。引向器的间距ｄ＝（０．１５～０．４）λ。各引向器的长度可以是相等的或不相
等的，间距也可以是相等的或不相等的，两者各有优缺点。

３）有源振子结构和尺寸的选择
通常采用半波折合振子做有源振子，其长度取谐振长度２ｌ０≈０．４７λ。
应该指出，实验调整是引向天线设计制作中的一个重要步骤。
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６５５　螺旋天线

螺旋天线是将导线绕制螺旋形线圈而成，它通常带有金属接地板，用同轴线馈电，同
轴线的内导体与螺旋形连接，外导体则与金属接地板连接在一起，如图６－２７所示。金
属接地板的直径Ｄ＝（０．８～１．５）λ，其作用是减小同轴线外表示的感应电流，改善辐射
特性。

图６－２７　螺旋天线

螺旋天线的几何参数有：螺旋的直径ｄ，螺距Ｓ，螺距
角θ（又称螺旋上升角），螺旋线一圈的长度ｌ０，螺旋圆柱
体截面的周长Ｃ，螺旋线的总长度ｌｎ，螺旋的圈数Ｎ，螺
旋天线的轴向长度Ｌ。这些几何参数的关系为

Ｃ＝πｄ

ｌ２０ ＝Ｓ２＋Ｃ２

θ＝ａｒｃｔａｎ Ｓ（ ）Ｃ
ｌｎ ＝Ｎｌ０

Ｌ＝

烍

烌

烎ＮＳ

（６５２７）

　　螺旋天线是一种基本的圆极化天线，它可以作为独
立的天线，也可作反射器天线的馈源，还可构成螺旋天线
阵。

１■螺旋天线的三种工作状态

螺旋天线的特性主要决定于螺旋直径与波长的比值ｄ
λ
，具有三种辐射状态，如图６－

２８所示。当ｄλ＜０．１８
时，天线的最大辐射方向在与螺旋天线轴线垂直的平面内，称为法

向模；当ｄ
λ＝０．２５～０．４６

时，天线的最大辐射方向在螺旋天线的轴线方向，称为轴向模；

当ｄ
λ＞０．４６

时，天线的最大辐射方向偏离轴线呈圆锥，称为圆锥模。

这三种辐射状态的出现，可以根据对螺旋慢波结构的详细理论分析结果作简要说明。
螺旋天线上的电流可以用三种主要的传输模Ｔ０、Ｔ１、Ｔ２ 的组合来表示，这些电流模式具

有不同的相位分布和传播速度。Ｔ０ 模经过几圈螺旋线，相位才变化一个周期，Ｔ１ 模每经

过一圈螺旋线，相位变化一个周期；Ｔ２ 模则在一圈螺旋线上有两个周期的相位变化。当

ｄ
λ＜０．１８

时，Ｔ０ 模占优势，而且几乎不衰减地传输，传至终端后发生反射，形成驻波分

布。这样，各圈可视为基本的电流圆环（磁偶极子）和基本的电流元（电偶极子）的组合，如

图６－２９所示。故其最大辐射方向在垂直于天线轴的法向，称为法向辐射状态。当ｄλ
增大

时，Ｔ１ 模占优势，而Ｔ０ 模很快衰减。Ｔ１ 模传至终端后激励起Ｔ０ 模反射波和Ｔ１ 模反射

波，当螺旋线总长度ｌｎ 很长时，前者很快衰减，后者幅度很小，因此天线上的电流接近行
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波分布，天线的最大辐射方向在其轴线方向上，称为轴向辐射状态。当ｄ
λ
再增大时，Ｔ２ 模

占优势，这时的方向图变成圆锥形，称为圆锥辐射状态。

图６－２８　螺旋天线的三种辐射状态
（ａ）法向模；（ｂ）轴向模；（ｃ）圆锥模。

图６－２９　法向模螺旋天线示意图

这里只讨论应用较广泛的法向模螺旋天线和轴向模螺旋天线。

２■法向模螺旋天线
正如前面已提到的，对于法向模螺旋天线，Ｔ０ 模占优势，其辐射场可视为长度为Ｓ、

通过电流为Ｉ的基本电流元的辐射场和直径为ｄ、通过电流也为Ｉ的基本电流环的辐射
场叠加。
据式（６２９）得基本电流元的辐射场为

Ｅθ＝ｊ
ＩωμＳ
４πｒｓｉｎθｅ

－ｊｋｒ

据式（６３７）得基本电流环的辐射场为

Ｅ＝
ωμＩｋπ

ｄ（ ）２
２

４πｒ ｓｉｎθｅ－ｊｋｒ

故Ｎ 圈法向模螺旋环天线的辐射场为

　　　　　　　Ｅ＝ｅθＥθ＋ｅＥ＝
ＮωμＩ
４πｒｓｉｎθｊｅθＳ＋ｅｋπ

ｄ（ ）２［ ］２ ｅ－ｊｋｒ （６５２８）

可见，方向性函数为ｓｉｎθ，在θ为９０°、２７０°方向有最大辐射。若Ｓ＝ｋπ ｄ（ ）２
２
，则｜Ｅθ｜＝

｜Ｅ｜，且两者相位差为π／２，此时的法向模螺旋天线为圆极化天线。
法向模螺旋天线广泛用于超短波波段的各类小型电台上，例如移动通信台用的螺旋

鞭天线。

３■轴向模螺旋天线

当ｄ
λ＝０．２５～０．４６

时，螺旋一圈的长度接近于某一频段的一个波长，Ｔ１ 模占优势，

最大辐射方向在轴线方向上。
我们先讨论圈长ｌ０＝λ的单个平面圆环（螺距角θ＝０°）的辐射。设某一瞬时ｔ１ 圆环

上的电流分布如图６－３０（ａ）所示，在圆环上取对称的Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 四个点，其上的电流大
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小相等，即｜ＩＡ｜＝｜ＩＢ｜＝｜ＩＣ｜＝｜ＩＤ｜，方向为圆弧的切线方向。研究圆环轴线方向上的辐
射场时，可以把圆环上每一点的电流分解为Ｉｘ 和Ｉｙ 分量，从图上可看出：

ＩＡｘ ＝－ＩＢｘ
ＩＣｘ ＝－Ｉ ｝

Ｄｘ

（６５２９）

ＩＡｙ ＝ＩＢｙ
ＩＣｙ ＝ＩＤ ｝ｙ （６５３０）

可见，在ｔ１ 时刻，ｘ方向的电流产生的辐射场相互抵消；ｙ方向的电流产生的辐射场相互
叠加，此辐射场与ｙ轴平行，即Ｅ＝ｅｙＥｙ。

随着时间的变化，行波电流沿线移动。在另一时刻ｔ２＝ｔ１＋Ｔ４
时，圆环上的电流分布

如图６－３０（ｂ）所示。此时，圆环上的Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四个点的电流发生了变化，有以下关系：

ＩＡｙ ＝－ＩＢｙ
ＩＣｙ ＝－ＩＤ ｝ｙ （６５３１）

ＩＡｘ ＝ＩＢｘ
ＩＣｘ ＝Ｉ ｝

Ｄｘ

（６５３２）

可见，在ｔ２ 时刻对轴向辐射场有贡献的是Ｉｘ 分量，此辐射场为Ｅ＝ｅｘＥｘ。

图６－３０　平面圆环上的瞬时电流

（ａ）ｔ＝ｔ１；（ｂ）ｔ＝ｔ１＋Ｔ４
。

从以上讨论可以看出，当时间经过Ｔ
４
后，圆环轴向辐射场由Ｅｙ 变为Ｅｘ，即电场矢量

旋转了９０°，但振幅不变。如此延续下去，经过一个周期，电场将连续旋转３６０°。由此得
到的结论是：当圆环的周长为一个波长、环上载流行波电流时，圆环轴线上的辐射场是一
个圆极化波，其旋转频率等于信号源的振荡频率。
计算螺旋天线轴向辐射场时，可近似地把它看成由Ｎ 个圈长ｌ０＝λ的平面圆环组成

的天线阵。但是，实际上每个螺旋线圆不在一个平面上（即螺距角实际不为０），故必须注
意使每个圈的第一个线元与下一圈的第一个线元所产生的场的相位差为２π，这样仍能保
证螺旋线圈轴线方向上有最大辐射，且为圆极化波，即需满足

ψ＝
２π
λ
ｌ０
ｋ１－

２π
λＳ＝２π

式中，２π
λＳ
是某一圈的起始单元与下一圈的起始单元产生的场的相位差，它是由射线的波
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程差引起的；２π
λ
ｌ０
ｋ１
是线上的电流相位差所引起的场的相位差，这里的ｋ１ 是电流波沿螺旋

线的相速ｖｐ 与光速ｃ的比值，即ｋ１＝
ｖｐ
ｃ＝

πｄ
λｃｏｓθ０

在工程应用上，根据给定的天线增益来选择轴向模螺旋天线时，利用以下经验公式是
很方便的。这些经验公式适用于螺距角θ＝１２°～１６°，圈数Ｎ＞３的情形。
主瓣宽度

　　　　　　　　　　　　　２θ０．５＝ ５２°
ｌ０
λ
ＮＳ槡λ

（６５３３）

方向性系数

Ｄ＝１５ｌ０（ ）λ
２ＮＳ
λ

（６５３４）

输入阻抗

Ｚｉｎ＝Ｒｉｎ＝１４０
ｌ０
λ

（６５３５）

轴向模螺旋天线作为一种基本的圆极化天线，广泛应用于通信、雷达、遥测遥控、卫视
等无线电系统中。

６５６　对数周期天线

前面讨论的几种天线都属于窄带天线，频率改变时，天线的电参数也要发生变化。而
在许多情况下，要求天线工作在很宽的频率范围内，即要求是宽带天线。在很宽的频率范
围内，天线的阻抗、方向性等参数基本不变的天线，称非频变天线。
非频变天线分为两大类：等角螺旋天线和对数周期天线。它们都是按照相似原理设

计的。把相似原理应用到同一副天线上可以这样叙述：若天线以任意比例尺变换后仍保
持它原来的结构（称之为自相似结构），则其电性能将与工作频率无关。
对数周期天线是根据以下的“相似”概念构成的：当天线按照某一特定的比例因子τ

变换后仍为它原来的结构，则出现在频率ｆ和τｆ间的天线性能，将在频率τｆ和τ２ｆ间重
复出现。依此类推，天线的电性将在很宽的频率范围内周期性地重现。若能做到ｆ～τｆ
频率范围内天线性能变化很小，就有可能达到非频变天线的要求。
对数周期天线有多种型式，目前应用最广的是对数周期偶极子天线（常表示为ＬＰ

ＤＡ），它结构简单、重量轻，频带宽度可达ｆｍａｘ／ｆｍｉｎ≥１０。本小节将以ＬＰＤＡ为例说明对
数周期天线的特性。
对数周期偶极子天线的结构示意图如图６－３１（ａ）所示，它由Ｎ 个对称振子组成，用

双线传输线（称为集合线）馈电。馈源接在短振一端，相邻两振子交叉馈电。有时还在最
长振子端接入一短路支节线，调整该短路线长度可减小集合线在终端的反射。图６－３１
（ｂ）表示各振子的尺寸、位置，按照结构周期τ组成，取

ｌｎ
ｌｎ＋１

＝ Ｒｎ
Ｒｎ＋１

＝ ｄｎ
ｄｎ＋１

＝τ＜１ （６５３６）

式中，ｎ为振子序号，ｎ＝１，２，３，…，Ｎ；ｄ为相邻两振子的间距；ｌ为振子的单臂长度；Ｒ为
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图６－３１　对数周期偶极子天线

天线的几何顶点Ｏ 到振子的垂直距离。

随着振子序号的增加，振子长度及振子距顶点的距离依次增加１
τ
倍，即

ｌｎｌｎ－ｌｎｌｎ＋１ ＝ｌｎＲｎ－ｌｎＲｎ＋１ ＝ｌｎτ＝ 常数 （６５３７）

上式表明天线结构尺寸的对数以ｌｎτ为周期。
相应地，天线呈现相同性能时的频率也有同样的对数周期，即

ｌｎｆ２－ｌｎｆ１ ＝ｌｎｆ３－ｌｎｆ２ ＝ … ＝ｌｎτ＝ 常数 （６５３８）

由于振子尺寸是跳变的，故在一个对数周期的范围内改变频率时，天线性能会有一些变
化，但只要这种变化不超过某种指标规定的限度，就可认为是合用的。
应该指出，上述周期结构理论上应是无限结构，即对数周期天线向长振子方向延伸至

无限远，在短振子方向也按比例系数τ一直缩到无限小。实际上，只要作到终端效应弱，
有限尺寸的对数周期天线也可以满足要求。
当天线馈电后，由信号源供给的电磁能量沿集合线传输，依次激励各振子。只有长度

接近谐振长度的这部分振子才能激励起较大的电流，向空间产生有效的辐射。远离谐振
长度的那些或长或短的振子上的电流都很小，对远区辐射几乎没有贡献。这就是说，对于
某一频率而言，各振子的电尺寸不同，因而起着不同的作用。通常将整个ＬＰＤＡ分成三
个区域来阐述它们各自的作用。

１）传输区

包括馈电点和邻近的几个短振子。在这个区域内，振子的单臂长度远小于λ
４
，振子的

输入阻抗很大且主要是电抗分量，所以振子上的电流很小，产生的辐射很弱。电磁能量在
这区域的衰减很小，绝大部分通过集合线传输到后面的工作区。

２）工作区

它是由几个长度接近对应频率的谐振长度（即振子单臂长度接近λ
４
）的振子组成。在

此区域内，振子的输入阻抗不大，故振子上电流较大而产生很强的辐射。整个天线的辐射
主要由这部分振子产生，故也把工作区称为有效辐射区。

３）未激励区

５６２



它包括工作区之后直至天线的末端部分，此区域的振子长度显著地大于谐振长度。
由于电磁能量在工作区已基本上全部辐射出去了，此区域的振子处于未激励状态，这正好
保证天线满足“末端效应弱”的条件。
对于每个频率，都有确定的一部分振子构成天线的工作区。随着频率的变化，工作区

在天线轴线上移动，当频率由高到低变化时，工作区就从短振向长振子方向移动。从电尺
寸的观点来看，工作区的电尺寸不随频率而变。这就是对数周期天线的电性能与频率无
关的根本原因。
对数周期天线的馈电方式对于保证其宽带特性也至关重要。在短振子一端馈电时，

馈线上的相位滞后发生在较长的振子方向。但经过集合线的相位反转后，较长振子上的
电流相位就超前于较短振子，于是天线的最大辐射方向指向馈电点方向。
对数周期天线广泛应用于要求宽频带的无线电设备，例如侦察接收、测控等设备。

６５７　平衡—不平衡变换器

大多数线形天线是对称的，因而天线上的电流也是对称分布的。例如，对称半波天

线，中心馈电点为电流波腹，两端为电流波节，左右对称分布。当用同轴电缆馈电时，虽然

同轴电缆传输的电流波也是平衡模式（内导体上的电流Ｉ１ 和外导体上的电流Ｉ２ 等值反
相），但当此电流波到达对称半波天线输入端时，将有一部分电流从外导体的外表面流回，

使得对称天线的左右两臂上对应点的电流不相等，破坏了天线的平衡或对称性，如图

图６－３２　同轴电缆对半波天线馈电

６－３２所示。这是因为天线输入端两个端子上的电

压Ｕａ 和Ｕｂ 都要在同轴电缆外导体的外表面产生
电流。由于天线的一个端子直接与同轴电缆外导体

相接，其电压Ｕｂ 产生的电流较大；电压Ｕａ 产生的
电流较小，从而使外导体的外表面上的电流不为零，

用Ｉ３ 表示。由于Ｉ３ 的存在，使得天线的对称性受
到破坏，结果是天线的辐射方向图畸变，损耗增加。

因此，在对称天线的馈电系统中，必须加入平衡－不

平衡变换器，常称为巴伦（ｂａｌｕｎ，是ｂａｌａｎｃｅｄｔｏｕｎ

ｂａｌａｎｃｅｄ的缩写）。下面介绍两种常用的平衡－不

平衡

变换器。

１■四分之一波长扼流套

λ
４
扼流套是在同轴电缆外导体的外面再加上一段长度为λ

４
的金属套筒构成。金属套

筒与同轴电缆外导体之间有不大的间隙，套筒的下端与电缆外导体连接在一起，如图６－

３３所示。这样，套筒的内表面和同轴电缆的外表面构成一段λ４
终端短路传输线，其输入

阻抗很大（理论上为无限大），这就抑制了Ｉ３ 的流通，即抑制了同轴电缆外导体的内表面

上电流Ｉ２ 的外溢，使Ｉ３≈０，从而保证了对称天线两臂上的电流平衡。实践表明，金属套
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筒的最佳长度是０．２３λ。

另一种型式的平衡变换器如图６－３４所示，称为λ４
同轴线平衡器。取一段与同轴线

外导体直径相同、长度为λ／４的导体棒，上端与天线振子的右臂及同轴线内导体相连，下

端与同轴线外导体连接在一起，构成一段λ
４
终端短路线。这种变换器的结构是对称的，天

线的左、右两臂分别与外径相同的同轴线外导体、附加导体棒连接，这样就保证了两线两

臂与地之间的分布参数几乎相同，从而使天线两臂上的电流相同。与λ
４
扼流套相比，λ

４
同

轴线平衡器可工作在较宽的频带。

图６－３３　λ４
扼流套 图６－３４　λ４

同轴线平衡器

２■半波长Ｕ形管
半波长Ｕ形管同时具有平衡变换和阻抗变换两种功能，其结构如图６－３５所示。主

馈线的内导体在ａ点直接与对称天线的左臂相接，然后由ａ点经过长度为λｇ２
（此处的λｇ

图６－３５　半波长Ｕ形管变换器

是同轴线内的波长，与同轴线的填充介质有关）、弯
成Ｕ字形的一段同轴线在ｂ点与天线的右臂连接。

根据传输线理论，线上相距λｇ
２
的两点间的电压（或

电流）是等幅反相的。设ａ点的对地电位为φａ，则ｂ
点的对地电位为φｂ，且｜φａ｜＝｜－φｂ｜＝Ｕ，即ａ、ｂ两
端点对地是对称的。因此，同轴线通过半波长Ｕ形
管向对称天线馈电时，对天线两臂上的电流分布是
对称的。
设天线的输入阻抗为Ｚｉｎ，输入端电压Ｕａｂ＝φａ

－φｂ＝２Ｕ，则天线输入端电流为

Ｉ＝２ＵＺｉｎ

而ａ点和ｂ点的对地阻抗（也就是λ２Ｕ
形管两端的负载阻抗）为

Ｚａｅ＝Ｚｂｅ＝ＵＩ＝
Ｚｉｎ
２
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根据半波长传输线段的阻抗还原特性，Ｚｂｅ经过λ２Ｕ
形管到ａ点处的阻抗仍为Ｚｉｎ２

，它与Ｚａｅ

并联构成主馈线的负载阻抗。也就是说，使用λ
２Ｕ
形管变换器，同轴线的负载阻抗为Ｚｉｎ

４
，

应选用特性阻抗Ｚｃ＝
Ｚｉｎ
４
的同轴线做主馈线。一个典型的例子是半波折合天线的输入阻

抗Ｚｉｎ≈３００Ω，选用特性阻抗Ｚｃ＝７５Ω的同轴线做主馈线，就可得到良好的匹配。

练　习　题

６５－１　半波天线沿ｚ轴放置，已知在ｘ方向上１５ｋｍ处的电场为０．１Ｖ／ｍ，设工作
频率ｆ＝３００ＭＨｚ，试确定天线长度及天线的总辐射功率。

６５－２　在图６－１２所示的二元阵中，ｄ＝λ４
，Ｉ２＝Ｉ１ｅｊ９０°，画出Ｅ面方向图。

６５－３　单极天线的高度ｈ＝１５ｍ，若工作频率ｆ＝１ＭＨｚ，求天线的有效高度。

６５－４　某无线电台需配置增益Ｇ≥１０ｄＢ的引向天线，你能确定至少需要多少个单
元吗？

６６　面 形 天 线

前节讨论的线形天线适用于长波、中波、短波和超短波波段，在微波波段则要采用面
形天线。与线形天线不同，面形天线所载的电流是分布在构成天线的金属导体表面，且天
线的口径尺寸远大于波长。面形天线广泛应用于微波中继通信、卫星通信、卫星电视广播
以及雷达、导航等无线电系统中。

６６１　分析面形天线辐射场的方法

面形天线通常由初级辐射器和辐射口面两部分组成。初级辐射器又称为馈源，它的
作用是把馈线中传输的电磁能量转换为由辐射口面向外辐射的电磁能量。用作初级辐射
器的有终端开口波导、喇叭天线、对称振子等。辐射口面的作用是把从初级辐射器获得的
电磁能量按所要求的方向性特性向空间辐射出去。
严格地分析，面天线的辐射是一个十分复杂的问题，通常采用以下两种近似方法。

１■感应电流法
这种方法是先求出构成天线的金属导体表面在初级辐射器照射下产生的感应面电流

分布，然后计算此电流在外部空间产生的辐射场。

２■口面场法
这种方法包括两个部分：先作一个包围天线的封闭面，按给定的场源近似地求出此封

闭面上的场（称为解内场问题）；然后根据惠更斯原理，利用该封闭面上的场求出空间的辐
射场（称为解外场问题）。由于金属封闭面上无电磁场，故实际上只需考虑封闭面的开口
部分的辐射作用，即口面场的作用。
以抛物面天线为例来简要说明上述两种近似分析方法。图６－３６所示的抛物面天
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线，初级馈源是振子天线。利用振子在自由空间的辐射场公式计算抛物面Ｓ０ 上的感应面
电流

Ｊｓ＝ｎ×Ｈ

图６－３６　抛物面天线的辐射分析

式中，Ｈ 是抛物面上的磁场强度；ｎ为抛物面内表
面Ｓ０ 的法向单位矢量。再根据Ｊｓ的分布计算外部
辐射场，这就是“感应电流法”。
如果是根据振子产生的入射场求出抛物面口

径面Ｓ１ 上的场，这就是内场问题的近似解，属于
“口面场法”的第一部分，下一步就是由开口面Ｓ１
上的场计算外部空间辐射场，属于“口面场法”的第
二部分。计算外部场问题的根据是惠更斯原理的
数学表示式———克希霍夫公式：

　　　　　　　　　ψＰ ＝
１
４π∫Ｓ

ψ

ｎ
ｅ－ｊｋｒ（ ）ｒ － ｅ－ｊｋｒ（ ）ｒ

ψ
［ ］ｎ ｄｓ

因为电场Ｅ或磁场Ｈ 都可分解为三个标量分量，例如在直角坐标系中分解为Ｅｘ、Ｅｙ、Ｅｚ；

Ｈｘ、Ｈｙ、Ｈｚ。这样，就可根据克希霍夫公式，根据口径面上的场分量和它们的导数分布，
计算出外部空间的电场和磁场。

６６２　旋转抛物面天线

旋转抛物面天线广泛应用于通信、雷达、卫星电视等系统中，它由两部分构成：其一是
旋转抛物反射面，通常用导电性能良好的金属材料制成；其二是置于旋转抛物面焦点上的
馈源（初级辐射器）。
旋转抛物面是抛物线绕其轴旋转而形成的，旋转抛物面天线的基本特性是以抛物线

的几何特征为基础的。图６－３７表示旋转抛物面的一条剖面线，它的基本元素是：焦点

Ｆ、顶点Ｏ、焦距ｆ＝ＯＦ、主轴Ｏｚ。在极坐标系中，抛物线的方程为

ρ＝
２ｆ

１＋ｃｏｓψ
式中，ρ为焦点Ｆ 至抛物线上任一点Ｍ 的距离。
下面从旋转抛物面的两个基本性质来简要解释旋转抛物面的工作原理。
第一，由焦点发出的任一条射线经抛物面反射后，射线都平行于主轴Ｏｚ。因此，从置

于焦点处的点源发出的射线，经抛物面反射后变成一束平行线；反之，当平行射线沿抛物
面的主轴投向抛物面时，将被会聚于焦点Ｆ上。当抛物面尺寸远大于电磁波的波长时，
上述几何光学性质适合于电磁波。
第二，由焦点发出并经抛物面反射的各条射线，到达垂直于主轴的任一平面的波程相

等，即ＦＭ＋ＭＰ＝ＦＭ′＋Ｍ′Ｐ′。若如图６－３７所示的那样，该平面正好通过焦点Ｆ，则有

ＦＭ＋ＭＰ＝ＦＭ′＋Ｍ′Ｐ′＝２ｆ。因此，垂直于主轴的平面是等相位面。这说明抛物面可将
焦点处发出的球面波变为平面波；反之，当平面波沿主轴入射时，经抛物面反射后，将同相
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位地会聚于焦点上。

图６－３７　抛物线的几何关系

综合上述两点可知，置于焦点上的馈源辐射的球面波，经抛物面反射后变成平面
波，波阵面是垂直于主轴的平面。由于抛物面尺寸远大于波长，故主轴方向有最强的
辐射。

６６３　卡塞格伦天线

卡塞格伦天线又称双反射面天线，由三部分组成：
主反射面（主面），是旋转抛物面，其焦点在Ｆ点焦距为ｆ。
副反射面（副面），是旋转双曲面，它有两个焦点，虚焦点为Ｆ１，与抛物面焦点Ｆ重合；

实焦点为Ｆ２，通常在抛物面顶点附近。
馈源，通常是喇叭天线，置于抛物面顶点附近，其相位中心与Ｆ２ 重合。主面、副面、

馈源三者共轴。
卡塞格伦天线的构成如图６－３８所示。
与旋转抛物面天线相比，卡塞格伦天线有如下优点：
（１）由于有两个反射面，几何参数增多，使天线的电性能设计有相当的灵活性。
（２）可以采用短焦距抛物面作主反射面，从而减小了天线的纵向尺寸。
（３）由于采用了副反射面，馈源安装在主反射面的顶点附近。这样，馈线和接收机均

可置于主反射面背后且紧靠馈源，从而大大缩短馈线长度，减少了损耗。
卡塞格伦天线的工作原理是以旋转双曲面的几何特性为基础的。位于双曲面的实焦

点处的馈源发出的射线，经双曲面反射后，所有射线等效于从虚焦点Ｆ１ 发出。而Ｆ１ 与
抛物面的焦点Ｆ重合，所以由双曲面反射到主面的射线就像是从抛物面的焦点Ｆ发出的
一样，再经抛物面反射后，这些射线都平行于抛物面的主轴。因此，从双曲面和抛物面的
几何特性可知，由馈源发出的任意射线经双曲面和抛物面反射后，不仅相互平行，而且到
达抛物面口径面的路程相等。可见，卡塞格伦天线和旋转抛物面天线的工作原理是相似的。
卡塞格伦天线广泛用于雷达、卫星地球站等无线电系统。
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图６－３８　卡塞格伦天线的构成

练　习　题

６６－１　简要说明分析面形天线辐射的近似方法。

６６－２　简要说明旋转抛物面天线的构成特点和工作原理。

习　题

６－１　频率ｆ＝１ＭＨｚ，电流振幅Ｉ＝１Ａ，电偶极子长度ｌ＝１０ｍ。（１）计算在垂直于
电偶极子轴线方向上，距离ｒ＝１０ｍ和１００ｋｍ处的电场Ｅ和平均功率密度；（２）计该电偶
极子的总辐射功率。

６－２　若波源频率为１ＭＨｚ，线长ｌ＝１ｍ的一段导线。（１）导线为一直线段，求其辐
射电阻；（２）将导线弯成一圆环，再求其辐射电阻

６－３　为了在电偶极子的最大辐射方向上距离１００ｋｍ处得到１００μＶ／ｍ的电场，该
电偶极子必须辐射多大的功率？

６－４　已知某天线的辐射功率为１００Ｗ，方向性系数为３。（１）求距离ｒ＝１０ｋｍ处，
最大辐射方向上的电场振幅；（２）若保持辐射功率不变，要使ｒ＝２０ｋｍ处的电场等于原来

ｒ＝１０ｋｍ处的电场，应选择方向性系数为多少的天线？

６－５　半波天线上的电流振幅Ｉ＝１Ａ，求离开天线１ｋｍ处的最大电场强度。

６－６　有一副七单元引向天线，反射器与有源振子的间距ｄｒ＝０．１７λ，各引向器等间
距排列，取ｄ＝０．２λ。试估算该天线的方向性系数和主瓣宽度。

６－７　以对数周期偶极子天线（ＬＰＤＡ）为例，简要说明非频变天线的工作原理。

６－８　卡塞格伦天线由哪几部分构成？简要说明其工作原理。
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第七章　静态电磁场

在一般的情况下，电场和磁场是互相联系的，是统一的电磁场的两个方面。但
是，当场源（即电荷、电流）不随时间变化时，它们所激发的电磁场也不随时间变化，称
为静态电磁场。由麦克斯韦方程组可以看出，当场量不随时间变化时，电场满足的方
程与磁场满足的方程是相互独立的。这表明，在静态情况下，电场和磁场是独立存在
的。
静态场是电磁场的特殊形式，由静止电荷产生的静电场、在导电媒质中恒定运动电荷

形成的恒定电场以及恒定电流产生的恒定磁场属于静态场。在静态场的情况下，电场可
以用一个标量电位来描述，磁场可以用一个矢量磁位来描述，在无源（Ｊ＝０）的区域中，磁
场也可以用一个标量磁位来描述。本章主要分析静态场的基本规律，着重对静态场的标
量电位、矢量磁位和标量磁位进行了分析；对工程实际中非常重要的电容、电阻和电感的
计算进行了讨论；最后，讨论了静电能量和静磁能量的分布与计算，以及用虚位移法求静
电力和静磁力。

７．１　静电场的标量电位

在６．１中指出，电磁场可用矢量位Ａ和标量位φ来描述，即

Ｂ＝ ×Ａ

Ｅ＝－Ａｔ－
烅
烄

烆 φ
（７．１．１）

对于不随时间变化的静态场，有Ａ
ｔ＝０

，所以

Ｅ＝－φ （７．１．２）

也就是说，在静态场的情况下，电场仅由标量位φ来确定，通常称φ为标量电位。这一结
论既适用于静电场，也适用于恒定电场。

７．１．１　静电位的微分方程

静电场的标量电位φ又称为静电位。由于
φ
ｔ＝０

，由式（６．１．１２）可知，静电位φ满足

标量泊松方程

２φ＝－ρε
（７．１．３）

在无自由电荷分布的空间中，由于ρ＝０，则电位φ满足拉普拉斯方程

２φ＝０ （７．１．４）



　　在静电场中，由于ω＝０，则ｋ＝ω μ槡ε＝０。由式（６．１．１９）可得到，在体积Ｖ 内体密度
为ρ（ｒ′）的电荷分布产生的静电位为

φ（ｒ）＝
１
４πε∫Ｖρ

（ｒ′）
Ｒ ｄＶ′ （７．１．５）

将式（７．１．５）中的ρ（ｒ′）ｄＶ′分别用ρＳ（ｒ′）ｄＳ′和ρ１（ｒ′）ｄｌ′代替，可得到面电荷和线电荷产
生的电位分别为

φ（ｒ）＝
１
４πε∫Ｓ

ρＳ（ｒ′）
Ｒ ｄＳ′ （７．１．６）

φ（ｒ）＝
１
４πε∫Ｃ

ρｌ（ｒ′）
Ｒ ｄｌ′ （７．１．７）

　　 对位于ｒ′处点电荷ｑ，由于∫ＶρｄＶ′＝ｑ，由式（７．１．５）可 得
φ（ｒ）＝

ｑ
４πε｜ｒ－ｒ′｜

（７．１．８）

　　对于位于不同位置的Ｎ 个点电荷ｑ１，ｑ２，…，ｑＮ 所组成的系统，在空间任意点产生的
电位为

φ（ｒ）＝
１
４πε∑

Ｎ

ｉ＝１

ｑｉ
｜ｒ－ｒ′ｉ｜

（７．１．９）

式中ｒ′ｉ是点电荷ｑｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）的位置矢量。

７．１．２　电位差

静电位具有明确的物理意义。将式（７．１．２）两端点乘ｄｌ，则有

Ｅ·ｄｌ＝－φ·ｄｌ＝－
φ
ｌ
ｄｌ＝－ｄφ

对上式两端从点Ｐ到点Ｑ 沿任意路径进行积分，则得到Ｐ、Ｑ两点之间的电位差为

φ（Ｐ）－φ（Ｑ）＝－∫
Ｑ

Ｐ
ｄφ＝∫

Ｑ

Ｐ
Ｅ·ｄｌ （７．１．１０）

由此可见，Ｐ、Ｑ两点之间的电位差φ（Ｐ）－φ（Ｑ）的物理意义为，把一个单位正电荷从Ｐ
点沿任意路径移动到Ｑ 点的过程中，电场力所做的功。电位差φ（Ｐ）－φ（Ｑ）又称为Ｐ、Ｑ
两点之间的电压，常用Ｕ 来表示。
应当注意，由式（７．１．２）定义的电位函数φ不是惟一确定的，可以加上一个任意常数，

但仍保持电场强度Ｅ不变。为了使场中每一点的电位具有确定的值，必须选择场中某一
固定点作为电位的参考点，即规定该点的电位值为零。电位参考点的选择具有一定的任
意性，参考点的选择不同，场中每一点的电位值也不同，相差一个常量值。一般来说，电位
参考点的选择应遵循以下原则：

（１）应使电位的表达式有意义，除个别特殊的点外，不能出现无穷大的电位值。
（２）同一个问题中只能选择一个电位参考点。
（３）应使电位的表达式尽可能简单。当电荷分布在有限区域内时，通常选择无穷远

处为电位参考点。
在式（７．１．１０）中，若选择Ｑ点为电位参考点，则Ｐ点的电位为
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φ（Ｐ）＝∫
Ｑ

Ｐ
Ｅ·ｄｌ （７．１．１１）

若选择无穷远处为电位参考点，则场中任一点Ｐ的电位为

φ（Ｐ）＝∫
∞

Ｐ
Ｅ·ｄｌ （７．１．１２）

７．１．３　静电位的边界条件

设Ｐ１ 和Ｐ２ 是介质分界面紧贴界面的相邻两点，其电位分别为φ１ 和φ２。由于界面
处的电场为有限值，当点Ｐ１ 和点Ｐ２ 间的距离Δｌ→０时，φ１－φ２＝Ｅ·Δｌ→０。因此，界面
两侧的电位是相等的，即

φ１ ＝φ２ （７．１．１３）

此外，由式ｎ·（Ｄ１－Ｄ２）＝ρＳ 和Ｄ＝－εφ，可得

ε２φ２ｎ－ε１
φ１
ｎ ＝－ρＳ

（７．１．１４）

式（７．１．１３）和式（７．１．１４）就是介质分界面上电位的边界条件。
若介质分界面上无自由电荷，即ρＳ＝０，则式（７．１．１４）成为

ε２φ２ｎ ＝ε１
φ１
ｎ

（７．１．１５）

　　在静电场中，导体内部的电场为零，导体是等位体。因此，在导体表面上，电位的边界
条件为

εφｎ＝－ρＳ
和φ＝ 常数 （７．１．１６）

　　例７．１　均匀电场Ｅ０ 的电位分布。
解：选择空间中的一点ｏ为坐标原点，设任一点Ｐ的位置矢量为ｒ。由式（７．１．１０）可

得

φ（Ｐ）－φ（Ｏ）＝∫
Ｏ

Ｐ
Ｅ０·ｄｌ＝－∫

Ｐ

Ｏ
Ｅ０·ｄｒ＝－Ｅ０·ｒ

由此可知，均匀电场的电位参考点不能选择为无穷远处。若选择点Ｏ为电位参考点，即φ
（Ｏ）＝０，则

φ（Ｐ）＝－Ｅ０·ｒ

　　在球面坐标系（ｒ，θ，）中，取极轴与Ｅ０ 的方向一致，即Ｅ０＝ｅｚＥ０，于是

φ（Ｐ）＝－Ｅ０·ｒ＝－ｅｚ·ｒＥ０ ＝－Ｅ０ｒｃｏｓθ

　　在圆柱面坐标系（ρ，，ｚ）中，取ｘ轴与Ｅ０ 的方向一致，即Ｅ０＝ｅｘＥ０，而ｒ＝ｅρρ＋ｅｚｚ，
于是

φ（Ｐ）＝－Ｅ０·ｒ＝－ｅｘ·ｒＥ０ ＝－Ｅ０ρｃｏｓ

　　例７．２　电偶极子的电位和电场强度。
解：真空中一对间距ｌ很小的等值异号电荷ｑ和－ｑ称为电偶极子，如图７－１所示。通
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图７－１　电偶极子

常把ｐ＝ｑｌ称为电偶极子的电矩，或电偶极矩，这里规定ｌ由负
电荷指向正电荷。设电偶极子的中心位于坐标原点，两电荷位
于ｚ轴上。在球面坐标系中，空间任一点Ｍ（ｒ，θ，）的电位为

φ（ｒ）＝
ｑ
４πε０

１
Ｒ＋
－ １Ｒ［ ］

－

其中，Ｒ＋和Ｒ－分别为电荷ｑ和－ｑ到场点Ｍ 的距离，即

Ｒ＋＝ ｒ２＋（ｌ／２）２－ｒｌｃｏｓ槡 θ

Ｒ－＝ ｒ２＋（ｌ／２）２＋ｒｌｃｏｓ槡 θ
在实际中，感兴趣的是电偶极子的远区场，即场点至电偶极子中心的距离ｒｌ的情况。
此时

１
Ｒ＋ ≈

１
ｒ １－（ｌ／ｒ）ｃｏｓ槡 θ

≈ １ｒ
１＋ｌ２ｒｃｏｓ（ ）θ

１
Ｒ－ ≈

１
ｒ １＋（ｌ／ｒ）ｃｏｓ槡 θ

≈ １ｒ
１－ｌ２ｒｃｏｓ（ ）θ

于是得到电偶极子的远区电位

φ（ｒ）＝
ｑｌ
４πε０ｒ２

ｃｏｓθ＝ ｐ
·ｒ

４πε０ｒ３
（７．１．１７）

应用球面坐标系中的梯度公式，可得到电偶极子的远区电场强度为

Ｅ（ｒ）＝－φ（ｒ）＝－ｅｒ
φ
ｒ－

ｅθ１ｒ
φ
θ＝

ｐ
４πε０ｒ３

（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ） （７．１．１８）

　　由式（７．１．１７）和式（７．１．１８）可知，电偶极子的电位与距离的平方成反比，电场强度的
大小与距离的三次方成反比，而且都与极角θ有关，但与方位角无关，具有轴对称性。
图７－２是电偶极子的场图，其中实线为电力线，虚线为等位线。

图７－２　电偶极子的等位线和电力线 图７－３　有限长直线电荷

　　例７．３　均匀带电有限长直线的电位。
如图７－３所示，长度为２ｌ的直线段上分布着电荷线密度ρ１０的均匀电荷，求此线电

荷的电位。
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解：采用圆柱面坐标系，令线电荷与ｚ轴相重合，中点位于坐标原点。由于轴对称性，
电位与无关。在带电线上位于ｚ′处的线元ｄｌ′＝ｄｚ′，它到点Ｐ（ρ，ｚ）的距离为

Ｒ＝ ρ
２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２

由式（７．１．７），得到

φ（ｒ）＝ρ
ｌ０

４πε０∫
ｌ

－ｌ

１

ρ
２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２

ｄｚ′＝

ρｌ０
４πε０
ｌｎ［ｚ′－ｚ＋ ρ

２＋（ｚ－ｚ′）槡 ２］ｌ

－ｌ ＝

ρｌ０
４πε０
ｌｎ ρ

２＋（ｚ－ｌ）槡 ２－（ｚ－ｌ）

ρ
２＋（ｚ＋ｌ）槡 ２－（ｚ＋ｌ）

　　在上式中若令ｌ→∞，则可得到无限长直线电荷的电位。当ｌＲ时，上式可写为

φ（ｒ）≈ρ
ｌ０

４πε０
ｌｎ ρ

２＋ｌ槡 ２＋ｌ

ρ
２＋ｌ槡 ２－ｌ

＝

ρｌ０
２πε０
ｌｎ ρ

２＋ｌ槡 ２＋ｌ
ρ

≈ ρｌ０２πε０
ｌｎ２ｌ
ρ

当ｌ→∞时，上式变为无穷大，这是因为电荷不是分布在有限区域内，而将电位参考点选
在无穷远点之故。这时可在上式中加上一个任意常数，则有

φ（ｒ）＝ ρ
ｌ０

２πε０
ｌｎ２ｌ
ρ
＋Ｃ

并选择有限远处为电位参考点。例如，选择ρ＝ａ的点为电位参考点，可得到

Ｃ＝－ ρｌ０２πε０
ｌｎ２ｌａ

故无限长直线电荷的电位为

φ（ｒ）＝ ρ
ｌ０

２πε０
ｌｎａ
ρ

（７．１．１９）

练　习　题

７．１－１　已知ｙ＞０的空间中没有电荷，下列几个函数中哪些是可能的电位的解？
（１）ｅ－ｙｃｏｓｈｘ；
（２）ｅ－ｙｃｏｓｘ；
（３）ｅ 槡－ ２ｙｃｏｓｘｓｉｎｘ；
（４）ｓｉｎｘｓｉｎｙｓｉｎｚ。

７．１－２　在无限大真空中，已知电位φ（ｒ）＝
ｑ
４πε０ｒｅ

－ｒ／λ，求对应的电场强度及电荷分

布。

７．１－３　一个半径为ａ的半圆环上电荷均匀分布，其电荷线密度为ρｌ，求半圆环的轴
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线上的电位φ（ｚ）和电场强度Ｅ（ｚ）。

７．１－４　半径为ａ的薄圆盘均匀带电，其电荷面密度为ρＳ０。试求圆盘边缘上任一点

Ｐ的电位。

７．２　恒定电场及其电位函数

７．２．１　恒定电场的基本方程

　　恒定电场也是电磁场的一种特殊情况，它满足的条件为


ｔ
（场量）＝０，Ｊ≠０ （７．２．１）

将上述条件代入麦克斯韦方程组，可得到

·Ｄ＝ρ （７．２．２）

×Ｅ＝０ （７．２．３）

可见，恒定电场所满足的方程与静电场相同，因而恒定电场具有与静电场相同的性质，也
是有源无旋场。但与静电场不同的是，恒定电场是稳恒运动电荷产生的电场，它既存在于
导体外部的介质中，也存在于恒定电流通过的导体内部。
在恒定电场中，由于电荷的分布不随时间变化，根据电荷守恒定律，得到恒定电流的

连续性方程为

·Ｊ＝０ （７．２．４）

在导电媒质中，任一点的电流密度Ｊ与该点的电场强度Ｅ 之间满足

Ｊ＝σＥ （７．２．５）

一般情况下，在导电媒质中存在电荷分布，而且电荷密度与电场的大小有关。所以，导电
媒质中的电荷分布通常是未知的，难以由式（７．２．２）来求解导电媒质中的恒定电场。然
而，由式（７．２．４）求解导电媒质中的电流分布却比较容易。因此，通常将式（７．２．３）和式
（７．２．４）作为导电媒质中恒定电场的基本方程，相应的积分形式为

∮Ｃ
Ｅ·ｄｌ＝０ （７．２．６）

∮Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝０ （７．２．７）

　　将式（７．２．５）代入式（７．２．４），有

·Ｊ＝ ·（σＥ）＝０

由于×Ｅ＝０，有Ｅ＝－φ，代入上式可得

·（σφ）＝０

若导电媒质是均匀的，即σ＝常数，则得

２φ＝０ （７．２．８）

由此可见，在均匀导电媒质中，电位函数满足拉普拉斯方程，与无源空间中的静电位所满
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足的方程相同。

７．２．２　恒定电场的边界条件

由式（７．２．６）和式（７．２．７），可得到在两种不同导电媒质分界面上，恒定电流的边界条
件为

ｎ×（Ｅ１－Ｅ２）＝０ （７．２．９）

ｎ·（Ｊ１－Ｊ２）＝０ （７．２．１０）

由于Ｊ＝σＥ＝－σφ，因此，电位函数的边界条件为

φ１ ＝φ２ （７．２．１１）

σ１φ１ｎ ＝σ２
φ２
ｎ

（７．２．１２）

　　在两种不同导电媒质分界面上，通常存在电荷分布，其面电荷密度为

ρＳ＝ｎ·（Ｄ１－Ｄ２）＝ｎ·（ε１Ｅ１－ε２Ｅ２）＝

ｎ· ε１σ１
Ｊ１－ε２σ２

Ｊ（ ）２ ＝ ε１
σ１－

ε２
σ（ ）２ Ｊｎ （７．２．１３）

　　需要指出的是，由于导体内存在恒定电场，根据边界条件可知，在导体表面上的电场
既有法向分量又有切向分量。电场并不垂直于导体表面，因而导体表面不是等位面。由
边界条件式（７．２．９）和式（７．２．１０）可导出场矢量在分界面上的折射关系，即

ｔａｎθ１
ｔａｎθ２ ＝

σ１
σ２

（７．２．１４）

图７－４　恒定电场的

折射关系

式中ｔａｎθ１＝
Ｅ１ｔ
Ｅ１ｎ
；ｔａｎθ２＝

Ｅ２ｔ
Ｅ２ｎ
，如图７－４所示。

如果媒质②是良导体，媒质①是不良导电媒质，即σ２

σ１。由式（７．２．１４）可知，只要θ２≠９０°，那么，ｔａｎθ１＝σ１σ２ｔａｎθ２≈

０，即θ１≈０。也就是说，在靠近分界面上，不良导电媒质内电
力线近似与良导体表面垂直，因而可把良导体表面近似地看
作为等位面。
若媒质②是导体，媒质①是理想介质（σ１＝０），则由于理

想介质中不存在恒定电流，即Ｊ１＝０，由式（７．２．１０）可知Ｊ２ｎ
＝Ｊ１ｎ＝０，且Ｅ２ｎ＝Ｊ２ｎ／σ２＝０。这表明，在导体一侧只能存在
沿切向的电流和切向的电场强度。因此，一根导线中通有恒

定电流时，不论导体如何弯曲，导体中的电流线也将是同样的弯曲。
例７．４　填充有两层介质的同轴电缆，内导体半径为ａ，外导体内半径为ｃ，介质的分

界面半径为ｂ。两层介质的介电常数为ε１ 和ε２，电导率为σ１ 和σ２。设内导体的电压为

Ｕ０，外导体接地。求：（１）两导体之间的电流密度和电场强度分布；（２）介质分界面上的自
由电荷面密度。
解：电流由内导体流向外导体，在分界面上只有法向分量，所以电流密度成轴对称分
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布。可先假设电流为Ｉ，由求出电流密度Ｊ的表达式，然后求出Ｅ１和Ｅ２，再由Ｕ０＝∫
ｂ

ａ
Ｅ１·

ｄｒ＋∫
ｃ

ｂ
Ｅ２·ｄｒ确定出电流Ｉ。

（１）设同轴电缆中单位长度的径向电流为Ｉ，则由∫Ｓ
Ｊ·ｄＳ＝Ｉ，可得电流密度为

Ｊ＝ｅρ
Ｉ
２πρ
　　（ａ＜ρ＜ｃ）

介质中的电场

Ｅ１ ＝Ｊσ１ ＝
ｅρ

Ｉ
２πσ１ρ

（ａ＜ρ＜ｂ）

Ｅ２ ＝Ｊσ２ ＝
ｅρ

Ｉ
２πσ２ρ

（ｂ＜ρ＜ｃ）

由于

Ｕ０ ＝∫
ｂ

ａ
Ｅ１·ｄｒ＋∫

ｃ

ｂ
Ｅ２·ｄｒ＝ Ｉ

２πσ１
ｌｎｂａ ＋

Ｉ
２πσ２
ｌｎｃｂ

于是得到

Ｉ＝ ２πσ１σ２Ｕ０
σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）

故两种介质中的电流密度和电场强度分别为

Ｊ＝ｅρ
σ１σ２Ｕ０

ρ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］
　（ａ＜ρ＜ｃ）

Ｅ１ ＝ｅρ
σ２Ｕ０

ρ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］
　（ａ＜ρ＜ｂ）

Ｅ２ ＝ｅρ
σ１Ｕ０

ρ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］
　（ｂ＜ρ＜ｃ）

　　（２）由ρＳ＝ｎ·Ｄ可得，介质１内表面的电荷面密度为

ρＳ１ ＝－ε１ｅρ·Ｅ１ ρ＝ａ
＝－ ε１σ２Ｕ０
ａ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］

介质２外表面的电荷面密度为

ρＳ２ ＝ε２ｅρ·Ｅ２ ρ＝ｃ
＝－ ε２σ１Ｕ０
ｃ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］

两种介质分界面上的电荷面密度为

ρＳ１２ ＝ （ε１ｅρ·Ｅ１－ε２ｅρ·Ｅ２ ρ＝ｂ
＝

（ε１σ２－ε２σ１）Ｕ０
ｂ［σ２ｌｎ（ｂ／ａ）＋σ１ｌｎ（ｃ／ｂ）］

练　习　题

７．２－１　同轴电缆的内导体半径为ａ，外导体内半径为ｂ，其间填充有电导率为σ的
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导电媒质。设内导体的电压为Ｕ０，外导体接地。求：（１）两导体之间的电流密度和电场强
度分布；（２）此同轴电缆单位长度的功率损耗。

７．２－２　球形电容器的内导体半径为ａ，外导体内半径为ｂ，其间填充有电导率为σ
的导电媒质。设内导体的电压为Ｕ０，外导体接地。求两导体之间的电流密度和电场强度
分布。

７．３　恒定磁场的矢量位和标量位

７．３．１　恒定磁场的矢量位

　　恒定磁场是由恒定电流所产生的磁场，也是电磁场的一种特殊情况。当场量不随时
间变化时，由麦克斯韦方程组得到恒定磁场的基本方程为

×Ｈ＝Ｊ （７．３．１）

·Ｂ＝０ （７．３．２）

因此，静磁场是无源有旋场。

１．恒定磁场的矢量位的微分方程
根据式（７．１．１），恒定磁场可用矢量位Ａ表示为

Ｂ＝ ×Ａ （７．３．３）

由于Ａ
ｔ＝０

，由式（６．１．１１）可知，矢量位Ａ满足矢量泊松方程

２Ａ＝－μＪ （７．３．４）

在无源区，Ｊ＝０，则矢量位Ａ满足矢量拉普拉斯方程

２Ａ＝０ （７．３．５）

　　在恒定磁场中，由于φｔ＝０
，根据洛伦兹条件（６．１．１０）得到

·Ａ＝０ （７．３．６）

　　对于恒定磁场，由于ω＝０，则ｋ＝ω μ槡ε＝０。由式（６．１．２０）可得到，体积Ｖ 内体密度
为Ｊ（ｒ′）的电流分布产生的矢量位为

Ａ（ｒ）＝ μ４π∫Ｖ Ｊ（ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （７．３．７）

对于面分布电流和细导线电流回路，其矢量位分别为

Ａ（ｒ）＝ μ４π∫Ｓ

ＪＳ（ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＳ′ （７．３．８）

Ａ（ｒ）＝ μ４π∮Ｃ

Ｉｄｌ′
｜ｒ－ｒ′｜

（７．３．９）

　　利用矢量位Ａ也可以计算穿过任意曲面Ｓ的磁通，即

０８２



Ψ ＝∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝∫Ｓ

×Ａ·ｄＳ＝∮Ｃ
Ａ·ｄｌ （７．３．１０）

式中Ｃ为曲面Ｓ的边界。

２．矢量位的边界条件
根据恒定磁场在不同媒质分界面上的边界条件

ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝ＪＳ （７．３．１１）

ｎ·（Ｂ１－Ｂ２）＝０ （７．３．１２）

　　以及Ｂ＝×Ａ，可得到不同媒质分界面上矢量位Ａ的边界条件为

Ａ１ ＝Ａ２ （７．３．１３）

ｎ× １
μ１
×Ａ１－１

μ２
×Ａ（ ）２ ＝ＪＳ （７．３．１４）

　　在一些特殊情况下，矢量位Ａ的边界条件可以得到简化：
（１）边界面是与ｚ轴平行的平面或柱面，且电流沿ｚ轴方向流动，即ＪＳ＝ｅｚＪＳ。在这

种情况下，矢量位Ａ也只有ｚ轴方向的分量，即Ａ＝ｅｚＡｚ，则边界条件可写为

Ａ１ｚ ＝Ａ２ｚ （７．３．１５）

１
μ１
Ａ１ｚ
ｎ －１

μ２
Ａ２ｚ
ｎ ＝ＪＳ （７．３．１６）

　　（２）边界面是球面或圆柱面，且电流是环形流动的，即ＪＳ＝ｅＪＳ，且ＪＳ 与坐标无
关，则矢量位Ａ也只有方向的分量，且与坐标无关，即Ａ＝ｅＡ。在这种情况下，边界

图７－５　小圆环电流

条件可写为

Ａ１ ＝Ａ２ （７．３．１７）

１
ｒ
１
μ１

ｎ
（ｒＡ１）－

１
μ２

ｎ
（ｒＡ２［ ］）＝ＪＳ （７．３．１８）

　　例７．５　小电流回路的远区矢量位与磁场。
如图７－５所示，小圆形回路的半径为ａ，回路中的电流为Ｉ。
解：采用球面坐标系，由于具有轴对称性，矢量位Ａ与无关，为简化计算，只需求

＝０平面上的矢量位与磁场。根据图７－５，有

ｒ＝ｅｒｒ＝ｒ（ｅｘｓｉｎθ＋ｅｚｃｏｓθ）

ｒ′＝ｅ′ｒａ＝ａ（ｅｘｃｏｓ′＋ｅｚｓｉｎ′）

ｄｌ′＝ｅ′ａｄ′＝ （－ｅｘｓｉｎ′＋ｅｙｃｏｓ′）ａｄ′

所以

｜ｒ－ｒ′｜＝［（ｒｓｉｎθ－ａｃｏｓ′）
２＋ａ２ｓｉｎ２′＋ｒ

２ｃｏｓ２θ］１／２ ＝

［ｒ２＋ａ２－２ａｒｓｉｎθｃｏｓ′］
１／２

对于远区，有ｒａ，所以

１
｜ｒ－ｒ′｜＝

１
ｒ １＋ ａ（ ）ｒ

２

－２ａｒｓｉｎθｃｏｓ［ ］′ －１／２

≈

１８２



１
ｒ
１－２ａｒｓｉｎθｃｏｓ［ ］′ －１／２

≈ １ｒ
１＋ａｒｓｉｎθｃｏｓ（ ）′

将上述表达式代入式（７．３．９），得到

Ａ（ｒ）＝μ０Ｉａ４π∫
２π

０

１
ｒ
１＋ａｒｓｉｎθｃｏｓ（ ）′·（－ｅｘｓｉｎ′＋ｅｙｃｏｓ′）ｄ′＝

ｅｙμ０
Ｉπａ２

４πｒ２
ｓｉｎθ

由于在＝０面上ｅｙ＝ｅ，所以上式可写成

Ａ（ｒ）＝ｅμ
０Ｉπａ２

４πｒ２
ｓｉｎθ＝ｅμ

０ＩＳ
４πｒ２

ｓｉｎθ （７．３．１９）

式中，Ｓ＝πａ２ 是小圆环的面积。
利用球面坐标系中旋度的计算公式，可得到载流小圆环的远区磁感应强度为

Ｂ＝×Ａ＝ｅｒ １
ｒｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθＡ）－ｅθ

１
ｒ

ｒ
（ｒＡ）＝

μ０ＩＳ
４πｒ３

（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ） （７．３．２０）

由上式可见，载流小圆环的远区磁场分布与电偶极子的远区电场分布相似，图７－６是其

Ｂ线分布。因此，又把载流小圆环看作为磁偶极子，并把ＩＳ称为磁偶极子的磁矩，或磁偶

图７－６　磁偶极子的Ｂ线

极矩，表示为

ｐｍ ＝ＩＳ （７．３．２１）

式（７．３．１９）又可写成

Ａ（ｒ）＝ｅμ
０ｐｍ
４πｒ２

ｓｉｎθ （７．３．２２）

或

Ａ（ｒ）＝ μ０
４πｒ３ｐｍ ×

ｒ （７．３．２３）

式（７．３．２０）可写成

Ｂ＝μ０ｐｍ４πｒ３
（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ） （７．３．２４）

　　例７．６　有一电流分布Ｊ（ｒ）＝ｅｚρＪ０（ρ≤ａ），求矢量位Ａ（ｒ）和磁感应强度Ｂ（ｒ）。
解：由于电流只有ｅｚ 分量，且仅为ρ的函数，故Ａ（ｒ）也只有ｅｚ 分量，且仅为ρ的函

数，即Ａ（ｒ）＝ｅｚＡｚ（ρ）。在圆柱坐标系中，由Ａｚ（ρ）满足的一维微分方程和边界条件，即可
求解出Ａ（ｒ），然后由Ｂ（ｒ）＝×Ａ（ｒ）可求出Ｂ（ｒ）。
记ρ≤ａ和ρ≥ａ的矢量磁位分别为Ａ１（ｒ）和Ａ２（ｒ）。由于在ρ≥ａ时电流为零，所以

２Ａｚ１（ρ）＝
１
ρ

ρρ

Ａｚ１
（ ）ρ ＝－μ０Ｊ０ρ　　（ρ≤ａ）

２Ａｚ２（ρ）＝
１
ρ

ρρ

Ａｚ２
（ ）ρ ＝０　　　　　（ρ≥ａ）

２８２



由此可解得

Ａｚ１（ρ）＝－
１
９μ０Ｊ０ρ

３＋Ｃ１ｌｎρ＋Ｄ１

Ａｚ２（ρ）＝Ｃ２ｌｎρ＋Ｄ２

Ａｚ１（ρ）和Ａｚ２（ρ）满足的边界条件为

①ρ→０时，Ａｚ１（ρ）为有限值。

②ρ＝ａ时，Ａｚ１（ａ）＝Ａｚ２（ａ），
Ａｚ１
ρ ρ＝ａ

＝Ａｚ２
ρ ρ＝ａ

由条件①、②，有

Ｃ１ ＝０

－１９μ０Ｊ０ａ
３ ＝Ｃ２ｌｎａ＋Ｄ２

－１３μ０Ｊ０ａ
２ ＝Ｃ２ １ａ

由此可解得

Ｃ２ ＝－１３μ０Ｊ０ａ
３

Ｄ２ ＝－１３μ０Ｊ０ａ
３ １
３－ｌｎ（ ）ａ

故

Ａｚ１（ρ）＝－
１
９μ０Ｊ０ρ

３＋Ｄ１

Ａｚ２（ρ）＝－
１
３μ０Ｊ０ａ

３ｌｎρ－
１
３μ０Ｊ０ａ

３ １
３－ｌｎ（ ）ａ

式中，常数Ｄ１ 由参考点确定，若令ρ＝０时，Ａｚ１（ρ）＝０，则有Ｄ１＝０。
空间的磁感应强度为

Ｂ１（ρ）＝ ×Ａ１（ρ）＝ｅ
１
３μ０Ｊ０ρ

２　　（ρ＜ａ）

Ｂ２（ρ）＝ ×Ａ２（ρ）＝ｅμ
０Ｊ０ａ３

３ρ
　　　（ρ＜ａ）

７．３．２　静磁场的标量磁位及其微分方程

前面已经指出，在一般的情况下，恒定磁场只能用矢量位Ａ来描述。但是由于矢量位
是一个矢量，求解起来往往很复杂。因此，在某些情况下可以考虑用标量磁位来描述磁场。

１．标量磁位φｍ 及其微分方程
若在所研究的空间中没有自由电流，即Ｊ＝０。那么，在此空间中，有×Ｈ＝０。因

此，可以把Ｈ用一个标量函数的梯度来表示，即

Ｈ＝－φｍ （７．３．２５）

３８２



式中，φｍ 称为标量磁位。
将Ｂ＝μ０（Ｈ＋Ｍ）和Ｈ＝－φｍ 代入·Ｂ＝０，有

·Ｂ＝μ０（·Ｈ＋·Ｍ）＝－μ０·φｍ＋μ０·Ｍ ＝０

由此可得到φｍ 满足泊松方程

２φｍ ＝－ρ
ｍ

μ０
（７．３．２６）

式中

ρｍ ＝－μ０·Ｍ （７．３．２７）

称为磁介质体内的等效磁荷体密度。方程的一个特解为

φｍ（ｒ）＝
１
４πμ０∫Ｖ ρ

ｍ（ｒ′）
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （７．３．２８）

在均匀媒质中·Ｍ＝０，即ρｍ＝０。因此，φｍ 满足拉普拉斯方程

２φｍ ＝０ （７．３．２９）

２．标量磁位φｍ 的边界条件
在两种不同媒质的分界面上，由ｎ×（Ｈ１－Ｈ２）＝０和ｎ·（Ｂ１－Ｂ２）＝０，可得到标量磁

位φｍ 的边界条件为

φｍ１ ＝φｍ２ （７．３．３０）

μ１
ｍ１
ｎ ＝μ２

ｍ２
ｎ

（７．３．３１）

　　此外，由ｎ·（Ｂ１－Ｂ２）＝０及Ｂ＝μ０（Ｈ＋Ｍ），又可将式（７．３．３１）改写为

φｍ２
ｎ －φｍ１ｎ ＝－ρｍＳ （７．３．３２）

式中

ρｍＳ＝－μ０ｎ·（Ｍ２－Ｍ１） （７．３．３３）

称为介质分界面上的等效磁荷面密度。
例７．７　半径为ａ、长为ｌ的圆柱永磁体，沿轴向均匀磁化，其磁化强度为Ｍ＝ｅｚＭ０，

如图７－７所示。求远区场的磁感应强度。
解：这是由永磁体所产生磁场的问题，可用等效磁荷来求磁场。因Ｍ 是常矢量，ρｍ

＝－·Ｍ＝０。在永磁体的上下端面上有面磁荷分布：ρｍＳ上＝Ｍ·ｅｚ＝Ｍ０，ρｍＳ下＝－Ｍ·

ｅｚ＝－Ｍ０，但在侧面上ρｍＳ＝Ｍ·ｅρ＝０。求远区磁场时，由于ｒｌ，可近似认为等效磁荷
分别集中在上、下端面的中心，总磁荷分别为

ｑｍ上 ＝πａ２ρｍＳ上 ＝πａ
２Ｍ０

ｑｍ下 ＝πａ２ρｍＳ下 ＝－πａ
２Ｍ０

由磁荷ｑｍ上和ｑｍ下产生的标量磁位为

φｍ ＝
１
４π
ｑｍ上
Ｒ１ ＋

ｑｍ下
Ｒ（ ）２

４８２



图７－７　均匀磁化圆柱

其中

Ｒ１ ＝ ［ｒ２＋（ｌ／２）２－ｒｌｃｏｓθ］１／２

Ｒ２ ＝ ［ｒ２＋（ｌ／２）２＋ｒｌｃｏｓθ］１／２

　　对于远区磁场，ｒｌ，则有

１
Ｒ１ ＝

１
ｒ＋

ｌ
２ｒ２ｃｏｓθ

１
Ｒ２ ＝

１
ｒ－

ｌ
２ｒ２ｃｏｓθ

故得

φｍ＝
ａ２Ｍ０ｌ
４ｒ２ ｃｏｓθ

Ｂ＝－μ０φｍ ＝－μ
０Ｍ０ｌａ２

４  ｃｏｓθｒ（ ）２ ＝

μ０Ｍ０ｌａ
２

４ｒ３
（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ）

练　习　题

７．３－１　在某一场域内，如果矢量磁位Ａ＝ｅｘ５ｘ３，试求电流密度Ｊ的分布。

７．３－２　在恒定磁场中，已知矢量磁位Ａ在圆柱坐标系中的表达式为

Ａｘ ＝
－ μＩ４πρ

２
０
ρ
２　　　　 ρ≤ρ０

μＩ
２π
ｌｎρ
ρ０
－（ ）１２ 　　ρ＞ρ

烅

烄

烆 ０

试求磁场强度Ｈ的分布。

７．３－３　半径为ａ磁介质球，具有磁化强度为

Ｍ＝ｅｚ（Ａｚ２＋Ｂ）

其中Ａ和Ｂ 为常数，求等效磁荷密度ρｍ和ρｍＳ。

７．４　电容与部分电容

７．４．１　电容

　　在静电场中，达到静电平衡时，导体是等位体。导体内部没有电荷，电荷只能分布在
导体的表面上，且各点的电荷面密度ρＳ取决于导体表面的形状。假设一个孤立导体带电
荷为ｑ，所产生的电位为φ。若将导体上的总电荷增加ｋ倍，则导体表面上各点的电荷面
密度ρＳ也将增加ｋ倍。由式（７．１．６）可知，导体的电位也将增加ｋ倍，也就是说一个孤立
导体的电位与它所带的总电荷成正比。我们把一个孤立导体所带的总电荷ｑ与它的电位

φ之比

５８２



Ｃ＝ｑ
φ

（７．４．１）

称为孤立导体的电容。
电容器是由两个导体构成的导体系统。当两导体之间加电压Ｕ 时，一个导体带电荷

为＋ｑ，而另一个导体则带电荷－ｑ。电荷量ｑ与两导体之间的电压Ｕ 也成正比，我们把
比值

Ｃ＝ｑＵ
（７．４．２）

称为电容器的电容。
电容是导体系统的一种物理属性，它只与导体的形状、尺寸、相互位置以及导体周围

的介质有关，而与导体的电位和所带的电荷无关。
例７．８　如图７－８所示的平行双线传输线，导线的半径为ａ，两导线的轴线相距为

Ｄ，且Ｄａ。试求传输线单位长度的电容。
解：设两导线单位长度带电量分别为＋ρｌ 和－ρｌ。由于Ｄａ，在计算导线外的电场

时，可近似地认为电荷是均匀分布在导线表面上。应用高斯定律和叠加原理，可得到两导
线间的平面上任一点Ｐ的电场为

Ｅ（ｘ）＝ ρ１
２πε０

１
ｘ＋

１
Ｄ－（ ）ｘｅｘ

两导线间的电压

Ｕ ＝∫
Ｄ－ａ

ａ
Ｅ（ｘ）·ｅｘｄｘ＝ ρ１

２πε０∫
Ｄ－ａ

ａ

１
ｘ＋

１
Ｄ－（ ）ｘ ｄｘ＝

ρｌ
πε０
ｌｎＤ－ａａ

于是得到平行双线传输线单位长度的电容为

Ｃ１ ＝ρ１Ｕ ＝
πε０

ｌｎＤ－ａａ

≈ πε０

ｌｎＤａ

　　例７．９　计算同轴线单位长度的电容。
如图７－９所示，同轴线的内导体半径为ａ，外导体的内半径为ｂ，内外导体间填充介

电常数为ε的均匀电介质。

图７－８　平行双线传输线 图７－９　同轴线

６８２



解：设同轴线的内、外导体单位长度带电量分别为ρ１ 和－ρ１，应用高斯定律，可得到
内外导体间的电场强度为

Ｅ（ρ）＝ｅρ ρ
１

２περ
则内外导体间的电压为

Ｕ ＝∫
ｂ

ａ
Ｅ（ρ）·ｅρｄρ＝ ρ

１

２πε∫
ｂ

ａ

１
ρ
ｄρ＝ ρ

１

２πε
ｌｎｂａ

故同轴线单位长度的电容为

Ｃ１ ＝ρｌＵ ＝
２πε
ｌｎｂ／ａ

７．４．２　电介质击穿

电容器的性能规格不仅包括它的电容值，还有它所能承受的最大电压。电场使电容
器中的电介质材料极化，如果电场很强，将把介质中的电子完全拉离分子，形成自由电子，
使电介质成为导体，这种现象称为电介质击穿。电介质材料所能承受的最大电场强度，称
为电介质的击穿场强或电介质强度。当电容器中的电场强度超过其电介质强度时，电介
质被击穿，电容器发生短路或烧毁。
例７．１０　有一根同轴电缆，内导体半径ａ＝１ｃｍ，外导体的内半径为ｂ＝１．８ｃｍ，内外

导体间填充有两层不同的均匀电介质，其分界面半径ｃ＝１．５ｃｍ，如图７－１０所示。内层
电介质是ε１＝２．７ε０ 的聚苯乙烯，外层电介质是ε２＝４ε０ 的油纸。已知聚苯乙烯和油纸的
电介质强度分别为Ｅ１Ｍ＝２×１０５Ｖ／ｃｍ和Ｅ２Ｍ＝１５×１０５Ｖ／ｃｍ。当内外导体间的电压逐
渐升高时，哪层电介质先被击穿？这根电缆能承受的最高电压是多少？
解：设同轴电缆的内、外导体单位长度带电量分别为ρ１ 和－ρ１，应用高斯定律，可得

到内外导体间的电场强度。在介质１中，电场强度为

Ｅ１（ρ）＝ｅρ ρ
１

２πε１ρ
　　（ａ＜ρ＜ｃ）

在介质２中，电场强度为

Ｅ２（ρ）＝ｅρ ρ
１

２πε２ρ
　　（ｃ＜ρ＜ｂ）

图７－１０　填充有两层 不同介质的同轴电缆 图７－１１　同轴电缆中Ｅ的变化曲线　　图７－１１是Ｅ１ 和Ｅ２ 随ρ变化的曲线，可以看出，两层电介质都是在各自内表面上电
场强度最大。在介质１中，最大电场强度为
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Ｅ１ｍａｘ＝ ρ１
２πε１ａ

在介质２中，最大电场强度为

Ｅ２ｍａｘ＝ ρ１
２πε２ａ

于是有

Ｅ１ｍａｘ
Ｅ２ｍａｘ ＝

ε２ｃ
ε１ａ＝

２２２

又由于

Ｅ１Ｍ
Ｅ２Ｍ ＝

１３３

因此

Ｅ１ｍａｘ
Ｅ２ｍａｘ ＞

Ｅ１Ｍ
Ｅ２Ｍ　
或 　Ｅ１ｍａｘＥ１Ｍ ＞

Ｅ２ｍａｘ
Ｅ２Ｍ

由此可见，随着内外导体间的电压逐渐升高，Ｅ１ｍａｘ先达到电介质强度Ｅ１Ｍ，所以内层电介
质先被击穿。
当Ｅ１ｍａｘ达到电介质强度Ｅ１Ｍ时，有

ρｌＭ ＝２πε１ａＥ１Ｍ
因此，这根电缆所能承受的最高电压为

Ｕｍａｘ＝∫
ｃ

ａ

ρｌＭ
２πε１ρ

ｄρ＋∫
ｂ

ｃ

ρｌＭ
２πε２ρ

ｄρ＝

ａＥ１Ｍ ｌｎｃａ ＋
ε１
ε２
ｌｎｂ（ ）ｃ ＝１０６×１０５Ｖ

７．４．３　部分电容

在实际工作中，经常遇到由三个或更多的导体组成的多导体系统。在多导体系统中，
任何两个导体间的电压都要受到其余导体上的电荷的影响。因此，研究多导体系统时，必
须把电容的概念加以推广，引入部分电容的概念。

１．电位系数
在由Ｎ 个位置、形状及周围介质不变的导体组成的系统中，每一个导体的电位

（电位参考点为大地或无穷远处）不仅与自身所带的电荷有关，而且与其它各导体所
带的电荷有关。由于电位与各导体所带的电荷之间成线性关系，所以，各导体的电位
为

φｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
αｉｊｑｊ　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （７．４．３）

式中αｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ）称为电位系数。下标相同的αｉｉ称为自电位系数，下标不同的αｉｊ
（ｉ≠ｊ）称为互电位系数。电位系数αｉｊ具有以下特点：

（１）αｉｊ在数值上等于第ｊ个导体上的总电量为一个单位、而其余导体上的总电量都
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为零时，第ｉ个导体上的电位，即

αｉｊ ＝φｉｑｊ ｑ１＝…＝ｑｊ－１＝ｑｊ＋１…＝ｑＮ＝０
（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ） （７．４．４）

　　（２）αｉｊ只与各导体的形状、尺寸、相互位置以及导体周围的介质参数有关，而与各导
体的电位和带电量无关；

（３）所有电位系数αｉｊ＞０，且具有对称性，即αｉｊ＝αｊｉ。

２．电容系数
若已知各导体的电位，从式（７．４．３）可解出各导体的电量，得到

ｑｉ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
βｉｊφｊ　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （７．４．５）

式中，βｉｊ称为电容系数或感应系数。下标相同的系数βｉｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）称为自电容系数
或自感应系数；下标不同的系数βｉｊ（ｉ≠ｊ）称为互电容系数或互感应系数。电容系数βｉｊ具
有以下特点：

（１）βｉｊ在数值上等于第ｊ个导体的电位为一个单位、而其余导体接地时，第ｉ个导体
上的电量，即

βｉ ＝
ｑｉ
φｊ φ１＝…＝φｊ－１＝φｊ＋１…＝φＮ＝０

（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ） （７．４．６）

　　（２）βｉｊ只与各导体的形状、尺寸、相互位置以及导体周围的介质参数有关，而与各导
体的电位和带电量无关；

（３）βｉｊ具有对称性，即βｉｊ＝βｊｉ；互电容系数βｉｊ≤０（ｉ≠ｊ），自电容系数βｊｊ＞０；
（４）电容系数βｉｊ与电位系数αｉｊ的关系为

βｉｊ ＝ （－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ
Δ

式中Δ是方程组（７．４．３）的电位系数αｉｊ组成的行列式｜αｉｊ｜，Ｍｉｊ是行列式｜αｉｊ｜的余子
式。

３．部分电容
为了引入部分电容的概念，将式（７．４．５）改写为

ｑｉ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

（βｉｊφｊ－βｉｊφｉ＋βｉｊφｉ）＝－∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
βｉｊ（φｉ－φｊ）＋∑

Ｎ

ｊ＝１
βｉｊφｉ ＝

∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
Ｃｉｊ（φｉ－φｊ）＋Ｃｉｉφｉ　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （７．４．７）

式中

Ｃｉｊ ＝－βｉｊ　（ｉ≠ｊ） （７．４．８）

Ｃｉｉ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
βｉｊ （７．４．９）

由式（７．４．７）可知，任何一个导体上的电荷都是由Ｎ 部分电荷量组成，其中ｑｉｉ＝Ｃｉｉφｉ 与

导体ｉ的电位φｉ成正比，比值Ｃｉｉ＝
ｑｉｉ
φｉ
是导体ｉ与地之间的部分电容，称为导体ｉ的自有部
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分电容；ｑｉｊ＝Ｃｉｊ（φｉ－φｊ）（ｉ≠ｊ）与导体ｉ和导体ｊ之间的电位差成正比，比值Ｃｉｊ＝
ｑｉｉ

φｉ－φｊ
（ｉ≠ｊ）是导体ｉ与导体ｊ之间的部分电容，称为导体ｉ与导体ｊ间的互有部分电容。部分
电容有如下特点：

（１）Ｃｉｉ在数值上等于全部导体的电位都为一个单位时，第ｉ个导体上总电荷的大小；
（２）Ｃｉｊ（ｉ≠ｊ）在数值上等于第ｊ个导体上的电位为一个单位、其余导体都接地时，第

ｉ个导体上感应电荷的大小；
（３）所有部分电容都大于零，即Ｃｉｊ＞０；
（４）部分电容具有对称性，即Ｃｉｊ＝Ｃｊｉ。
由Ｎ 个导体构成的系统共有Ｎ（Ｎ－１）个部分电容，这些部分电容形成一个电容网

络，图７－１２示出三个导体及其与大地的部分电容。
例７．１１　如图７－１３（ａ）所示的对称三芯电缆。当三根芯线用细导线连接在一起时，

测得它与外壳的电容为００５４μＦ；当其中两根芯线与外壳相连接时，测得另一根芯线与外
壳的电容为００３６μＦ。试求各部分电容。

图７－１２　三个导体与地

的部分电容

图７－１３　三芯电缆的部分电容

　　解：三芯电缆是由四个导体构成的系统，有六个部分电容。由于对称性，有

Ｃ１１ ＝Ｃ２２ ＝Ｃ３３

Ｃ１２ ＝Ｃ２３ ＝Ｃ
烅
烄

烆 １３

当三根芯线用细导线连接在一起时，它与外壳之间等效为Ｃ１１、Ｃ２２和Ｃ３３与外壳形成的并
联电容网络，如图７－１３（ｂ）所示，所以

Ｃ１１＋Ｃ２２＋Ｃ３３ ＝００５４μＦ

由此得到

Ｃ１１ ＝Ｃ２２ ＝Ｃ３３ ＝００１８μＦ

当导体１和２与外壳连接在一起时，导体３与外壳之间等效为Ｃ１３、Ｃ２３和Ｃ３３与外壳形成
的并联电容网络，如图７－１３（ｃ）所示，所以

Ｃ１３＋Ｃ２３＋Ｃ３３ ＝００３６μＦ

由此得到

Ｃ１３ ＝Ｃ２３ ＝Ｃ１２ ＝００３６－Ｃ３３２ ＝０００９μＦ
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７．４．４　静电屏蔽

在工程上，常常把不可受外界电场影响的设备或不希望去影响外界的设备用一个接
地金属壳罩起来，以隔绝有害的静电影响，这就是静电屏蔽作用。应用部分电容可以说明

图７－１４　静电屏蔽

静电屏蔽作用。设有如图７－１４所示的三导体系统，导体０
接地，导体１被导体０完全包围。由式（７．４．７），应有

ｑ１ ＝Ｃ１２（φ１－φ２）＋Ｃ１１φ１ （７．４．１０）

ｑ２ ＝Ｃ２１（φ２－φ１）＋Ｃ２２φ２ （７．４．１１）

令ｑ１＝０，这时导体０内无电场，所以φ１＝０。由式（７．４．
１０），可得到Ｃ１２（φ１－φ２）＝０，但φ１－φ２＝－φ２≠０，故必有

Ｃ１２＝０。因此，在导体０接地的情况下，有

ｑ１ ＝Ｃ１１φ１

ｑ２ ＝Ｃ２２φ２
即ｑ１ 只与φ１ 有关，ｑ２ 只与φ２ 有关，这表明导体１与导体２之间无静电联系，起到了静电
屏蔽作用。

练　习　题

７．４－１　半径为ａ的导体球的表面上有一层厚度为ｄ、介电常数为ε的均匀介质球
壳，求此导体球的电容。

７．４－２　两个半径均为ａ＝１ｃｍ的小球，位于空气中，相距为Ｄ＝２０ｃｍ。
（１）若已知φ１＝１Ｖ，φ２＝２Ｖ，求ｑ１ 和ｑ２；
（２）若已知φ１＝１Ｖ，ｑ２＝１０

－６Ｃ，求ｑ１ 和ｑ２；
（３）欲使小球２带电荷ｑ２＝１０－８Ｃ，小球１不带电荷，问该采用什么方法？

７．５　电　阻

７．５．１　电阻

　　工程上常常需要计算两电极之间填充的导电媒质的电阻，这是恒定电场的一个重要
问题。在导电媒质中，电流Ｉ从一个电极流向另一个电极，我们把两电极间的导电媒质中
的电流Ｉ与两电极的电压Ｕ 之比称为电导，即

Ｇ＝ＩＵ
（７．５．１）

电导的倒数即为电阻Ｒ，即

Ｒ＝ １Ｇ ＝
Ｕ
Ｉ

（７．５．２）

　　对于形状较为规则的导电媒质，可先假设两电极间流过的电流Ｉ，然后按Ｉ→Ｊ→Ｅ→
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Ｕ→Ｒ的步骤求得电阻。也可先假设两电极的电压Ｕ，然后按Ｕ→→Ｅ→Ｊ→Ｉ→Ｒ的步
骤求得电阻。
例７．１２　同轴电缆的内导体半径为ａ，外导体的内半径为ｂ。内、外导体之间填充有

导电媒质，其电导率为σ，如图７－１５所示。求同轴电缆单位长度的漏电阻。
解：在每单位长度的同轴电缆上，设由内导体流向外导体的径向电流为Ｉ。由于具有

轴对称性，所以内、外导体之间电流密度为

Ｊ＝ｅρ
Ｉ
２πρ

由Ｊ＝σＥ，得到电场强度

Ｅ＝ Ｊσ ＝
ｅρ
Ｉ
２πσρ

所以内、外导体之间电压为

Ｕ ＝∫
ｂ

ａ
Ｅ·ｄｐ＝ Ｊσ ＝∫

ｂ

ａ

Ｉ
２πσρ

ｄρ＝
Ｉ
２πσ
ｌｎｂａ

故同轴电缆单位长度的漏电阻为

Ｒ＝ＵＩ ＝
１
２πσ
ｌｎｂａ

　　例７．１３　在一块厚度为ｈ的导电板上，由两个半径为ｒ１ 和ｒ２ 的圆弧和夹角为０ 的
两半径割出的一段环形导电媒质，如图７－１６所示。计算沿方向的两电极之间的电阻。
设导电媒质的电导率为σ。
解：设在沿方向的两电极之间外加电压Ｕ０，则电流沿方向流动，而且电流密度

是随ρ变化的。但容易判定电位φ只是变量的函数，因此电位函数φ满足一维拉普拉
斯方程：

１
ρ
２
ｄ２φ
ｄ

２ ＝０　　（０＜＜０）

图７－１５　填充导电媒 质的同轴电缆的横截面 图７－１６　环形导电媒质块由此可解得

φ＝Ｃ１＋Ｃ２

由φ ＝０
＝Ｕ０ 和φ ＝０

＝０，可以得到

Ｃ１ ＝－Ｕ０／０，　Ｃ２ ＝Ｕ０
所以电位函数
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φ＝Ｕ０－
Ｕ０
０

　（０＜＜０）

电流密度为

Ｊ＝σＥ ＝－σφ＝－ｅ
φ
ρ

＝ｅ
Ｕ０
ρ０

两电极间的电流

Ｉ＝∫Ｓ
Ｊ·ｅｄＳ＝∫

ｒ２

ｒ１

σＵ０
０ρ
ｈｄρ＝

σｈＵ０
０
ｌｎｒ２ｒ１

故得到沿方向的两电极之间的电阻为

Ｒ＝Ｕ０Ｉ ＝ ０
σｈｌｎ（ｒ２／ｒ１）

７．５．２　接地电阻

在电子与电气工程中，为了保障人员和设备的安全，要求电子设备与大地有良好的电
接触。为此，通常将设备通过导线与埋入地下的金属体连接，这种埋入地下的导体系统称
为接地器。电流经接地器流散到大地中所遇到的电阻称为接地电阻，它包括导线与接地
器本身的电阻、接地器与大地的接触电阻，以及两个接地器之间的土壤的电阻和接地器到
无限远处的大地电阻。其中前三部分的电阻值通常比最后部分要小得多，因此，这里所讨
论的接地电阻主要是大地电阻。
计算接地电阻时，必须研究大地中的电流分布。电流经接地器流散到大地时，在接地

器周围的电流密度最大，所遇到的接地电阻也就主要集中在接地器附近。因此，当接地器
深埋入地下时，可以不考虑大地表面对接地电阻的影响。
例７．１４　球形接地器的接地电阻。
一半径为ａ的金属导体球，深埋入地下，如图７－１７所示。设土壤的电导率为σ，求

接地电阻。

图７－１７　深埋球形接地器

解：由于金属导体球深埋入地下，可以不考虑大地表面对
接地电阻的影响。设经接地器流散到大地中的电流为Ｉ，则大地
中任一点的电流密度为

Ｊ＝ｅｒ Ｉ４πｒ２

电场强度为

Ｅ＝ Ｊσ ＝
ｅｒ Ｉ
４πσｒ２

接地器至无限远处的电压为

Ｕ ＝∫
∞

ａ
Ｅ·ｄｒ＝ Ｉ

４πσ∫
∞

ａ

１
ｒ２ｄｒ＝

Ｉ
４πσａ

由此得到接地电阻为

Ｒ＝ＵＩ ＝
１
４πσａ
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为了使设备与大地有良好的电接触，要求接地电阻愈小愈好。从上式可以看出，增大接地
器的表面积和在接地器附近的土壤中渗入电导率高的物质，都可以减小接地电阻。

７．５．３　电阻率法测井

在进行石油勘探中，当一口井钻到一定深度时，必须将探测仪放入井中进行测井。根
据探测到的一系列数据，估计油层中的石油储量。
电阻率法测井是一种最基本的测井方法，使用的测井仪器是一种测量井壁周围的电

阻率的探测器。因为含油层的地质结构通常是由多孔的砂岩组成，孔中流动的液体通常
为导电性良好的盐水或电阻率很高的石油。因此，当探测器通过含油层时会出现很高的
电阻率读数。下面介绍电阻率探测器测井的基本工作原理。
如图７－１８所示，恒定电流通过绝缘电缆从地面输送到电极Ａ 上，整个大地作为电

流返回的电极。为简化分析，设井中流体的电阻率与井壁的电阻率相同，这样可认为电极

Ａ是放在无限大的均匀导电媒质中。因此，电极Ａ周围的电位函数为

φ（ｒ）＝
Ｉ
４πσｒ

式中，ｒ为球坐标变量；σ为媒质的电导率。设电极Ｂ距电极Ａ 为ｄ，则电极Ｂ上的电位
为

φＢ ＝
Ｉ
４πσｄ

测出电极Ｂ的电压，即可得出媒质的电导率为

σ＝ Ｉ
４πｄφＢ

其电阻率为

ρＲ ＝
１
σ ＝

４πｄφＢＩ
将此电阻率作为井深的函数记录下来，电阻率的尖峰值所对应的井深处即为油气层。图

７－１９是某一油井的电阻率随井深变化的记录曲线，它表明在１５４０ｍ深处为油气层。

图７－１８　电阻率探测器测井原理 图７－１９　电阻率随井深变化的曲线
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练　习　题

７．５－１　如图７－１６所示的电阻片，求：（１）沿厚度方向的电阻；（２）两圆弧面间的电
阻。

７．５－２　一半径为０．５ｍ的导体球当作接地电极深埋地下，土壤的电导率为１０－２Ｓ／

ｍ，求此接地器的接地电阻。

７．６　电　感

在各向同性的线性媒质中，电流回路在空间产生的磁场与回路中的电流成正比。因
此，穿过回路的磁通量也与回路中的电流成正比。在恒定磁场中，把穿过回路的磁通量与
回路中的电流的比值称为电感系数，简称电感。电感可分为自感和互感。

７．６．１　自感

设回路Ｃ中的电流为Ｉ，所产生的磁场与回路Ｃ交链的自感磁链为Ψ，则磁链Ψ 与
回路Ｃ中的电流Ｉ有正比关系，其比值

Ｌ＝ΨＩ
（７．６．１）

称为回路Ｃ的自感系数，简称自感。在ＳＩ中，自感的单位为 Ｈ（亨）。自感仅与回路的几
何形状、尺寸及周围媒质的磁导率有关，而与回路中电流的大小无关。
在计算粗导体回路的自感时，通常将自感表示为内自感Ｌｉ 与外自感Ｌｏ 之和。导体

内部的磁场仅与部分电流相交链，相应的磁链称为内磁链，用Ψｉ表示，则内自感为

Ｌｉ＝ΨｉＩ
（７．６．２）

完全在导体外部闭合的磁链称为外磁链，用Ψｏ 表示，则外自感为

Ｌｏ ＝ΨｏＩ
（７．６．３）

回路的总自感Ｌ则为

Ｌ＝Ｌｉ＋Ｌｏ （７．６．４）

　　例７．１５　同轴电缆单位长度的自感。
如图７－２０所示，同轴电缆的内导体半径为ａ，外导体的厚度可忽略不计，其半径为

ｂ，构成电缆的所有材料的磁导率均为μ０。
解：设电缆中的电流为Ｉ，根据安培环路定律，可得到内导体中的磁感应强度为

Ｂｉ＝ μ０２πρ
πρ

２

πａ２
Ｉ＝μ０Ｉρ２πａ２　　

（ρ＜ａ）

穿过由轴向为单位长度、宽为ｄρ构成的矩形面积元ｄＳ＝１·ｄρ的磁通为
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ｄΦｉ ＝ＢｉｄＳ＝μ０Ｉρ２πａ２
ｄρ

由于与ｄΦｉ相交链的电流不是Ｉ，而是Ｉ的一部分，即

Ｉ′＝πρ
２

πａ２
Ｉ

所以，与ｄΦｉ相应的磁链为

ｄΨｉ ＝Ｉ′ＩｄΦｉ ＝ＢｉｄＳ＝
μ０Ｉρ

３

２πａ４
ｄρ

内导体中单位长度的自感磁链总量为

Ψｉ ＝∫ｄΨｉ ＝∫
ａ

０

μ０Ｉρ
３

２πａ４
ｄρ＝μ

０Ｉ
８π

由此得到单位长度的内自感为

Ｌｉ＝ΨｉＩ ＝μ０８π

　　在内外导体之间，由安培环路定律，可得到磁感应强度为

Ｂｏ ＝μ０Ｉ２πρ
　　（ａ＜ρ＜ｂ）

此时

ｄΨｏ ＝μ０Ｉ２πρ
ｄρ

Ψｏ ＝∫ｄΨｏ ＝∫
ｂ

ａ

μ０Ｉ
２πρ
ｄρ＝μ

０Ｉ
２π
ｌｎｂａ

由此得到单位长度的外自感为

Ｌｏ ＝ΨｏＩ ＝μ０２π
ｌｎｂａ

故同轴电缆单位长度的自感为

Ｌ＝Ｌｉ＋Ｌｏ ＝μ０８π＋
μ０
２π
ｌｎｂａ

　　例７．１６　如图７－２１所示的平行双线传输线，导线的半径为ａ，两导线的轴线相距为

Ｄ，且Ｄａ。试求传输线单位长度的电感。

图７－２０　同轴电缆的横截面 图７－２１　平行双线传输线
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　　解：设两导线中分别流过大小相同、方向相反的电流Ｉ。由于Ｄａ，在计算导线外的
磁场时，可近似地认为电流均匀分布在导线中。应用安培环路定理和叠加原理，可得到两
导线间的平面上任一点Ｐ的磁感应强度为

Ｂ（ｘ）＝μ０Ｉ２π
１
ｘ＋

１
Ｄ－（ ）ｘｅｙ

穿过两导线之间轴线方向为单位长度的面积的外磁链为

Ψｏ ＝∫
Ｄ－ａ

ａ
Ｂ（ｘ）·ｅｙｄｘ＝μ０

Ｉ
２π∫

Ｄ－ａ

ａ

１
ｘ＋

１
Ｄ－（ ）ｘ ｄｘ＝μ０ＩπｌｎＤ－ａａ

于是得到平行双线传输线单位长度的外自感为

Ｌｏ ＝ΨｏＩ ＝μ０π
ｌｎＤ－ａａ ≈μ０π

ｌｎＤａ

两根导体单位长度的内自感为

Ｌｉ＝２×μ０８π＝
μ０
４π

故平行双线传输线单位长度的电感为

Ｌ＝μ０４π＋
μ０
π
ｌｎＤａ

７．６．２　互感

如图７－２２所示，两个彼此靠近的回路Ｃ１ 和Ｃ２，回路Ｃ１ 中的电流Ｉ１ 产生的磁场与
回路Ｃ２ 交链的磁通量Ψ２１，称为回路Ｃ１ 与回路Ｃ２ 间的互感磁通。比值

Ｍ２１ ＝Ψ２１Ｉ１
（７．６．５）

称为回路Ｃ１ 对回路Ｃ２ 的互感系数，简称互感。同理，回路Ｃ２ 对回路Ｃ１ 的互感为

Ｍ１２ ＝Ψ１２Ｉ２
（７．６．６）

　　互感具有以下特点：
（１）互感只与回路的几何形状、尺寸、两回路的相对位置以及周围磁介质有关，而与

回路中的电流无关。
（２）互感具有互易关系，即Ｍ２１＝Ｍ１２。因而，可略去下标，用Ｍ 表示两回路间的互

感。
（３）当与回路交链的互感磁通与自感磁通具有相同的符号时，互感系数Ｍ 为正值；

反之，则互感系数Ｍ 为负值。
例７．１７　如图７－２３所示，长直导线与三角形导体回路共面，求它们之间的互感。
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图７－２２　回路Ｃ１ 和Ｃ２ 图７－２３　长直导线与三角形回路

　　解：设长直导线中通过的电流为Ｉ，根据安培环路定律，得

Ｂ＝ｅμ
０Ｉ
２πｒ

穿过三角形回路面积的磁通为

Ψ ＝∫Ｓ
Ｂ·ｄＳ＝μ０Ｉ２π∫

ｄ＋ｂ

ｄ

１
ｒ∫

ｚ

０
ｄ［ ］ｚｄｒ＝μ０Ｉ２π∫

ｄ＋ｂ

ｄ

ｚ
ｒｄｒ

由图７－２３可知，ｚ＝［（ｂ＋ｄ）－ｒ］ｔａｎπ３
，因此

Ψ ＝槡３μ０Ｉ２π∫
ｄ＋ｂ

ｄ

１
ｒ
［（ｂ＋ｄ）－ｒ］ｄｒ＝

槡３μ０Ｉ
２π

（ｂ＋ｄ）ｌｎ１＋ｂ（ ）ａ －［ ］ｂ
故长直导线与三角形导体回路的互感为

Ｍ ＝ΨＩ ＝
槡３μ０Ｉ
２π

（ｂ＋ｄ）ｌｎ１＋ｂ（ ）ｄ －［ ］ｂ

７．６．３　纽曼公式

如图７－２４所示的两个回路Ｃ１ 和Ｃ２，回路Ｃ１ 中的电流Ｉ１ 在回路Ｃ２ 上的任一点产
生的矢量磁位为

Ａ１（ｒ２）＝ μ４π∮Ｃ１

Ｉ１ｄｌ１
｜ｒ１－ｒ２｜

（７．６．７）

由Ψ ＝∮Ｃ
Ａ·ｄｌ得到与回路Ｃ２ 交链的磁通量 为

Ψ２１ ＝∮２Ａ１·ｄｌ２ ＝μＩ１４π∮Ｃ２∮Ｃ１

ｄｌ２·ｄｌ１
｜ｒ１－ｒ２｜

代入式（７．６．５），得到

Ｍ２１ ＝ μ４π∮Ｃ２∮Ｃ１

ｄｌ１·ｄｌ２
｜ｒ１－ｒ２｜

（７．６．８）

同理，可得

Ｍ１２ ＝ μ４π∮Ｃ１∮Ｃ２

ｄｌ２·ｄｌ２
｜ｒ２－ｒ１｜

（７．６．９）
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由式（７．６．８）和式（７．６．９）即知Ｍ１２＝Ｍ２１＝Ｍ，故有

Ｍ ＝ μ４π∮Ｃ１∮Ｃ２

ｄｌ２·ｄｌ１
｜ｒ２－ｒ１｜

（７．６．１０）

上式称为纽曼公式。

图７－２４　两个平行且共轴的线圈

例７．１８　如图７－２４所示，两个互相平行且共轴的
圆形线圈Ｃ１ 和Ｃ２，中心相距为ｄ，半径分别为ａ１ 和ａ２，
求它们之间的互感。
解：利用纽曼公式（７．６．１０）来计算，则有

Ｍ ＝μ０４π∮Ｃ１∮Ｃ２

ｄｌ２·ｄｌ１
｜ｒ２－ｒ１｜＝

μ０
４π∮Ｃ１∮Ｃ２

ｄｌ２ｄｌ１ｃｏｓθ
｜ｒ２－ｒ１｜

式中，θ为ｄｌ１ 与ｄｌ２ 之间的夹角。由图７－２４可知，ｄｌ１＝
ａ１ｄ１，ｄｌ２＝ａ２ｄ２，θ＝２－１，且

Ｒ＝ ［ｄ２＋ａ２１＋ａ２２－２ａ１ａ２ｃｏｓ（２－１）］
１／２

于是有

Ｍ ＝μ０４π∫
２π

０∫
２π

０

ａ１ａ２ｃｏｓ（２－１）ｄ２ｄ１
［ｄ２＋ａ２１＋ａ２２－２ａ１ａ２ｃｏｓ（２－１）］

１／２ ＝

μ０ａ１ａ２
２∫

２π

０

ｃｏｓθｄθ
［ｄ２＋ａ２１＋ａ２２－２ａ１ａ２ｃｏｓθ］１／２

　　一般情况下，上述积分只能用椭圆积分来表示。但是若ｄａ１，或ｄａ２ 时，可进行
近似计算。如若ｄａ１，则

［ｄ２＋ａ２１＋ａ２２－２ａ１ａ２ｃｏｓθ］－１／２ ≈［ｄ２＋ａ２２］－１／２ １－
２ａ１ａ２ｃｏｓθ
ｄ２＋ａ［ ］２

２

－１／２

≈

［ｄ２＋ａ２２］－１／２ １＋
ａ１ａ２ｃｏｓθ
ｄ２＋ａ［ ］２

２

于是

Ｍ ≈ μ０ａ１ａ２
２ ｄ２＋ａ槡 ２

２∫
２π

０
１＋ａ１ａ２ｃｏｓθｄ２＋ａ［ ］２

２
ｃｏｓθｄθ＝ μ０πａ

２
１ａ２２

２［ｄ２＋ａ２２］３／２

练　习　题

７．６－１　已知内、外半径分别为ａ和ｂ的无限长中空导体圆柱，导体的磁导率为μ，
求导体圆柱单位长度的内自感Ｌｉ。

７．６－２　如图７－２５所示，一环形螺线管的平均半径ｒ０＝１５ｃｍ，其圆形截面的半径ａ
＝２ｃｍ，铁心的相对磁导率μｒ＝１４００，环上绕Ｎ＝１０００匝线圈，通过电流Ｉ＝０７Ａ。

（１）计算螺旋管的电感；
（２）在铁心上开一个ｌ０＝０１ｃｍ的空气隙，再计算电感（假设开口后铁心的μｒ不变）。
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图７－２５ 图７－２６

　　７．６－３　长直导线附近有一矩形回路，回路与导线不共面，如图７－２６所示。证明：
直导线与矩形回路间的互感为

Ｍ ＝－μ０ａ２π
ｌｎ Ｒ
［２ｂ（Ｒ２－Ｃ２）１／２＋ｂ２＋Ｒ２］１／２

７．７　静电能量和静电力

７．７．１　静电场能量

　　前面已经指出，电场的能量密度为

ｗｅ ＝ １２Ｄ
·Ｅ （７．７．１）

它既适合于随时间变化的电磁场，也适合于静电场。在电场存在的整个空间对式（７．７．１）
进行积分，就得到电场的总能量为

Ｗｅ ＝ １２∫Ｄ·ＥｄＶ （７．７．２）

　　静电场的总能量又可用电位和电荷分布来计算。设电荷分布在有限区域Ｖ 内，体密
度为ρ，在场空间中产生的电位为φ。由

Ｅ＝－φ　 和 　·Ｄ＝ρ
并利用矢量恒等式·（φＤ）＝φ·Ｄ＋Ｄ·φ，可得

Ｅ·Ｄ＝（－φ）·Ｄ＝－［·（φＤ）－φ·Ｄ］＝

－·（φＤ）＋φρ
将上式代入式（７．７．２），并利用散度定理，得到

Ｗｅ ＝ １２∫ρφｄＶ－１２∫·（φＤ）ｄＶ ＝ １２∫ρφｄＶ－１２∮φＤ·ｄＳ
上式右端的面积分在限定整个场空间的闭合曲面上进行。由于电荷分布在有限区域Ｖ

内，当Ｒ→∞时，φ∝
１
Ｒ
、Ｄ∝１Ｒ２

，而ｄＳ∝Ｒ２，所以面积分项等于零。于是得到

Ｗｅ ＝ １２∫ρφｄＶ （７．７．３）
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由于在区域Ｖ 外的场空间中没有电荷分布，电荷体密度ρ＝０，所以式（７．７．３）可写成

Ｗｅ ＝ １２∫ＶρφｄＶ （７．７．４）

对于面分布电荷，则有

Ｗｅ ＝ １２∫Ｓ
ρＳφｄＳ （７．７．５）

　　在静电的情况下，式（７．７．２）和式（７．７．４）是一致的，它们都表示静电场的总能量。但
式（７．７．４）只适用于静电场，而式（７．７．２）既适用于静电场，也适用于时变场。式（７．７．２）
的积分区域是存在电场的整个空间，被积函数是电场的能量密度。它表明静电能量存在
于电场中，电场所在空间中的任何地方，都具有电场能量；而式（７．７．４）是在电荷密度不为
零的区域内积分，但不能认为静电能量仅存在于带电体内，其被积函数并不表示电场能量
密度。
对于带电导体系统，由于每一个导体都是等位体，且电荷只分布在导体的表面上，所

以

Ｗｅ ＝ １２∑ｉ∮Ｓｉ
ρＳｉφｉｄＳ＝

１
２∑ｉφｉ∮Ｓｉ

ρＳｉｄＳ＝
１
２∑ｉφｉｑｉ （７．７．６）

式中，ｑｉ是第ｉ个导体所带的电荷；φｉ是所有电荷（包括第ｉ个导体本身所带的电荷ｑｉ）在
第ｉ个导体上产生的电位。
带电导体系统的能量也可用电位系数和电容系数表示为

Ｗｅ ＝ １２∑ｉ，ｊαｉｊｑｉｑｊ ＝
１
２∑ｉ，ｊβｉｊφｉφｊ

（７．７．７）

　　若电荷系统是由Ｎ 个点电荷ｑｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）组成的，则在式（７．７．６）中的φｉ 不能
计及第ｉ个电荷ｑｉ在自身位置产生的电位，即φｉ是除第ｉ个点电荷ｑｉ之外的其余所有电
荷ｑｊ（ｊ≠ｉ）在点电荷ｑｉ 处所产生的电位之和。因此对于由点电荷构成的电荷系统，式
（７．７．６）给出的是点电荷之间的相互作用能。
例７．１９　设原子核是一个带正电的点电荷，其电荷量为ｑ，周围均匀分布有带负电荷

的球形电子云。电子云半径为ｒ０，总电荷量为－ｑ。试求原子模型的结合能。
解：原子核与电子云之间有相互作用，电子云自身的电荷之间也有相互作用。因此，

原子模型的结合能由两部分组成，一是电子云的自能，另一是电子云与原子核之间的相互
作用能。
由高斯定律，得到电子云产生的电场为

Ｅ＝
－ｅｒ ｑｒ

４πε０ｒ３０
　（ｒ＜ｒ０）

－ｅｒ ｑ
４πε０ｒ２

　（ｒ＞ｒ０
烅

烄

烆
）

则电子云的自能为

Ｗ 自 ＝ε０２∫ＶＥ２ｄＶ ＝∫
ｒ０

０

ｑｒ
４πε０ｒ（ ）３０

２

４πｒ２ｄｒ＋∫
∞

ｒ０

ｑ
４πε０ｒ（ ）２ ２

４πｒ２ｄｒ＝
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３ｑ２
２０πε０ｒ０

电子云在原子核产生的电位为

φ（０）＝∫
∞

０
Ｅ·ｄｒ＝－∫

ｒ０

０

ｑｒ
４πε０ｒ３０

ｄｒ－∫
∞

ｒ０

ｑ
４πε０ｒ２

ｄｒ＝－ ３ｑ
８πε０ｒ０

因此，电子云与原子核的相互作用能为

Ｗ 互 ＝ｑφ（０）＝－
３ｑ２
８πε０ｒ０

故得到原子模型的结合能为

Ｗ 合 ＝Ｗ 自 ＋Ｗ 互 ＝ ３ｑ２
２０πε０ｒ０－

３ｑ２
８πε０ｒ０ ＝－

９ｑ２
４０πε０ｒ０

　　例７．２０　半径为ａ的导体球外，有一极薄的同心导体球壳，半径为ｂ。如果内导体维
持恒定电位Ｕ０，外导体带电荷ｑ２。则当内导体的半径由ａ变化为ａ′（ａ′＜ｂ）时，此系统的
静电能量如何变化？

解：当导体球半径为ａ时，设球上的电荷为ｑ１，则

Ｅ１ ＝ｅｒ ｑ１
４πε０ｒ２

　（ａ＜ｒ＜ｂ）

Ｅ２ ＝ｅｒｑ１＋ｑ２４πε０ｒ２
　（ｒ＞ｂ）

由

φ１ ＝Ｕ０ ＝∫
ｂ

ａ
Ｅ１ｄｒ＋∫

∞

ｂ
Ｅ２ｄｒ＝

ｑ１
４πε０

１
ａ－

１（ ）ｂ ＋ｑ１＋ｑ２４πε０ｂ ＝ ｑ１
４πε０ａ＋

ｑ２
４πε０ｂ

得到

ｑ１ ＝４πε０ａＵ０－ａｂｑ２

又因为

φ２ ＝∫
∞

ｂ
Ｅ２ｄｒ＝ｑ１＋ｑ２４πε０ｂ

故系统的静电能量

Ｗｅ ＝ １２
（ｑ１φ１＋ｑ２φ２）＝

１
２ ｑ１Ｕ０＋

ｑ２（ｑ１＋ｑ２）
４πε０［ ］ｂ

　　当导体球的半径由ａ变化为ａ′时，球面上的电荷则由ｑ１ 变化为

ｑ′１ ＝４πε０ａ′Ｕ０－ａ′ｂｑ２

此时电荷系统的静电能量为

Ｗ′ｅ ＝ １２ ｑ′１Ｕ０＋
ｑ２（ｑ′１＋ｑ２）
４πε０［ ］ｂ

故电荷系统所改变的静电能量为
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ΔＷｅ ＝Ｗ′ｅ－Ｗｅ ＝ １２
（ｑ′１－ｑ１）Ｕ０＋ｑ２

（ｑ′１－ｑ１）
４πε０［ ］ｂ ＝

２πε０（ａ′－ａ）Ｕ０－ ｑ２
４πε０（ ）ｂ［ ］２

７．７．２　静电力

当已知静电场的能量时，利用虚位移法很容易计算带电体之间的电场力。在由Ｎ 个
带电导体组成的系统中，假设第ｉ个带电导体在电场力Ｆｉ的作用下发生位移δｘｉ，则电场
力做功δＡ＝Ｆｉδｘｉ，系统的静电能量改变为δＷｅ。根据能量守恒定律，该系统的功能关系
为

δＷＳ ＝Ｆｉδｘｉ＋δＷｅ （７．７．８）
式中，δＷＳ 是与各带电体相连接的外电源所提供的能量。具体计算中，可假定各带电导
体的电荷不变，或假定各带电导体的电位不变。

１．各带电导体的电荷不变
这种情况下，所有带电体都不和外电源相连接，则δＷＳ＝０。因此由式（７．７．８），有

Ｆｉδｘｉ＝－δＷｅ

从而得到

Ｆｉ＝－
Ｗｅ

ｘｉ ｑ不变
（７．７．９）

式中的“－”号，是因为没有外源提供能量，电场力做功是靠减少系统的静电能量来实现
的。

２．各带电导体的电位不变
这种情况下，各带电导体应分别与外电压源连接。此时，外电压源向系统提供的能量

为

δＷＳ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
δ（ｑｉφｉ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
φｉδｑｉ

由式（７．７．６）可得到系统所改变的静电能量为

δＷｅ ＝ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
δ（ｑｉφｉ）＝

１
２∑

Ｎ

ｉ＝１
φｉδｑｉ

由此可见，外电压源向系统提供的能量是系统所改变的静电能量的两倍，即δＷＳ＝２δＷｅ。
代入式（７．７．８），有

２δＷｅ ＝Ｆｉδｘｉ＋δＷｅ

从而得到

Ｆｉ＝
Ｗｅ

ｘｉ φ不变
（７．７．１０）

　　式（７．７．９）和式（７．７．１０）中ｘｉ是广义坐标，Ｆｉ是广义力。若ｘｉ是距离（即长度），则

Ｆｉ是静电力；若ｘｉ是角度，则Ｆｉ是力矩。
应当注意，由式（７．７．９）和式（７．７．１０）计算的结果是一致的。因为，在静电平衡下，带
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电体实际上并没有移动，所以受到的电场力并不会因假设条件不同而不同。
例７．２１　有一平行金属板电容器，极板面积为ｌ×ｂ，板间距离为ｄ，用一块介质片（介

电常数为ε，宽度为ｂ，厚度为ｄ）部分填充在两极板之间，如图７－２７所示。设极板间外加
电压为Ｕ０，忽略边缘效应，求介质片所受的静电力。

图７－２７　部分填充介质的

平行板电容器

解：平行板电容器的电容为

Ｃ＝ε０
（ｌ－ｘ）ｂ
ｄ ＋εｂｘｄ

所以电容器内的电场能量为

Ｗｅ ＝ １２ＣＵ
２
０ ＝
ｂＵ２０
２ｄ
［ε０（ｌ－ｘ）＋εｘ］

由式（７．７．１０），可求得介质片受到的静电力为

Ｆｘ ＝
Ｗｅ

ｘ Ｕ０不变
＝ｂ
（ε－ε０）Ｕ２０
２ｄ

由此可以看出，由于ε＞ε０，所以介质片所受到的力有把介质片拉进电容器的趋势。
此题也可用式（７．７．９）来计算。设极板上保持总电荷ｑ不变，则

Ｗｅ ＝ｑ
２

２Ｃ＝
ｄｑ２

２ｂ［ε０（ｌ－ｘ）＋εｘ］

由式（７．７．９），可得

Ｆｘ ＝－
Ｗｅ

ｘ ｑ不变
＝ ｄ（ε－ε０）ｑ２

２ｂ［ε０（ｌ－ｘ）＋εｘ］２

由于

ｑ＝ＣＵ０ ＝ｂＵ０ｄ
［ε０（ｌ－ｘ）＋εｘ］

同样得到

Ｆｘ ＝ｂ
（ε－ε０）Ｕ２０
２ｄ

练　习　题

７．７－１　真空中一半径为ａ的球体内分布有均匀电荷，体电荷密度为ρ０，试计算静电

能量。

７．７－２　两个电容器的电容分别为Ｃ１ 和Ｃ２，各充以电荷ｑ１ 和ｑ２。然后移去电源，
再将两电容器并联，问总的电磁能量减少了多少？减少的能量到哪里去了？

７．７－３　平行板电容器的极板面积为Ｓ，板间距离为ｄ，所加电压为Ｕ０，介质的介电
常数为ε。求作用于每块极板上的电场力。

７．７－４　有一球形薄膜带电表面，半径为ａ，其上带电荷ｑ。求薄膜单位面积上所受
的膨胀力。
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７．８　磁场能量与磁场力

７．８．１　磁场的能量

　　由前面已经知道，磁场的能量密度和总能量分别为

ｗｍ ＝ １２Ｂ
·Ｈ （７．８．１）

和

Ｗｍ ＝ １２∫Ｂ·ＨｄＶ （７．８．２）

这里积分区域是磁场存在的整个空间。
在静磁场中，磁场的总能量也可用电流密度Ｊ和矢量位Ａ 来表示。由

Ｂ＝ ×Ａ　　 和 　　×Ｈ＝Ｊ

以及恒等式·（Ａ×Ｈ）＝Ｈ·×Ａ－Ａ·×Ｈ，得

Ｂ·Ｈ＝Ｈ·×Ａ＝ ·（Ａ×Ｈ）＋Ａ·×Ｈ＝

Ａ·Ｊ＋·（Ａ×Ｈ）

代入式（７．８．２），并利用散度定理，有

Ｗｍ ＝１２∫Ａ·ＪｄＶ＋１２∫·（Ａ×Ｈ）ｄＶ ＝
１
２∫Ａ·ＪｄＶ＋１２∮Ｓ

（Ａ×Ｈ）·ｄＳ

上式右端的面积分在限定整个场空间的闭合曲面上进行。若电流分布在有限区域Ｖ 内，

当Ｒ→∞时，有Ａ∝１Ｒ
、Ｈ∝１Ｒ２

，而ｄＳ∝Ｒ２，所以面积分项等于零。于是得到

Ｗｍ ＝ １２∫Ｊ·Ａ　ｄＶ （７．８．３）

由于在区域Ｖ 外的场空间中没有电流分布，即Ｊ＝０，所以式（７．８．３）可写成

Ｗｍ ＝ １２∫ＶＪ·Ａ　ｄＶ （７．８．４）

　　对于一个载电流为Ｉ的回路Ｃ，其磁场能量又可写为

Ｗｍ ＝ １２∮Ｃ
ＩＡ·ｄｌ＝ １２ＩΨ ＝

１
２ＬＩ

２ （７．８．５）

注意，由此式也可将自感系数表示为

Ｌ＝２Ｗｍ

Ｉ２
（７．８．６）

　　若两个回路Ｃ１ 和Ｃ２ 分别载有电流Ｉ１ 和Ｉ２，设Ｉ１ 产生的矢量位为Ａ１、Ｉ２ 产生的矢
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量位为Ａ２，则总的磁场能量为

Ｗｍ ＝１２∮Ｃ１
Ｉ１（Ａ１＋Ａ２）·ｄｌ１＋１２∮Ｃ２

Ｉ２（Ａ１＋Ａ２）·ｄｌ２ ＝

１
２Ｉ１Ψ１１＋

１
２Ｉ１Ψ２１＋

１
２Ｉ２Ψ１２＋

１
２Ｉ２Ψ２２ ＝

１
２Ｌ１Ｉ

２
１＋１２Ｌ２Ｉ

２
２＋ＭＩ１Ｉ２ ＝

Ｗｍ１＋Ｗｍ２＋Ｗｍ互 （７．８．７）

　　式中，Ｗｍ１＝１２Ｌ１Ｉ
２
１ 是载流回路Ｃ１ 的电流Ｉ１ 产生的磁场所具有的能量，称为回路Ｃ１

的自有能；Ｗｍ２＝１２Ｌ２Ｉ
２
２ 则是回路Ｃ２ 的自有能；Ｗｍ互＝ＭＩ１Ｉ２ 是回路Ｃ１ 与回路Ｃ２ 之间

的相互作用能，Ｗｍ互也可用电流和矢量位表示为

Ｗｍ互 ＝１２∮Ｃ１
Ｉ１Ａ２·ｄｌ１＋１２∮Ｃ２

Ｉ２Ａ１·ｄｌ２ ＝

∮Ｃ１
Ｉ１Ａ２·ｄｌ１ ＝∮Ｃ２

Ｉ２Ａ１·ｄｌ２ （７．８．８）

　　对于Ｎ 个电流回路的一般情况，不难推知磁场能量为

Ｗｍ ＝ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
ΨｔＩｉ ＝ １２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ＬｉｊＩｉＩｊ （７．８．９）

　　例７．２２　同轴线的内导体是半径为ａ的圆柱，外导体是半径为ｂ的薄圆柱面，其厚
度可忽略不计。内、外导体间填充有磁导率分别为μ１ 和μ２ 两种不同的磁介质，如图７－
２８所示。设同轴线中通过的电流为Ｉ，试求同轴线中单位长度所储存的磁场能量。

图７－２８　填充两种不同

磁介质的同轴线

解：同轴线的内外导体之间的磁场沿方向，在两种磁介质
的分界面上，磁场只有法向分量。根据边界条件可知，两种磁介
质中的磁感应强度相同，但磁场强度不相同。可利用安培环路定
律，并结合边界条件求解同轴线中的磁场。
利用安培环路定律，当ρ＜ａ时，有

２πρＨ０ ＝ １
πａ２πρ

２

所以

Ｈ０ ＝ Ｉ
２πａ２ρ　

（ρ＜ａ）

当ａ＜ρ＜ｂ时，有

πρ（Ｈ１＋Ｈ２）＝Ｉ

由于Ｈ１＝
Ｂ１
μ１
、Ｈ２＝

Ｂ２
μ２
以及Ｂ１＝Ｂ２＝Ｂ，所以得到
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Ｂ＝ μ１μ２Ｉ
π（μ１＋μ２）ρ

　（ａ＜ρ＜ｂ）

　　同轴线中单位长度储存的磁场能量为

Ｗｍ ＝１２∫
ａ

０

Ｂ２０
μ０
２πρｄρ＋

１
２∫

ｂ

ａ

Ｂ２

μ１
πρｄρ＋

１
２∫

ｂ

ａ

Ｂ２

μ２
πρｄρ＝

１
２∫

ａ

０

１
μ０
μ０Ｉρ
２πａ（ ）２ ２

２πρｄρ＋
１
２
１
μ１
＋１
μ（ ）２∫

ｂ

ａ

μ１μ２Ｉ
π（μ１＋μ２）［ ］ρ

２

πρｄρ＝

μ０Ｉ
２

１６π＋
μ１μ２Ｉ

２

２π（μ１＋μ２）
ｌｎｂａ

　　由Ｗｍ＝１２ＬＩ
２，可以得到单位长度的自感为

Ｌ＝２Ｗｍ

Ｉ２ ＝μ０８π＋
μ１μ２

π（μ１＋μ２）
ｌｎｂａ

７．８．２　磁场力

同求静电力一样，磁场力也可用虚位移法来计算。在Ｎ 个电流回路系统中，假定第ｉ
个回路在磁场力Ｆｉ的作用下产生一个虚位移δｘｉ。此时，磁场力做功为δＦｉδｘｉ，系统的能
量增加δＷｍ。根据能量守恒定律，有

δＷＳ ＝Ｆｉδｘｉ＋δＷｍ （７．８．１０）

式中，δＷＳ 是与各电流回路相连接的外电源提供的能量。具体计算过程中，可假定各回
路电流维持不变，或假定与各回路交链的磁通维持不变。

１．各回路电流不变
当回路发生位移时，由于电磁感应，在回路中要产生感应电流，从而使回路中的电流

产生变化。为维持各回路电流不变，各回路应与外电流源连接。在这种情况下，与各电流
回路相连接的电流源提供的能量为

δＷＳ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ＩｉδΨｉ

而由式（７．８．９）可知，系统增加的磁能为

δＷｍ ＝ １２∑
Ｎ

ｉ＝１
ＩｉδΨｉ

比较以上两式，得

δＷＳ ＝２δＷｍ

将其代入式（７．８．１０），可得

Ｆｉ＝
Ｗｍ

ｘｉ Ｉ不变
（７．８．１１）

２．各回路的磁通不变
在这种情况下，各电流回路不与外电流源相连接，则δＷＳ＝０。代入式（７．８．１０），有
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Ｆｉδｘｉ＝－δＷｍ

由此可得

Ｆｉ＝－
Ｗｍ

ｘｉ Ψ不变
（７．８．１２）

　　例７．２３　两个互相平行且共轴的圆形线圈，相距为ｄ，半径分别为ａ１ 和ａ２，其中ａ１
ｄ。两线圈中分别载有电流Ｉ１ 和Ｉ２，如图７－２９所示。求两线圈间的磁场力。
解：由于ａ１ｄ，可近似认为线圈２的电流Ｉ２ 在线圈１的圆面积上所产生的磁场是

均匀的，且等于圆心处的磁场。由两线圈间的相互作用能，利用虚位移法可很容易地求出
磁场力。

图７－２９　共轴的圆形线圈

线圈２中的电流Ｉ２ 在线圈１的圆心处产生的磁场为

Ｂ２１ ＝ μ０Ｉ２ａ
２
２

２（ａ２２＋ｄ２）３／２

与线圈１交链的磁通为

Ψ２１ ＝Ｂ２１πａ２１ ＝ πμ０Ｉ２ａ
２
１ａ２２

２（ａ２２＋ｄ２）３／２

所以两线圈的互感为

Ｍ ＝Ψ２１Ｉ２ ＝
πμ０ａ

２
１ａ２２

２（ａ２２＋ｄ２）３／２

由虚位移法，可得到两线圈间的磁场力为

Ｆ２１ ＝Ｉ１Ｉ２Ｍｄ ＝－
３πＩ１Ｉ２μ０ａ

２
１ａ２２ｄ

２（ａ２２＋ｄ２）５／２

负号表示当Ｉ１ 与Ｉ２ 方向相同时，Ｆ２１为吸引力；当Ｉ１ 与Ｉ２ 方向相反时，Ｆ２１为排斥力。
例７．２４　如图７－３０所示的一个电磁铁，由铁轭（绕有Ｎ 匝线圈的铁心）和衔铁构

成。铁轭和衔铁的横截面积均为Ｓ，平均长度分别为ｌ１ 和ｌ２。铁轭与衔铁之间有一很小
的空气隙，其长度为ｘ。设线圈中的电流为Ｉ，铁轭和衔铁的磁导率为μ，若忽略漏磁和边
缘效应，求铁轭对衔铁的吸引力。

图７－３０　电磁铁

解：作用在衔铁上的磁场力有减小空气隙的趋势，可通过式（７．８．
１１）或式（７．８．１２）计算。在忽略漏磁和边缘效应的情况下，若保持磁
通Ψ 不变，则Ｂ和Ｈ 不变，储存在铁轭和衔铁中的磁场能量也不变，
而空气隙中的磁场能量则要变化。于是作用在衔铁上的磁场力为

Ｆｉ＝－
Ｗｍ

ｘｉ Ψ不变
＝－ ｘ

１
２∫铁轭Ｂ·ＨｄＶ＋１２∫气隙Ｂ０·Ｈ０ｄ［ ］Ｖ ＝

－１２

ｘ∫

ｘ

０
２ＳＢ

２
０

μ０
ｄｘ＝－ＳＢ

２
０

μ０

式中，Ｈ０ 是空气隙中的磁场强度。
根据安培环路定律，有

Ｈ（ｌ１＋ｌ２）＋２Ｈ０ｘ＝ＮＩ
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由于Ｈ＝Ｂ
μ
和Ｈ０＝

Ｂ０
μ０
，考虑到Ｂ＝Ｂ０，由上式可得

Ｂ０ ＝ μ０μＮＩ
（ｌ１＋ｌ２）μ０＋２μｘ

故得到铁轭对衔铁的吸引力为

Ｆｘ ＝－ μ０μ
２Ｎ２Ｉ２Ｓ

［（ｌ１＋ｌ２）μ０＋２μｘ］
２

　　若采用式（７．８．１１）计算Ｆｘ，则储存在系统中的磁场能量为

Ｗｍ ＝ １２ＮＩＳＢ０ ＝
μ０μＳＮ

２Ｉ２

２［（ｌ１＋ｌ２）μ０＋２μｘ］

同样得到铁轭对衔铁的吸引力为

Ｆｘ ＝
Ｗｍ

ｘ Ｉ不变
＝－ μ０μ

２Ｎ２Ｉ２Ｓ
［（ｌ１＋ｌ２）μ０＋２μｘ］

２

练　习　题

７．８－１　有一横截面为正方形的环形螺线管，其内外半径分别为ｒｉ＝６ｃｍ和ｒ０＝
７ｃｍ，铁心的相对磁导率μｒ＝１４００。环上绕有Ｎ＝１０００匝线圈，导线中通过的电流Ｉ＝
０７Ａ。求磁场能量。

７．８－２　半径为ａ的圆形线圈中的电流为Ｉ，放置到均匀外磁场Ｂ０ 中，其法线方向
与外磁场Ｂ０ 的夹角为α。求线圈所受到的力矩。

７．８－３　平行双线传输线的导线半径为ａ，两导线的轴线相距为Ｄ，且Ｄａ。导线
中流过的电流为Ｉ，试求两导线间单位长度的磁场力。

习　题

７－１　在半径分别为ａ和ｂ的两个同心导体球壳间有均匀的电荷分布，其电荷体密
度ρ＝ρ０（Ｃ／ｍ

３）。已知外球壳接地，内球壳的电位为Ｕ０，求两导体球壳间的电场和电位
分布。

７－２　两块无限大导体平面分别置于ｘ＝０和ｘ＝ａ处，设ｘ＝０处的电位φ＝０，ｘ＝ａ
处的电位φ＝Ｕ０。两导体平面之间有均匀的电荷分布，体密度为ρ＝ρ０（Ｃ／ｍ

３）。求两板
间的电场和电位。

７－３　两块无限大接地导体平面分别置于ｘ＝０和ｘ＝ａ处，其间在ｘ＝ｘ０ 处有一面
密度为ρＳ０（Ｃ／ｍ

２）的均匀电荷分布，如题７－３图所示。求两导体板之间的电场和电位。

７－４　如题７－４图所示，空气电容器的两极板为尺寸相同、面积很大的正方形导体
平板，板间夹角θ０。当两极板分别带上大小为ｑ的异号电荷时，忽略边缘效应，求：

（１）电容器内的电位和电场强度；
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题７－３图

题７－４图

（２）极板上的电荷面密度；
（３）两极板间的电容。

７－５　如题７－５图所示，三个同心导体球壳的半径分别为ａ１、ａ２ 和ａ３（ａ１＜ａ２＜
ａ３）。已知球壳２上的电荷量为ｑ，内球壳１与外球壳３均接地。求：（１）球壳２与内、外
球壳之间的电场和电位分布；（２）内球壳１的外表面与外球壳３的内表面上的电荷面密度

ρＳ１和ρＳ３。

题７－５图 题７－６图

７－６　极板面积为Ｓ的平行板电容器上外加电压Ｕ０，两极板间填充两种有损耗电介
质，其厚度、介电常数和电导率分别为ｄ１、ｄ２、ε１、ε２ 和σ１、σ２，如题７－６图所示。求：

（１）介质中的电流和电场分布；
（２）两种电介质分界面上的电荷面密度；
（３）两极板间的电阻。

７－７　同心球形电容器的内导体半径为ａ，外导体内半径为ｂ，其间填充介电常数与
电导率分别为ε１、σ１ 和ε２、σ２ 的两种有损耗介质，如题７－７图所示。若内外导体之间外
加电压Ｕ０。求：（１）介质中的电场分布；（２）电容器的漏电阻；（３）电容器的损耗功率。

７－８　一扇形弧片由两块电导率不同的金属薄片构成，如题７－８图所示。若σ１＝
６５×１０７Ｓ／ｍ，σ２＝１２×１０７Ｓ／ｍ，ａ＝３０ｃｍ，ｂ＝４５ｃｍ，厚度ｄ＝０２ｃｍ。设电极Ａ、Ｂ的电
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题７－７图

题７－８图

导率远大于σ１，电极间的电压Ｕ０＝３０Ｖ。求：
（１）弧片内的电位分布；
（２）电极Ａ、Ｂ间的总电流Ｉ和电阻Ｒ；
（３）分界面ＭＮ 上的电荷面密度。

７－９　长度为２ｌ的直线段上通有均匀电流Ｉ，求此线电流的矢量磁位和磁感应强度，
并讨论ｌ→∞的情况。

７－１０　边长分别为ａ和ｂ、载有电流Ｉ的小矩形回路。
（１）求远处的任一点Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的矢量位Ａ（ｒ），并证明它可以写成

Ａ（ｒ）＝μ０ｐｍ×ｒ４πｒ３

其中Ｐｍ＝ｅｚＩａｂ。
（２）由Ａ求磁感应强度Ｂ，并证明Ｂ可以写成

Ｂ＝－μ０Ｉ４π
（ｄΩ）

式中ｄΩ＝
ａｂｅｚ·ｅｒ
ｒ２
为场点对小电流回路所张的立体角。

７－１１　一个点电荷ｑ放在半径为ａ的接地细导体圆环的轴线上，当此电荷距圆环中
心为ｄ时，圆环上的感应电荷为－Ｑ。若圆环周围介质为空气，试确定此导体圆环的电
容。

７－１２　在空气中有３个半径为ａ的相同导体球，球心分别位于边长为ｄ的等边三角
形的３个顶点上。最初３个球都带有相同的电荷ｑ，然后将３个球轮流接地足够长时间再
断开。若ｄａ，求每个导体球上最终还剩下多少电荷。

７－１３　在空气中有４个半径为ａ的相同导体球，球心分别位于边长为ｄ的正方形的

４个顶点上。最初球１带电荷ｑ，其余３个球不带电荷。然后用细金属丝将球１轮流与球

２、３和４连接足够长时间再断开。若ｄａ，求各导体球上最终的电荷。
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题７－１４图

７－１４　圆柱形高压导线半径为ａ＝３０ｍｍ，要穿过一个内半径为ｂ
＝５０ｍｍ、长度为ｌ＝１５０ｍｍ的接地金属套管，如题７－１４图所示。已
知空气的击穿场强为ＥＭ＝３×１０６Ｖ／ｍ，忽略套管的边缘效应。

（１）求最大的工作电压。
（２）在导线与套管之间加一个半径为ｃ＝４０ｍｍ、厚度可忽略不计

的内套管。为使两层所承受的电压相等，求内套管的长度Ｌ以及此时
的最大工作电压。

（３）若要使两层中的最大场强相等，内套管的长度Ｌ应为多少？此
时的最大工作电压值为多少？

７－１５　圆柱形电容器外导体内半径为ｂ，内导体半径为ａ。当外
加电压Ｕ 固定时，在ｂ一定的条件下，求使电容器中的最大电场强度取极小值Ｅｍｉｎ的内导
体半径ａ的值和这个Ｅｍｉｎ的值。

７－１６　圆柱形电容器的导体半径为Ｒ１＝１ｃｍ，外导体的内半径为Ｒ２＝４ｃｍ，其间填
充有两层厚度分别为ｄ１＝１ｃｍ和ｄ２＝２ｃｍ的同轴电介质。设外导体接地，内导体的电位
为Ｕ０＝１００Ｖ。在两层介质之间放置一层很薄的金属圆柱片，为使两层介质中的最大电
场强度相等，金属圆柱片的电位Ｕ 应为多少？

７－１７　圆柱形电容器的导体半径为ａ＝１ｃｍ，其间填充有相对介电常数分别为εｒ１＝
３和εｒ２＝２的两层同轴电介质。为使两层介质中的最大电场强度相等，并且内、外两层介
质所承受的电压也相等，两层介质的厚度ｄ１ 和ｄ２ 应为多少？

７－１８　两同轴圆柱导体面半径分别为ａ和ｂ，在０＜θ＜θ０ 部分填充介电常数为ε的
电介质，如题７－１８图所示。两柱面间加电压Ｕ０，试求：

（１）两柱面间的电场和电位分布；
（２）单位长度的电容和电场能量。

题７－１８图 题７－１９图

７－１９　如题７－１９图所示，一半径为ａ、带电量ｑ的导体球，其球心位于两种介质的
分界面上，此两种介质的电容率分别为ε１ 和ε２，分界面为无限大平面。求：（１）导体球的
电容；（２）总的静电能量。

７－２０　两个半径均为ａ的导体球，球心相距为ｄ，且ｄａ。设两球分别带电荷ｑ１ 和

ｑ２，计算此导体系统的静电能量；若用细导线将两个导体球连接起来，静电能量有什么变
化？

７－２１　把一带电量ｑ、半径为ａ的导体球切成两半，求两半球之间的电场力。

７－２２　将介电常数为ε、内外半径分别为ａ和ｂ的介质球壳从无限远处移至真空中
点电荷Ｑ 的电场中，并设点电荷Ｑ位于此处。求此过程中电场力所做的功。
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７－２３　半径分别为ａ１ 和ａ２ 的两个小导体球的电位分别为Ｕ１ 和Ｕ２，两球的球心相
距为ｄ。若ｄａ１，ｄａ２，试求两球之间的电场力。

题７－２４图

７－２４　如题７－２４图所示，两平行的金属板，板间距离为ｄ，竖
直地插入在电容率为ε的液体中，两板间加电压Ｕ，证明液面升高

ｈ＝ １２ρｇ
（ε－ε０）（ ）Ｕｄ

２

其中ρ为液体的质量密度。

７－２５　可变空气电容器，当动片由０°～１８０°电容量由２５ｐＦ～
３５０ｐＦ直线地变化，当动片为θ角时，求作用于动片上的力矩。设动
片与定片间的电压为Ｕ０＝４００Ｖ。

７－２６　圆柱形电容器的导体半径为ａ，外导体的内半径为ｂ，长度为Ｌ，其间介质为
空气。将电容器充电至电压为Ｕ０，断开电源后，在电容器中填入一段长度为ｄ、相对介电
常数为εｒ的电介质，如题７－２６图所示。忽略边缘效应，求电介质所受到的电场力。

题７－２６图 题７－２７图

７－２７　如题７－２７图所示，两个长的矩形线圈，放置在同一平面上，长度分别为ｌ１
和ｌ２，宽度分别为ｗ１ 和ｗ２，两线圈最近的边相距为Ｓ，两线圈中分别载有电流Ｉ１ 和Ｉ２。
设ｌ１ｌ２，且两线圈都只有一匝，略去端部效应。证明：两线圈的互感为

Ｍ＝μ０ｌ２２πｌｎ
（Ｓ＋ｗ１）（Ｓ＋ｗ２）
Ｓ（Ｓ＋ｗ１＋ｗ２）

７－２８　真空中长直导线的电流Ｉ１，与一电流为Ｉ２ 的等边三角形回路共面，如题７－
２８图所示。求：（１）长直导线与三角形回路之间的互感；（２）三角形回路受到的磁场力。

题７－２８图 题７－２９图

７－２９　如题７－２９图所示，长直导线与半径为ａ圆形导体回路共面，直导线中的电
流为Ｉ１，圆形回路中的电流为Ｉ２。求：

（１）长直导线与圆形导体回路间的互感；
（２）长直导线对圆形导体回路的磁场力。
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７－３０　如题７－３０图所示的长螺旋管，单位长度密绕ｎ匝线圈，通过电流Ｉ，铁心的
磁导率为μ、截面积为Ｓ，求作用在它上面的力。

题７－３０图
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第八章　静态场边值问题的解法

前面对一些简单的静态场问题的场分布进行了分析和计算，但在工程实际中所遇到
的电磁场问题往往比较复杂。譬如，给定空间某一区域内的电荷分布，同时也给定此区域
的边界上的电位或电场分布，求解此空间区域中的电位或电场分布。这样的问题称为静
态场的边值问题，往往难以用前面介绍的方法求解。因此，本章将介绍一些静态场边值问
题的求解方法。
静态场边值问题的解法通常可分为解析方法和数值方法两大类。解析方法给出的结

果是场量的解析表达式———有限形式的闭合解或无穷级数解，本章主要介绍了分离变量
法和镜像法。数值方法则是通过数值计算，给出场量的一组离散的数据，这类方法通常要
利用电子计算机来实现。由于高速电子计算机的广泛应用，数值方法获得很大的发展，已
可用于求解一些非常复杂问题，是当前电磁场中最具活力的，有广阔的应用前景。本章对
常用的有限差分法、有限元法和矩量法进行简要的介绍。

８．１　边值问题的惟一性定理

前面已经指出，在静态场的情况下，电场可以用一个标量电位来描述，磁场可以用一
个矢量磁位来描述，在无源（Ｊ＝０）的区域中，磁场也可以用一个标量磁位来描述。在均
匀媒质中，位函数都满足泊松方程或拉普拉斯方程。同时，在场域的边界面上位函数还应
满足一定的边界条件。因此，静态场问题的求解，都可归结为在给定的边界条件下，求解
位函数的泊松方程或拉普拉斯方程，这类问题称为静态场的边值问题。

８．１．１　边值问题的类型

在场域Ｖ 的边界面Ｓ上给定的边界条件有以下三种类型：
（１）第一类边界条件是已知位函数在场域边界面Ｓ上各点的值，即给定

φ｜Ｓ ＝ｆ１（Ｓ） （８．１．１）

这类问题称为第一类边值问题或狄里赫利问题。
（２）第二类边界条件是已知位函数在场域边界面Ｓ上各点的法向导数值，即给定

φ
ｎ Ｓ

＝ｆ２（Ｓ） （８．１．２）

这类问题称为第二类边值问题或纽曼问题。
（３）第三类边界条件是已知一部分边界面Ｓ１ 上位函数的值，而在另一部分边界面Ｓ２

上已知位函数的法向导数值，即给定

φ｜Ｓ１ ＝ｆ１（Ｓ１）　 和 　
φ
ｎ Ｓ２

＝ｆ２（Ｓ２） （８．１．３）



这里Ｓ１＋Ｓ２＝Ｓ。这类问题称为第三类边值问题或混合边值问题。
如果场域延伸到无限远处，还必须给出无限远处的边界条件。对于源分布在有限区

域情况，在无限远处的位函数应为有限值，即给出

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒφ＝ 有限值 （８．１．４）

称为自然边界条件。
此外，若整个场域内，同时存在几种不同的均匀介质，则位函数还应满足不同介质分

界面上的边界条件。

８．１．２　惟一性定理

惟一性定理是边值问题的一个重要定理，其表述为：在场域Ｖ 的边界面Ｓ 上给定φ

或φ
ｎ
的值，则泊松方程或拉普拉斯方程在场域Ｖ 具有惟一解。

下面采用反证法对惟一性定理做出证明。设在边界面Ｓ包围的场域Ｖ 内有两个位
函数φ１ 和φ２ 都满足泊松方程，即

２φ１ ＝－
１
ερ　
和 　２φ２ ＝－

１
ερ

令φ０＝φ１－φ２，则在场域Ｖ 内

２φ０ ＝ 
２
φ１－

２
φ２ ＝－

１
ερ＋

１
ερ＝

０

由于

·（φ０φ０）＝φ０
２
φ０＋（φ０）

２ ＝ （φ０）
２

将上式在整个场域Ｖ 上积分并利用散度定理，有

∮Ｓ
φ０φ０·ｄＳ＝∫Ｖ（φ０）２ｄＶ （８．１．５）

　　对于第一类边值问题，在整个边界面Ｓ上φ０｜Ｓ＝φ１｜Ｓ－φ２｜Ｓ＝０；对于第二类边值问

题，在整个边界面Ｓ上φ０
ｎ Ｓ

＝φ１
ｎ Ｓ

－φ２
ｎ Ｓ

＝０；对于第三类边值问题，在边界面的Ｓ１

部分上φ０｜Ｓ１＝φ１｜Ｓ１－φ２｜Ｓ１＝０，在边界面的Ｓ２ 部分上
φ０
ｎ Ｓ２

＝φ１
ｎ Ｓ２

－φ２
ｎ Ｓ２

＝０。因

此，无论是哪一类边值问题，由式（８．１．５）都将得到

∫Ｖ（φ０）２ｄＶ ＝∮Ｓ
φ０
φ０
ｎ
ｄＳ＝０

由于（φ０）
２ 是非负的，要使上式成立，必须在场域Ｖ 内处处有φ０＝０。这表明在整个

场域Ｖ 内φ０ 恒为常数，即

φ０ ＝φ１－φ２ ≡Ｃ

　　对于第一类边值问题，由于在边界面Ｓ上φ０｜Ｓ＝０，所以Ｃ＝０。故在整个场域Ｖ 内
有φ０＝φ１－φ２＝０，即φ１＝φ２。
对于第二类边值问题，若φ１ 与φ２ 取同一个参考点，则在参考点处φ１－φ２＝０，所以Ｃ
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＝０，故在整个场域Ｖ 内也有φ１＝φ２。
对于第三类边值问题，由于φ０｜Ｓ１＝φ１｜Ｓ１－φ２｜Ｓ１＝０，所以Ｃ＝０，故在整个场域Ｖ 内

也有φ１＝φ２。
惟一性定理具有非常重要的意义，首先它指出了静态场边值问题具有惟一解的条件，

在边界面Ｓ上的任一点只需给定φ或
φ
ｎ
的值，而不能同时给定两者的值。同时惟一性定

理也为静态场边值问题的各种求解方法提供了理论依据，为求解结果的正确性提供了判
据。根据惟一性定理，在求解边值问题时，无论采用什么方法，只要求出的位函数既满足
相应的泊松方程（或拉普拉斯方程），又满足给定的边界条件，则此函数就是所求出的惟一
正确解。

练　习　题

８．１－１　两同心导体球壳的半径分别为ａ和ｂ，中间填充介电常数分别为ε１ 和ε２ 的
两层电介质，其分界面半径为ｃ（ａ＜ｃ＜ｂ），电介质ε１ 中有体密度为ρ的均匀电荷。设内
球壳上的电量为ｑ，外球壳接地。试写出与此静电场对应的边值问题。

８．１－２　两块无限大的接地导体平板分别位于为ｘ＝０和ｘ＝ｄ处，两板之间的电荷
体密度为ρ＝ｋｘ

２，ｋ为常数。已知φ（０）＝０、φ（ｄ）＝Ｕ０。试通过解泊松方程求两板之间的
电位函数φ（ｘ）。

８．２　分离变量法

分离变量法是求解边值问题的一种经典的方法，其基本思想是：把待求的位函数表示
为几个未知函数的乘积，其中每一个未知函数仅是一个坐标变量的函数，代入偏微分方程
进行变量分离，将原偏微分方程分离为几个常微分方程，然后分别求解这些常微分方程并
利用边界条件确定其中的待定常数，从而得到位函数的解。
应用分离变量法求解时，所求场域的边界面应与某一正交曲面坐标系的坐标面重合。

本节主要介绍在直角坐标系、圆柱面坐标系和球面坐标系中，应用分离变量法求解二维拉
普拉斯方程的边值问题。

８．２．１　直角坐标系中的分离变量法

设位函数只是ｘ、ｙ的函数，沿ｚ坐标方向没有变化，则拉普拉斯方程为

２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝０ （８．２．１）

将φ（ｘ，ｙ）表示为两个一维函数Ｘ（ｘ）和Ｙ（ｙ）的乘积，即

φ（ｘ，ｙ）＝Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ） （８．２．２）

代入式（８．２．１），有

Ｙ（ｙ）ｄＸ
（ｘ）
ｄｘ ＋Ｘ（ｘ）ｄＹ

（ｙ）
ｄｙ ＝０
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用Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ）除上式各项，可得

１
Ｘ（ｘ）

ｄＸ（ｘ）
ｄｘ ＝－ １

Ｙ（ｙ）
ｄＹ（ｙ）
ｄｙ

上式中，左端仅为ｘ的函数，右端仅为ｙ的函数，而对ｘ、ｙ取任意值时，它们又是恒等的。
所以，式中的每一项都需等于常数。将此常数写成ｋ２，即

１
Ｘ（ｘ）

ｄＸ（ｘ）
ｄｘ ＝－ １

Ｙ（ｙ）
ｄＹ（ｙ）
ｄｙ ＝－ｋ２ （８．２．３）

由此可得到

ｄＸ（ｘ）
ｄｘ ＋ｋ２Ｘ（ｘ）＝０ （８．２．４）

ｄＹ（ｙ）
ｄｙ －ｋ２Ｙ（ｙ）＝０ （８．２．５）

这样就把二维拉普拉斯方程（８．２．１）分离成了两个常微分方程。ｋ称为分离常数，它的取
值不同时，方程（８．２．４）和方程（８．２．５）的解也有不同的形式。
当ｋ＝０时，方程（８．２．４）和方程（８．２．５）的解为

Ｘ（ｘ）＝Ａ０ｘ＋Ｂ０

Ｙ（ｙ）＝Ｃ０ｙ＋Ｄ０
于是

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ａ０ｘ＋Ｂ０）（Ｃ０ｙ＋Ｄ０） （８．２．６）

　　当ｋ≠０时，方程（８．２．４）和方程（８．２．５）的解为

Ｘ（ｘ）＝Ａｓｉｎｋｘ＋Ｂｃｏｓｋｘ

Ｙ（ｙ）＝Ｃｓｉｎｈｋｙ＋Ｄｃｏｓｈｋｙ
于是

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ａｓｉｎｋｘ＋Ｂｃｏｓｋｘ）（Ｃｓｉｎｈｋｙ＋Ｄｃｏｓｈｋｙ） （８．２．７）

　　由于拉普拉斯方程（８．２．１）是线性的，所以式（８．２．６）和式（８．２．７）的线性组合也是方
程（８．２．１）的解。在求解边值问题时，为了满足给定的边界条件，分离常数ｋ通常取一系
列特定的值ｋｎ（ｎ＝１，２，…），而待求位函数φ（ｘ，ｙ）则由所有可能的解的线性组合构成，称
为位函数的通解，即

φ（ｘ，ｙ）＝（Ａ０ｘ＋Ｂ０）（Ｃ０ｙ＋Ｄ０）＋

∑
∞

ｎ＝１

（Ａｎｓｉｎｋｎｘ＋Ｂｎｃｏｓｋｎｘ）（Ｃｎｓｉｎｈｋｎｙ＋Ｄｎｃｏｓｈｋｎｙ） （８．２．８）

　　若将式（８．２．３）中的ｋ２ 换为－ｋ２，则可得到另一形式的通解为

φ（ｘ，ｙ）＝（Ａ０ｘ＋Ｂ０）（Ｃ０ｙ＋Ｄ０）＋

∑
∞

ｎ＝１

（Ａｎｓｉｎｈｋｎｘ＋Ｂｎｃｏｓｈｋｎｘ）（Ｃｎｓｉｎｋｎｙ＋Ｄｎｃｏｓｋｎｙ） （８．２．９）

通解中的分离常数的选取以及待定常数均由给定的边界条件确定。
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例８．１　无限长接地金属导体槽内的电位分布
如图８－１所示，有一横截面为矩形的无限长接地金属导体槽，上有一电位为Ｕ０ 的

金属盖板。导体槽的侧壁与盖板间有非常小的间隙以保证相互绝缘。求此导体槽内的电
位分布。

图８－１　接地矩形槽

解：因为导体槽在ｚ方向为无限长，所以槽内电位分布与ｚ
无关，所满足的边界条件为

φ（０，ｙ）＝０　（０≤ｙ＜ｂ） （８．２．１０）

φ（ａ，ｙ）＝０　（０≤ｙ＜ｂ） （８．２．１１）

φ（ｘ，０）＝０　（０≤ｘ≤ａ） （８．２．１２）

φ（ｘ，ｂ）＝Ｕ０　（０≤ｘ≤ａ） （８．２．１３）

因槽内的电位φ（ｘ，ｙ）在ｘ＝０和ａ处为零，所以其通解应为式（８．２．８）。
将式（８．２．１０）代入式（８．２．８），有

０＝Ｂ０（Ｃ０ｙ＋Ｄ０）＋∑
∞

ｎ＝１
Ｂｎ（Ｃｎｓｉｎｈｋｎｙ＋Ｄｎｃｏｓｈｋｎｙ）

为使上式对ｙ在０～ｂ范围内取任何值时都成立，则应有Ｂｎ＝０（ｎ＝０，１，２，…），于是有

φ（ｘ，ｙ）＝Ａ０ｘ（Ｃ０ｙ＋Ｄ０）＋∑
∞

ｎ＝１
Ａｎｓｉｎｋｎｘ（Ｃｎｓｉｎｈｋｎｙ＋Ｄｎｃｏｓｈｋｎｙ）（８．２．１４）

　　再将式（８．２．１１）代入式（８．２．１４），有

０＝Ａ０ａ（Ｃ０ｙ＋Ｄ０）＋∑
∞

ｎ＝１
Ａｎｓｉｎｋｎａ（Ｃｎｓｉｎｈｋｎｙ＋Ｄｎｃｏｓｈｋｎｙ）

于是应有Ａ０＝０和Ａｎ＝ｓｉｎｋｎａ＝０（ｎ＝１，２，…）。但Ａｎ 不能等于零，否则φ（ｘ，ｙ）≡０，故
有ｓｉｎｋｎａ＝０。由此得到

ｋｎ ＝ｎπａ　
（ｎ＝１，２，…）

代入式（８．２．１４），有

φ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ａｎｓｉｎｎπｘａ

Ｃｎｓｉｎｈｎπｙａ ＋Ｄｎｃｏｓｈｎπｙ（ ）ａ
（８．２．１５）

　　再将式（８．２．１２）代入式（８．２．１５），有

０＝∑
∞

ｎ＝１
ＡｎＤｎｓｉｎｎπｘａ

为使上式对ｘ在０～ａ范围内取任何值时都成立，并且Ａｎ≠０，则应有

Ｄｎ ＝０（ｎ＝０，１，２，…）

于是式（８．２．１５）变为

φ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ａ′ｎｓｉｎｎπｘａ ｓｉｎｈ

ｎπｙ
ａ

（８．２．１６）

式中Ａ′ｎ＝ＡｎＣｎ。最后将式（８．２．１３）代入式（８．２．１６），有
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Ｕ０ ＝∑
∞

ｎ＝１
Ａ′ｎｓｉｎｎπｘａ ｓｉｎｈ

ｎπｂ
ａ

（８．２．１７）

为了确定常数Ａ′ｎ，将Ｕ０ 在区间（０，ａ）上按 ｓｉｎｎπｘ｛ ｝ａ
展开为傅里叶级数为

Ｕ０ ＝∑
∞

ｎ＝１
ｆｎｓｉｎｎπｘａ

（８．２．１８）

式中系数ｆｎ 按如下计算，即

ｆｎ ＝ ２ａ∫
ａ

０
Ｕ０ｓｉｎｎπｘａ ｄｘ＝

４Ｕ０
ｎπ　

ｎ＝１，３，５，…

０　　ｎ＝２，４，６
烅
烄

烆 ，…

比较式（８．２．１７）和式（８．２．１８）中ｓｉｎｎπｘａ
的系数，可得到

Ａ′ｎ ＝ ｆｎ

ｓｉｎｈｎπｂａ

＝

４Ｕ０

ｎπｓｉｎｈｎπｂａ

ｎ＝１，３，５，…

０ ｎ＝２，４，６

烅

烄

烆 ，…
将Ａ′ｎ 代入式（８．２．１６），即得到接地金属槽内的电位分布为

φ（ｘ，ｙ）＝
４Ｕ０
π ∑

∞

ｎ＝１，３，…

１

ｎｓｉｎｈｎπｂａ

ｓｉｎｎπｘａ ｓｉｎｈ
ｎπｙ
ａ

８．２．２　圆柱面坐标系中的分离变量法

具有圆柱面边界的问题，适宜用圆柱面坐标系中的分离变量法求解。这里，仅介绍圆
柱面坐标系中的位函数φ（ｒ）沿ｚ坐标方向没有变化的二维问题。在这种情况下，位函数
满足的拉普拉斯方程为

２φ（ρ，）＝
１
ρ

ρ
ρ
φ
（ ）ρ ＋１ρ２

２
φ


２ ＝０ （８．２．１９）

令位函数φ（ρ，）＝Ｒ（ρ）Φ（），代入上式，有

Φ（）
１
ρ
ｄ
ｄρ
ρ
ｄＲ（ρ）
ｄ［ ］ρ

＋Ｒ（ρ）
１
ρ
２
ｄ２Φ（）
ｄ

２ ＝０

将上式各项乘以 ρ
２

Ｒ（ρ）Φ（）
，可得

ρ
Ｒ（ρ）

ｄ
ｄρ
ρ
ｄＲ（ρ）
ｄ［ ］ρ

＝－ １
Φ（）

ｄ２Φ（）
ｄΦ２

由于此式对ρ和取任意值时恒成立，所以，式中的每一项都等于常数，即

ρ
Ｒ（ρ）

ｄ
ｄρ
ρ
ｄＲ（ρ）
ｄ［ ］ρ

＝－ １
Φ（）

ｄ２Φ（）
ｄ

２ ＝ｋ２

由此将拉普拉斯方程（８．２．１９）分离成为两个常微分方程

ｄ２Φ（）
ｄ

２ ＋ｋ２Φ（）＝０ （８．２．２０）

和
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ρ
ｄ
ｄρ
ρ
ｄＲ（ρ）
ｄ［ ］ρ

－ｋ２Ｒ（ρ）＝０ （８．２．２１）

式中ｋ为分离常数。

当ｋ＝０时，方程（８．２．２０）和方程（８．２．２１）的解为

Φ（）＝Ａ０＋Ｂ０
Ｒ（ρ）＝Ｃ０＋Ｄ０ｌｎρ

于是

φ（ρ，）＝ （Ａ０＋Ｂ０）（Ｃ０＋Ｄ０ｌｎρ） （８．２．２２）

　　当ｋ≠０时，方程（８．２．２０）和方程（８．２．２１）的解为

Φ（）＝Ａｓｉｎｋ＋Ｂｃｏｓｋ
Ｒ（ρ）＝Ｃρ

ｋ＋Ｄρ－
ｋ

于是

φ（ρ，）＝ （Ａｃｏｓｋ＋Ｂｓｉｎｋ）（Ｃρ
ｋ＋Ｄρ－

ｋ） （８．２．２３）

　　对于许多具有圆柱面边界的问题，位函数φ（ρ，）是变量的周期函数，其周期为２π，
即φ（ρ，＋２π）＝φ（ρ，）。此时，分离常数应取整数值，即ｋ＝ｎ（ｎ＝０，１，２，…），且Ｂ０＝０。
由此得到，圆柱形区域中二维拉普拉斯方程（８．２．１９）的通解为

φ（ρ，）＝Ｃ０＋Ｄ０ｌｎρ＋∑
∞

ｎ＝１

（Ａｎｃｏｓｎ＋Ｂｎｓｉｎｎ）（Ｃｎρ
ｎ＋Ｄｎρ－

ｎ） （８．２．２４）

式中的待定常数由具体问题所给定的边界条件确定。

图８－２　均匀外电场中的

无限长介质圆柱体

例８．２　均匀外电场中的无限长介质圆柱体。
如图８－２所示，在均匀外电场Ｅ０＝ｅｘＥ０ 中，有一半径

为ａ、介电常数为ε的无限长均匀介质圆柱体，其轴线与外电
场垂直，圆柱外为自由空间。试求介质圆柱内外的电位函数
和电场强度。
解：在外电场Ｅ０ 作用下，介质圆柱要极化，空间任一点

的电位是均匀外电场Ｅ０ 的电位与极化电荷产生的电位之
和。因介质圆柱内外的自由电荷体密度ρ＝０，所以介质圆柱
内外的电位函数都满足拉普拉斯方程。又由于介质圆柱体
是均匀无限长的，而且均匀外电场与圆柱的轴线垂直，所以电位函数与变量ｚ无关，所以
电位的通解为式（８．２．２４）的形式。
设介质圆柱内的电位函数为φ１，介质圆柱外的电位函数为φ２。它们应满足以下边界

条件：
（１）在介质圆柱外，当ρ→∞时，极化电荷产生的电场减弱为零，故这些地方的电位函

数φ２ 应与均匀外电场Ｅ０ 的电位φ０ 相同，即

φ２（ρ，）→φ０（ρ，）＝－Ｅ０ｘ＝－Ｅ０ρｃｏｓ　（ρ→ ∞） （８．２．２５）

　　（２）在介质圆柱内的ρ＝０处，电位应为有限值，即

φ１（０，）＜ ∞ （８．２．２６）
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　　（３）在介质圆柱体的表面（ρ＝ａ）上，电位函数应满足

φ１（ａ，）＝φ２（ａ，），ε
φ１
ρ
＝ε０φ２ρ

（８．２．２７）

　　在介质圆柱外，要满足边界条件（８．２．２５），在通解（８．２．２４）中须取ｎ＝１，且不含

ｓｉｎｎ项，即Ｃ０＝０，Ｄ０＝０，Ｂｎ＝０（ｎ＝１，２，…），Ａｎ＝０（ｎ≠１），且

Ａ１Ｃ１ ＝－Ｅ０
于是介质圆柱外的电位函数可写为

φ２（ρ，）＝－Ｅ０ρｃｏｓ＋Ｄ′２ρ－
１ｃｏｓ （８．２．２８）

　　介质圆柱内的电位函数φ１ 应具有与式（８．２．２８）相同的函数形式，即

φ１（ρ，）＝Ｃ′１ρｃｏｓ＋Ｄ′１ρ－
１ｃｏｓ

代入边界条件（８．２．２６），可得Ｄ′＝０，于是

φ１（ρ，）＝Ｃ′１ρｃｏｓ （８．２．２９）

再将式（８．２．２８）和式（８．２．２９）代入边界条件（８．２．２７），则有

－Ｅ０ａ＋Ｄ′２ａ－１ ＝Ｃ′１ａ

ε０Ｅ０ａ２＋ε０Ｄ′２ ＝－εＣ′１ａ
烅
烄

烆 ２

由此解得

Ｃ′１ ＝－ ２ε０
ε＋ε０

Ｅ０

Ｄ′２ ＝ε－ε０ε＋ε０
Ｅ０ａ

烅

烄

烆
２

故介质圆柱内外的电位函数分别为

φ１（ρ，）＝－
２ε０
ε＋ε０

Ｅ０ρｃｏｓ　　（ρ≤ａ）

和

φ２（ρ，）＝－Ｅ０ρｃｏｓ＋
ε－ε０
ε＋ε０

Ｅ０ａ２ρ－
１ｃｏｓ　　（ρ≥ａ）

介质圆柱内外的电场强度分别为

Ｅ１ ＝－φ１ ＝－ｅρ
φ１
ρ
－ｅ

１
ρ
φ１

＝

ｅρ
２ε０
ε＋ε０

Ｅ０ｃｏｓ－ｅ
２ε０
ε＋ε０

Ｅ０ｓｉｎ＝
２ε０
ε＋ε０

Ｅ０　　（ρ＜ａ）

和 Ｅ２ ＝－φ２ ＝－ｅρ
φ２
ρ
－ｅ

１
ρ
φ２

＝

ｅρ
ε－ε０
ε＋ε０

ａ（ ）ρ
２

＋［ ］１Ｅ０ｃｏｓ＋ｅ ε－ε０ε＋ε０
ａ（ ）ρ

２

－［ ］１Ｅ０ｓｉｎ＝
Ｅ０＋ε－ε０ε＋ε０

ａ（ ）ρ
２

Ｅ０（ｅρｃｏｓ－ｅｓｉｎ）　　（ρ＞ａ）

　　以上结果表明，介质圆柱体内的电场是均匀场，且与外电场Ｅ０ 的方向相同。但由于
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２ε０／（ε＋ε０）＜１，所以Ｅ１＜Ｅ０，这是因为介质圆柱面上的极化电荷在介质内产生的电场与
外电场Ｅ０ 的方向相反。介质圆柱内、外的电场分布如图８－３所示。
例８．３　无限长磁介质圆柱形空腔的磁屏蔽效能。
如图８－４所示，磁导率为μ的磁介质构成的无限长圆柱形空腔，内、外半径分别为ａ

和ｂ。设外加均匀恒定磁场Ｈ０＝ｅｘＨ０，试求无限长磁介质圆柱形空腔的磁屏蔽效能。

图８－３　均匀外电场中

介质圆柱体的电场

图８－４　均匀外磁场中的无限

长空心磁介质圆柱

　　解：导磁圆柱形空腔的磁屏蔽效能是指空腔内的磁场与外加磁场的比值。
此问题中无外加电流，故可用标量磁位φｍ 来求解磁场。均匀恒定磁场Ｈ０ 的标量磁

位φｍ０为

φｍ０ ＝－Ｈ０ｘ＝－Ｈ０ρｃｏｓ
　　按照介质的不同特性，将空间划分为三个区域，相应的标量磁位分别为φｍ１、φｍ２和

φｍ３。它们应满足的边界条件为：
（１）在介质圆柱内的ρ＝０处，φｍ１应为有限值，即

φｍ１（０，）＜ ∞ （８．２．３０）

　　（２）在圆柱腔外，当ρ→∞时，φｍ３应趋于φｍ０，即

φｍ３（ρ，）→φｍ０（ρ，）＝－Ｈ０ρｃｏｓ （８．２．３１）

　　（３）在圆柱空腔的内表面（ρ＝ａ）上，标量磁位应满足

φｍ１（ａ，）＝φｍ２（ａ，），μ０ ＝
φｍ１
ρ

＝μ
φｍ２
ρ

（８．２．３２）

　　在圆柱空腔的外表面（ρ＝ｂ）上，标量磁位应满足

φｍ２（ｂ，）＝φｍ３（ａ，），μ
φｍ２
ρ

＝μ０
φｍ３
ρ

（８．２．３３）

由此可知

φｍ１（ρ，）＝Ｆ１ρｃｏｓ　　　　　　　　（ρ≤ａ）

φｍ２（ρ，）＝Ｆ２ρｃｏｓ＋Ｆ３ρ－
１ｃｏｓ　　（ａ≤ρ≤ｂ）

φｍ３（ρ，）＝－Ｈ０ρｃｏｓ＋Ｆ４ρ－
１ｃｏｓ　（ρ≥ｂ）

将上述表达式代入式（８．２．３２）和式（８．２．３３），可得到
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ａＦ１ ＝ａＦ２＋ａ－１Ｆ３

μ０Ｆ１ ＝μＦ２－μａ－
２Ｆ３

ｂＦ２＋ｂ－１Ｆ３ ＝－Ｈ０ｂ＋ｂ－１Ｆ４

μＦ２－μｂ－
２Ｆ３ ＝－μ０Ｈ０－μ０ｂ－

２Ｆ

烅

烄

烆 ４

由此解得

Ｆ１ ＝－ ４μ０μＨ０

（μ０＋μ）
２－（μ０－μ）

２ａ２／ｂ２

所以，圆柱空腔内的标量磁位为

φｍ１（ρ，）＝
４μ０μＨ０

（μ０＋μ）
２－（μ０－μ）

２ａ２／ｂ２ρｃｏｓ　　
（ρ≤ａ）

圆柱空腔内的磁场强度为

Ｈ１ ＝－φｍ１ ＝－ｅρ
φｍ１
ρ
－ｅ

１
ρ
φｍ１


＝

４μ０μ
（μ０＋μ）

２－（μ０－μ）
２ａ２／ｂ２Ｈ０　　

（ρ＜ａ）

无限长导磁圆柱形空腔的磁屏蔽效能为

｜Ｈ１｜
｜Ｈ０｜＝

４μ０μ
（μ０＋μ）

２－（μ０－μ）
２ａ２／ｂ２

（８．２．３４）

图８－５　均匀外磁场中圆柱形

空腔的磁屏蔽

　　若腔体为铁磁材料，则因其相对磁导率μｒ１，上式

可近似为

Ｈ１
Ｈ２ ≈

４
μｒ（１－ａ

２／ｂ２）
（８．２．３５）

由此可见，磁屏蔽材料的相对磁导率μｒ 愈大，或屏蔽层
越厚（ａ／ｂ的值越小），则屏蔽效能越好。介质圆柱腔内、
外的磁场分布如图８－５所示。

８．２．３　球面坐标系中的分离变量法

　　具有球面边界的边值问题，宜采用球面坐标系中的分离变量法求解。在球面坐标系
中，对于以极轴为对称轴的问题，位函数与坐标变量无关，则拉普拉斯方程为

２φ（ｒ，θ）＝
１
ｒ２

ｒ
ｒ２φ
（ ）ｒ ＋ １

ｒ２ｓｉｎθ

θ
ｓｉｎθφ（ ）θ ＝０ （８．２．３６）

令位函数φ（ｒ，θ）＝Ｒ（ｒ）Ｆ（θ），代入上式，有

Ｆ（θ）１ｒ２
ｄ
ｄｒ
ｒ２ｄＲ

（ｒ）
ｄ［ ］ｒ ＋Ｒ（ｒ） １

ｒ２ｓｉｎθｄｄθ

ｓｉｎθｄＦ
（θ）
ｄ［ ］θ ＝０

将上式各项乘以 ｒ２
Ｒ（ｒ）Ｆ（θ）

，可得

１
Ｒ（ｒ）

ｄ
ｄｒ
ｒ２ｄＲ

（ｒ）
ｄ［ ］ｒ ＝－ １

Ｆ（θ）ｓｉｎθ
ｄ
ｄθ
ｓｉｎθｄＦ

（θ）
ｄ［ ］θ
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由于此式对ｒ和θ取任意值时恒成立，所以式中的每一项都等于常数，即

１
Ｒ（ｒ）

ｄ
ｄｒ
ｒ２ｄＲ

（ｒ）
ｄ［ ］ｒ ＝－ １

Ｆ（θ）ｓｉｎθ
ｄ
ｄθ
ｓｉｎθｄＦ

（θ）
ｄ［ ］θ ＝ｋ２

由此将拉普拉斯方程（８．２．３６）分离成为两个常微分方程

ｄ
ｄｒ
ｒ２ｄＲ

（ｒ）
ｄ［ ］ｒ －ｋ２Ｒ（ｒ）＝０ （８．２．３７）

１
ｓｉｎθ

ｄ
ｄθ
ｓｉｎθｄＦ

（θ）
ｄ［ ］θ ＋ｋ２Ｆ（θ）＝０ （８．２．３８）

　　方程（８．２．３８）称为勒让德方程。若分离常数ｋ的取值为

ｋ２ ＝ｎ（ｎ＋１）　（ｎ＝０，１，２，…）

则其解为

Ｆ（θ）＝ＡｎＰｎ（ｃｏｓθ）＋ＢｎＱｎ（ｃｏｓθ） （８．２．３９）

式中，Ｐｎ（ｃｏｓθ）、Ｑｎ（ｃｏｓθ）分别是第一类、二类勒让德函数。对球形区域问题，θ在闭区间
［０，π］上变化，而Ｑｎ（ｃｏｓθ）在θ＝０和π时是发散的。所以，当场域包含θ＝０和π的点时，
在式（８．２．３９）中则应取Ｂｎ＝０，即

Ｆ（θ）＝ＡｎＰｎ（ｃｏｓθ） （８．２．４０）

Ｐｎ（ｃｏｓθ）又称为勒让德多项式，其一般表达式为

Ｐｎ（ｃｏｓθ）＝ １
２ｎｎ！

ｄｎ

ｄ（ｃｏｓθ）ｎ
［（ｃｏｓ２θ－１）ｎ］　（ｎ＝０，１，２，…） （８．２．４１）

下面给出前几个勒让德多项式的表达式为

Ｐ０（ｃｏｓθ）＝１

Ｐ１（ｃｏｓθ）＝ｃｏｓθ

Ｐ２（ｃｏｓθ）＝ ３２ｃｏｓ
２θ－１２

Ｐ３（ｃｏｓθ）＝ ５２ｃｏｓ
３θ－３２ｃｏｓθ

　　当ｋ２＝ｎ（ｎ＋１）时，方程（８．２．３７）的解为

Ｒ（ｒ）＝Ｃｎｒｎ＋Ｄｎｒ－（ｎ＋１）

于是得到方程（８．２．３６）的基本解为

φ（ｒ，θ）＝ ［Ｃｎｒ
ｎ＋Ｄｎｒ－（ｎ＋１）］Ｐｎ（ｃｏｓθ） （８．２．４２）

由ｎ取所有可能数值时各解的线性组合，即得到球形区域中二维拉普拉斯方程（８．２．３６）
的通解为

φ（ｒ，θ）＝∑
∞

ｎ＝０

［Ｃｎｒｎ＋Ｄｎｒ－（ｎ＋１）］Ｐｎ（ｃｏｓθ） （８．２．４３）

式中的待定常数由具体问题所给定的边界条件确定。
例８．４　均匀外电场中的导体球。
如图８－６所示，在均匀外电场Ｅ０＝ｅｚＥ０ 中，放置一个半径为ａ接地导体球，球外介

质为空气。试求导体球外的电位函数和电场强度。
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图８－６　均匀外电场中

的导体球

解：在外电场Ｅ０ 作用下，导体球面上会出现感应电荷分布，
空间任一点的电位是均匀外电场Ｅ０ 的电位与感应电荷产生的
电位之和。因导体外的自由电荷体密度ρ＝０，所以电位函数满
足拉普拉斯方程。又由于问题是关于极轴对称的，所以电位函
数与变量无关，通解应为式（８．２．４３）所示的形式。
在导体球外，感应电荷的电场随ｒ的增加而减弱，当ｒ→∞

时减弱为零，故这些地方的电位函数φ与均匀外电场Ｅ０ 的电位

φ０ 相同，即

φ（ｒ，θ）→φ０（ｒ，θ）＝－Ｅ０ｚ＝－Ｅ０ｒｃｏｓθ　（ｒ→ ∞）

（８．２．４４）

　　将式（８．２．４３）代入式（８．２．４４），有

∑
∞

ｎ＝０

［Ｃｎｒｎ＋Ｄｎｒ－（ｎ＋１）］Ｐｎ（ｃｏｓθ）→Ｅ０ｒｃｏｓθ　（ｒ→ ∞）

所以得到

Ｃｎ ＝０，Ｄｎ ＝０（ｎ≠１），Ｃ１ ＝－Ｅ０
于是

φ（ｒ，θ）＝ （－Ｅ０ｒ＋Ｄ１ｒ－
２）Ｐ１（ｃｏｓθ）＝ （－Ｅ０ｒ＋Ｄ１ｒ－２）ｃｏｓθ

又由于导体球接地，所以ｒ＝ａ时，φ（ａ，θ）＝０，即

（－Ｅ０ａ＋Ｄ１ａ－２）ｃｏｓθ＝０
由此得到

Ｄ１ ＝ａ３Ｅ０
故导体球外的电位函数为

φ（ｒ，θ）＝ （－ｒ＋ａ
３ｒ－２）Ｅ０ｃｏｓθ

　　导体球外的电场强度

Ｅ＝－φ＝－ｅｒ
φ
ｒ－

ｅθ１ｒ
φ
θ＝

ｅｒ １＋２ ａ（ ）ｒ［ ］３ Ｅ０ｃｏｓθ＋ｅθ －１＋ ａ（ ）ｒ［ ］３ Ｅ０ｓｉｎθ＝
Ｅ０＋ ａ（ ）ｒ

３

Ｅ０（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ）

　　球面上的感应电荷面密度为

ρＳ ＝ε０ｅｒ·Ｅ｜ｒ＝ａ ＝３Ｅ０ｃｏｓθ

练　习　题

８．２－１　横截面为矩形的长槽由三块接地导体板构成，上边盖板的电位为φ＝

Ｕ０ｓｉｎπｘ（ ）ａ ，如图８－７所示。求槽内的电位分布和电场强度。
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８．２－２　如图８－８所示，横截面为矩形的封闭区域由四块导体板构成，左右两边的
板接地，顶板和底板分别保持恒定电位Ｕ１ 和Ｕ２。求矩形区域内的电位分布。

图８－７　题８．２－１用图 图８－８　题８．２－２用图

　　８．２－３　在均匀电场Ｅ０＝ｅｘＥ０ 中，垂直于电场方向放置一根无限长导体圆柱，圆柱
的半径为ａ。求导体圆柱外的电位φ和电场Ｅ 以及导体表面的感应电荷密度ρＳ。

８．２－４　介电常数为ε无限大的介质中，外加均匀电场Ｅ０＝ｅｚＥ０，在介质中有一个半
径为ａ的球形空腔。求空腔内、外的电场Ｅ和空腔表面的极化电荷密度。

８．２－５　一个半径为Ｒ的介质球均匀极化，已知其极化强度Ｐ＝ｅｚＰ０。求介质球内、
外的电场。

８．３　镜 像 法

在静电场中，有时会遇到在导体表面或介质分界面附近的电荷的电场问题。显然，所
求的电场是由给定的电荷与界面上的感应电荷或极化电荷共同产生的。对这类问题，可
采用镜像法求解。
镜像法的基本思想是，在所研究的场域以外的某些适当的位置上，用一些虚设的电荷

（称为镜像电荷）等效替代导体表面的感应电荷或介质分界面上的极化电荷。这样就把原
来的边值问题的求解转换为均匀无界空间中的问题来求解。根据惟一性定理，只要虚设
电荷与场域内原有的实际电荷一起所产生的电场满足原问题所给定的边界条件，所得结
果就是原问题的解。
应用镜像法求解的关键在于如何确定像电荷。根据惟一性定理，镜像电荷的确定应

遵循以下两条原则：
（１）所有镜像电荷必须位于所求的场域以外的空间中。
（２）镜像电荷的个数、位置及电荷量的大小以满足场域边界面上的边界条件来确定。
下面对典型的平面、球面和圆柱面镜像问题进行讨论。

８．３．１　导体平面的镜像

１．点电荷对无限大接地导体平面的镜像
如图８－９所示，有一个点电荷ｑ，位于无限大接地导体平面上方，与导体平面相距为

ｈ。
在ｚ＞０的上半空间中，除点电荷ｑ所在点外，电位函数φ满足拉普拉斯方程

２
φ＝

０。又由于导体平面接地，因此，在ｚ＝０处，电位函数φ＝０。
若在导体平面下方与点电荷ｑ对称的点（０，０，－ｈ）处放置一点电荷ｑ′＝－ｑ，并把无

限大导体平面撤去，让整个空间充满介电常数为ε的均匀电介质，如图８－１０所示。显然，

图８－９　点电荷与 无限大接地导体平面

图８－１０　线电荷与无限 大接地导体平面的镜像
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ｑ和ｑ′共同产生的电位函数在导体平面的上半空间内满足所要求的全部条件。根据惟一
性定理，可得到位于无限大接地导体平面上方的点电荷ｑ产生的电位函数为

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
ｑ
４πε

１
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２

－ １
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ＋ｈ）槡［ ］２ 　（ｚ≥０）

（８．３．１）

这表明，点电荷ｑ关于无限大接地导体平面的像电荷ｑ′的大小和位置为

ｑ′＝－ｑ，ｚ′＝－ｈ （８．３．２）

　　导体平面上的感应电荷密度为

ρＳ＝－ε
φ
ｚ ｚ＝０

＝－ ｑｈ
２π（ｘ２＋ｙ２＋ｈ２）３／２

（８．３．３）

图８－１１　点电荷与导体平面

之间的电力线分布

导体平面上的总感应电荷为

ｑｉｎ＝∫Ｓ
ρＳｄＳ＝－

ｑｈ
２π∫

∞

－∞∫
∞

－∞

ｄｘｄｙ
（ｘ２＋ｙ２＋ｈ２）３／２

＝

－ｑｄ２π∫
２π

０∫
∞

０

ρｄρｄ
（ρ
２＋ｈ２）３／２ ＝－ｑ

（８．３．４）

可见，导体平面上的总感应电荷恰好与所设置的像电荷相
等。
点电荷与导体平面之间的电力线分布如图８－１１所示，

其中实线是实际的电力线，虚线是假想的电力线。

２．线电荷对无限大接地导体平面的镜像

　　如图８－１２所示，位于无限大接地导体平面上方的无限长直线电荷，单位长度带电量

ρ１，与导体平面平行且相距为ｈ。与点电荷对无限大接地导体平面的镜像类似分析，可知
其镜像电荷仍是无限长线电荷，如图８－１３所示。镜像电荷的线密度和位置为

ρ′ｌ ＝－ρｌ，ｚ′＝－ｈ （８．３．５）

在ｚ＞０的上半空间中，电位函数为

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ρ
１

２πε
ｌｎ ｘ２＋（ｚ＋ｈ）槡 ２

ｘ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２
　　（ｚ≥０） （８．３．６）

图８－１２　线电荷与 无限大接地导体平面图８－１３　线电荷与无限 大接地导体平面的镜像
３．点电荷对相交导体平面的镜像
点电荷对无限大导体平面的镜像，可应用到点电荷与相交的两块半无限大导体平面

的情况，但仅用一个镜像电荷不能满足边界条件。
如图８－１４所示是相互垂直的两块半无限大接地导体平面，点电荷ｑ与两导体平面
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的距离分别为ｄ１ 和ｄ２。在第二象限内的位置“１”（点电荷ｑ关于导体平面ＯＡ 的对称点）
处放置一个镜像电荷ｑ′１＝－ｑ，这将使导体平面ＯＡ的电位为零，但导体平面ＯＢ的电位
不为零。类似地，在第四象限内的位置“２”（点电荷ｑ关于导体平面ＯＢ 的对称点）处放置
一个镜像电荷ｑ′２＝－ｑ，将使导体平面ＯＢ的电位为零，但导体平面ＯＡ的电位不为零。
如果在第三象限内的位置“３”（恰好是镜像电荷ｑ′１ 和ｑ′２ 分别关于导体平面ＯＡ和ＯＢ 的
对称点）处再放置一个镜像电荷ｑ′３＝ｑ，根据对称性，这些镜像电荷将使得导体平面ＯＡ
和ＯＢ 的电位都为零。这说明，相互垂直的两块接地半无限大导体平面有三个镜像电荷，
如图８－１５所示。

图８－１４　点电荷 与正交导体平面图８－１５　点电荷与 正交导体平面的镜像
　　不仅相交为直角的两块导体平面间的场可以用镜像法求解。一般地，相交的两块半
无限大导体平面，只要交角为π／ｎ（ｎ＝１，２，…）都可用镜像法求解，其镜像电荷共有２ｎ—

１个。
例８．５　真空中，电量为１μＣ的点电荷位于Ｐ（０，０，１）处，ｘＯｙ平面是一个无限大的

接地导体板。（１）求ｚ轴上电位为１０４Ｖ的点的坐标；（２）计算该点的电场强度。
解：（１）根据镜像法可知上半空间的电位为

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
ｑ
４πε０

１
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－１）槡 ２

－ １
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ＋１）槡［ ］２

由

φ（０，０，ｚ）＝
１０－６
４πε０

１
｜ｚ－１｜－

１
｜ｚ＋１［ ］｜ ＝１０４

可解得

ｚ１ ＝１６７ｍ，ｚ２ ＝０４５ｍ

　　（２）当ｚ＞１时，ｚ轴上的电场强度为

Ｅ（０，０，ｚ）＝ｅｚ１０
－６

４πε０
１

（ｚ－１）２－
１

（ｚ＋１）［ ］２
将ｚ１＝１６７ｍ代入上式，得

Ｅ（０，０，ｚ１）＝ｅｚ１０
－６

４πε０
１

（１６７－１）２
－ １
（１６７＋１）［ ］２ ＝ｅｚ１８８×１０４　（Ｖ／ｍ）

　　当ｚ＜１时，ｚ轴上的电场强度为

Ｅ（０，０，ｚ）＝－ｅｚ１０
－６

４πε０
１

（ｚ－１）２＋
１

（ｚ＋１）［ ］２
将ｚ２＝０４５ｍ代入上式，得
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Ｅ（０，０，ｚ２）＝－ｅｚ１０
－６

４πε０
１

（０４５－１）２
－ １
（０４５＋１）［ ］２ ＝－ｅｚ３４１×１０４　（Ｖ／ｍ）

　　例８．６　一个点电荷ｑ与无限大导体平面距离为ｄ，如果把它移到无穷远处，需要做
多少功？

解：点电荷位于接地导体平面附近时，导体平面上有感应电荷。可先利用镜像法求出

感应电荷产生的电场Ｅ，然后由Ｗｅ ＝∫
∞

ｄ
ｑＥ·ｄｒ计算出电场所做的功。

图８－１６　 点电荷与无限大

接地导体平面的镜像

当点电荷ｑ移动到距离导体平面为ｘ 的点Ｐ 处时，其
像电荷ｑ′＝－ｑ，与导体平面相距为ｘ′＝－ｘ，如图８－１６所
示。像电荷ｑ′在点Ｐ 处产生的电场为

Ｅ′（ｘ）＝ｅｘ －ｑ
４πε０（２ｘ）２

所以将点电荷ｑ移到无穷远处时，电场所做的功为

Ｗｅ ＝∫
∞

ｄ
ｑＥ′（ｘ）ｄｒ＝∫

∞

ｄ

－ｑ２
４πε０（２ｘ）２

ｄｘ＝－ ｑ２
１６πε０ｄ

外力所做的功等于电场所作的功的负值，即

Ｗｏ ＝－Ｗｅ ＝ ｑ２
１６πε０ｄ

　　注意：由于点电荷ｑ移动的过程中，导体平面上的感应电荷面密度要发生变化，所以
镜像电荷的位置也在变化，因此不能用Ｗｅ＝ｑφ′来求电场所做的功。

８．３．２　导体球面镜像

当一个点电荷位于一个导体球面附近时，这类问题也可用镜像法求解。

１．点电荷对接地导体球面的镜像
如图８－１７所示，点电荷ｑ位于一个半径为ａ的接地导体球外，距球心为ｄ。点电荷

ｑ将在导体球面上产生感应电荷，导体球外的电位由点电荷与感应电荷共同产生。把导
体球面移去，用一个镜像电荷来等效球面上的感应电荷。为了不改变球外的电荷分布，镜
像电荷必须放置在导体球面内。又由于对称性，镜像电荷应位于球心与点电荷ｑ的连线
上，如图８－１８所示。设镜像电荷为ｑ′，与球心相距为ｄ′，则由ｑ和ｑ′产生的电位函数为

图８－１７　点电荷 与接地导体球面图８－１８　点电荷与 接地导体球面的镜像φ＝
１
４πε

ｑ
ｒ２＋ｄ２－２ｒｄｃｏｓ槡 θ

－ ｑ′
ｒ２＋ｄ′２－２ｒｄ′ｃｏｓ槡［ ］θ

由于导体球接地，在球面ｒ＝ａ处，φ＝０。于是有

１
４πε

ｑ
ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓ槡 θ

－ ｑ′
ａ２＋ｄ′２－２ａｄ′ｃｏｓ槡［ ］θ ＝０

经整理，可得
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（ａ２＋ｄ２）ｑ′２－（ａ２＋ｄ′２）ｑ２－２ａｃｏｓθ（ｄｑ′２－ｄ′ｑ２）＝０

因上式对任意的θ都成立，所以

（ａ２＋ｄ２）ｑ′２－（ａ２＋ｄ′２）ｑ２ ＝０

ｄｑ′２－ｄ′ｑ２ ＝
烅
烄

烆 ０

由此解得

ｑ′＝－ａｄｑ
，ｄ′＝ａ

２

ｄ
和

ｑ′＝－ｑ，ｄ′＝ｄ（无意义，舍去）

（８．３．７）

　　根据惟一性定理，得到球外的电位函数为

φ＝
ｑ
４πε

１
ｒ２＋ｄ２－２ｒｄｃｏｓ槡 θ

－ ａ
ｄ ｒ２＋（ａ２／ｄ）２－２ｒ（ａ２／ｄ）ｃｏｓ槡［ ］θ 　（ｒ≥ａ）

（８．３．８）

球面上的感应电荷面密度为

ρＳ ＝－ε
φ
ｒ ｒ＝ａ

＝－ ｑ（ｄ２－ａ２）
４πａ（ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓθ）３／２

（８．３．９）

导体球面上的总感应电荷为

ｑｉｎ＝∫Ｓ
ρＳｄＳ＝－

ｑ（ｄ２－ａ２）
４πａ ∫

２π

０∫
π

０

ａ２ｓｉｎθｄθｄ
（ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓθ）３／２ ＝－

ａ
ｄｑ

（８．３．１０）

可见，导体球面上的总感应电荷也与所设置的镜像电荷相等。
以上讨论的是点电荷位于接地导体球面外的情况。如果点电荷ｑ位于一个半径为ａ

的接地导体球面内，距球心为ｄ（ｄ＜ａ），也可类似以上方法处理，在这种情况下，镜像电荷
应放置在球外，且在球心与点电荷ｑ的连线的延长线上。设镜像电荷为ｑ′，距球心为ｈ′，
仿照上面的做法，可得到

ｑ′＝－ａｄｑ
，ｄ′＝ａ

２

ｄ
（８．３．１１）

由于ｄ＜ａ，所以必有｜ｑ′｜＞｜ｑ｜。也就是说，这种情况下，镜像电荷的电荷量大于点电荷ｑ
的电荷量。
当点电荷位于接地导体球面内时，球面外的电位φ＝０，球面内的电位函数表达式与

式（８．３．８）相同。但感应电荷分布在导体球面的内表面上，其电荷面密度为

ρＳ＝ε
φ
ｒ ｒ＝ａ

＝－ ｑ（ａ２－ｄ２）
４πａ（ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓθ）３／２

（８．３．１２）

导体球面上的总感应电荷为

ｑｉｎ＝∫Ｓ
ρＳｄＳ＝－

ｑ（ａ２－ｄ２）
４πａ ∫

２π

０∫
π

０

ａ２ｓｉｎθｄθｄ
（ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓθ）３／２ ＝－ｑ

（８．３．１３）

可见，在这种情况下，镜像电荷与感应电荷的电荷量不相等。
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２．点电荷对不接地导体球面的镜像
设点电荷ｑ位于一个半径为ａ的不接地导体球外，距球心为ｄ。由于导体球不接地，

图８－１９　点电荷与不接地

导体球面的镜像

导体球面是电位不为零的等位面，且球面上既有感应负电荷
分布也有感应正电荷分布，但总的感应电荷为零，可采用叠
加原理来确定镜像电荷。先设想导体球是接地的，则球面上
只有总电荷量为ｑ′的感应电荷分布，其镜像电荷由式（８．３．
７）确定。然后断开接地线，并将电荷－ｑ′加于导体球上，从而
使总电荷为零。为使导体球面为等位面，所加的电荷－ｑ′应
均匀分布在导体球面上。因此，电荷－ｑ′可用一个位于球心
的镜像电荷ｑ″＝－ｑ′来替代，如图８－１９所示。

例８．７　真空中一个点电荷ｑ＝１０－６Ｃ，位于一个半径ａ＝５ｃｍ的导体球壳附近，距球
心为ｄ＝１５ｃｍ。（１）当导体球壳接地时，求点电荷ｑ受到的电场力；（２）若导体球壳不接
地，点电荷ｑ受到的电场力又为多少。
解：（１）根据球面镜像可知，当导体球壳接地时，镜像电荷为

ｑ′＝－ａｄｑ＝－
１
３ｑ
，ｄ′＝ａ

２

ｄ ＝
５
３ｃｍ

点电荷ｑ受到的电场力等于镜像电荷ｑ′对ｑ的作用力，故

Ｆ＝ ｑｑ′
４πε０（ｄ－ｄ′）２

＝
１０－６× －１３×１０

－（ ）６
４π× １

３６π×
１０－９ １５×１０－２－５３×１０

－（ ）２ ２ ＝－０１６９Ｎ

　　（２）当导体球壳不接地时，镜像电荷为

ｑ′＝－１３ｑ
，ｄ′＝ ５３ｃｍ

ｑ″＝ １３ｑ
，ｄ″＝０

点电荷ｑ受到的电场力等于镜像电荷ｑ′和ｑ″对ｑ的作用力之和，故

Ｆ＝ ｑｑ′
４πε０（ｄ－ｄ′）２

＋ ｑｑ″
４πε０ｄ２

＝

－０１６９＋０１３３＝－００３６Ｎ

８．３．３　导体圆柱面镜像

１．线电荷对导体圆柱的镜像
如图８－２０所示，一根电荷线密度为ρｌ的无限长线电荷位于半径为ａ的无限长接地

导体圆柱面外，与圆柱的轴线平行且到轴线的距离为ｄ。
在用镜像法解此问题时，为使导体圆柱面上的电位为零，镜像电荷应是圆柱面内部与

轴线平行的无限长线电荷。由于对称性，镜像电荷必定位于线电荷与圆柱轴线所决定的
平面上，如图８－２１所示。设镜像电荷的线密度为ρ′ｌ且距圆柱的轴线为ｄ′，则由ρｌ和ρ′ｌ
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共同产生的电位函数为

φ＝ρ
ｌ

２πεｌｎ
１

ρ
２＋ｄ２－２ρｄｃｏｓ槡 

－ρ′ｌ２πεｌｎ
１

ρ
２＋ｄ′２－２ρｄ′ｃｏｓ槡 

＋Ｃ

图８－２０　线电 荷与导体圆柱图８－２１　线电荷 与导体圆柱的镜像

由于导体圆柱接地，所以当ρ＝ａ时，电位应为零，即

ρｌ
２πε
ｌｎ １
ａ ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓ槡 

－ρ′ｌ２πε
ｌｎ １

ａ２＋ｄ′２－２ａｄ′ｃｏｓ槡 
＋Ｃ＝０

由于上式对任意的都成立，因此，将上式对求导，可以得到

ρｌｄ（ａ
２＋ｄ２）＋ρ′ｌｄ′（ａ

２＋ｄ′２）－２ａｄｄ′（ρ１＋ρ′１）ｃｏｓθ＝０

所以有

ρ１ｄ（ａ
２＋ｄ２）＋ρ′ｌｄ′（ａ

２＋ｄ′２）＝０

ρｌ＋ρ′ｌ ＝
烅
烄

烆 ０

由以上两式可解出镜像线电荷的大小和位置分别为

ρ′ｌ ＝－ρｌ，ｄ′＝
ａ２
ｄ

（８．３．１４）

和

ρ′ｌ ＝－ρｌ，ｄ′＝ｄ（无意义，舍去）

　　根据惟一性定理，可得到导体圆柱面外的电位函数为

φ＝ ρ
１

２πε
ｌｎ ｄ２ρ

２＋ａ４－２ρｄａ
２ｃｏｓ槡 

ｄ ρ
２＋ｄ２－２ρｄｃｏｓ槡 

＋Ｃ

由ｒ＝ａ时φ＝０，可得到Ｃ＝ρ
１

２πεｌｎ
ｄ
ａ
，故

φ＝ ρ
ｌ

２πε
ｌｎ ｄ２ρ

２＋ａ４－２ρｄａ
２ｃｏｓ槡 

ａ２ρ
２＋ａ２ｄ２－２ρｄａ

２ｃｏｓ槡 
（８．３．１５）

导体圆柱面上的感应电荷面密度为

ρＳ＝－ε
φ
ρ ρ＝ａ

＝－ ρｌ（ｄ
２－ａ２）

２πａ（ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓ）
（８．３．１６）

导体圆柱面上单位长度的感应电荷为

ｑｉｎ＝∫Ｓ
ρＳｄＳ＝－ρ

ｌ（ｄ２－ａ２）
２πａ ∫

２π

０

ａｄ
ａ２＋ｄ２－２ａｄｃｏｓ

＝－ρｌ （８．３．１７）

可见，导体圆柱面上单位长度的感应电荷也与所设置的镜像电荷相等。

２．两平行圆柱导体的电轴
上述线电荷与接地导体圆柱面的镜像，可以用于分析两半径相同、带有等量异号电荷
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的平行无限长直导体圆柱间的电场问题。这种情况在电力传输、通信工程中有着广泛的
实际应用。
如图８－２２所示，设两平行导体圆柱的半径均为ａ，两导体轴线间距为２ｈ，单位长度

分别带电荷ρ１ 和－ρ１。由于两圆柱带电导体的电场互相影响，使导体表面的电荷分布不
均匀，相对的一侧电荷密度大，而相背的一侧电荷密度较小。根据线电荷对导体圆柱的镜
像，可以设想将两圆柱导体撤去，其表面上的电荷用线密度分别为ρｌ和－ρｌ、且相距为２ｂ
的两根无限长带电细线来等效替代，如图８－２３所示。带电细线的所在的位置称为带电
圆柱导体的电轴，因而这种方法又称为电轴法。

图８－２２　两 平行圆柱导体图８－２３　两平行 圆柱导体的电轴
　　由式（８．３．１４），有

（ｈ－ｂ）（ｈ＋ｂ）＝ａ２

由此解得

ｂ＝ ｈ２－ａ槡 ２ （８．３．１８）

　　例８．８　如图８－２４所示，一根与地面平行架设的圆柱导线，半径为ａ，悬挂高度为ｈ。

（１）证明：单位长度上圆柱导线与地面间的电容为Ｃ０＝
２πε０

ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ）
；（２）若导线与地面间

的电压为Ｕ０，证明：地面对导线单位长度的作用力Ｆ０＝ πε０Ｕ２０
［ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ）］２（ｈ２－ａ２）１／２

。

解：（１）地面的影响可用一个镜像圆柱来等效。设圆柱导线单位长度带电荷为ｑｌ，
则镜像圆柱单位长度带电荷为－ｑｌ。根据电轴法，电荷ｑｌ 和－ｑｌ 可用位于电轴上的线电
荷来等效代替，如图８－２５所示。因此，导线与地面间的电位差为

φ０ ＝
ｑ１
２πε０
ｌｎ １
ａ－（ｈ－ｂ）－

ｑ１
２πε０
ｌｎ １
ｂ＋（ｈ－ａ）＝

ｑ１
２πε０
ｌｎ ｈ２－ａ槡 ２＋（ｈ－ａ）

ｈ２－ａ槡 ２－（ｈ－ａ）
＝

ｑ１
２πε０
ｌｎ ｈ２－ａ槡 ２＋ｈ

ａ ＝ ｑ１
２πε０

ａｒｃｏｓｈ ｈ（ ）ａ

图８－２４　平行于 地面的圆柱导线图８－２５　平行于地 面的圆柱导线的镜像
故单位长度上圆柱导线与地面间的电容为

Ｃ０ ＝ｑ１
φ０
＝ ２πε０
ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ）

　　（２）导线单位长度上的电场能量为

Ｗｅ ＝ １２Ｃ０Ｕ
２
０ ＝ πε０Ｕ２０
ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ）
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由虚位移法，可得地面对导线单位长度的作用力为

Ｆ０ ＝
Ｗｅ

ｈ Ｕ０不变
＝ ｈ

πε０Ｕ２０
ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ［ ］）＝

πε０Ｕ２０
［ａｒｃｏｓｈ（ｈ／ａ）］２（ｈ２－ａ２）１／２

８．３．４　介质平面的镜像

含有无限大介质分界平面的问题，也可采用镜像法求解。

１．点电荷对电介质分界平面的镜像
如图８－２６所示，介电常数分别为ε１ 和ε２ 的两种不同介质，各均匀充满半个无限大

空间，其分界面是无限大平面，在电介质１中有一个点电荷ｑ，距分界平面为ｈ。
在点电荷ｑ的电场作用下，电介质产生极化，在介质分界面上形成极化电荷分布。此

时，空间中任一点的电场由点电荷ｑ与极化电荷共同产生。依据镜像法的基本思想，在计算
电介质１中的电位时，用位于介质２中的镜像电荷ｑ′来代替分界面上的极化电荷，并把整个
空间看作充满介电常数为ε１ 的均匀介质，如图８－２７所示。在计算电介质２中的电位时，用
位于介质１中的镜像电荷ｑ″来代替分界面上的极化电荷，并把整个空间看作充满介电常数
为ε２ 的均匀介质，如图８－２８所示。于是介质１和介质２中的电位分别为

φ１（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１
４πε１

ｑ
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２

－ ｑ′
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ＋ｈ）槡［ ］２ 　ｚ≥０　

（８．３．１９）

和

φ２（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１
４πε２

ｑ＋ｑ″
ｘ２＋ｙ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２

　　 （ｚ≤０） （８．３．２０）
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图８－２６　点 电荷与电介质

分界 平面

图８－２７　 介质１的

镜像 电荷

图８－２８　 介质２的

镜像 电荷

在介质分界平面ｚ＝０处，电位应满足边界条件

φ１ ｚ＝０ ＝φ２ ｚ＝０

ε１φ１ｚ ｚ＝０
＝ε２φ２ｚ ｚ＝

烅
烄

烆 ０

（８．３．２１）

将式（８．３．１９）和式（８．３．２０）代入式（８．３．２１），可得到

１
ε１
（ｑ＋ｑ′）＝ １ε２

（ｑ＋ｑ″）

ｑ－ｑ′＝ｑ＋ｑ
烅
烄

烆 ″
由此解得镜像电荷ｑ′和ｑ″分别为

ｑ′＝ε１－ε２ε１＋ε２ｑ
，ｑ″＝－ε１－ε２ε１＋ε２ｑ

（８．３．２２）

２．线电流对磁介质分界平面的镜像
与静电问题类似，当线电流位于两种不同磁介质分界平面附近时，也可用镜像法求

解。
如图８－２９所示，磁导率分别为μ１ 和μ２ 的两种不同均匀磁介质的分界面是无限大

平面，在介质１中有一根无限长直线电流Ｉ平行于分界平面，且与分界平面相距为ｈ。此
时，在介质分界面上有磁化电流分布，空间中的磁场由线电流Ｉ与磁化电流共同产生。依
据镜像法的基本思想，在计算磁介质１中的磁场时，用位于介质２中的镜像线电流Ｉ′来代
替分界面上的磁化电流，并把整个空间看作充满磁导率为μ１ 的均匀介质，如图８－３０所
示。在计算磁介质２中的磁场时，用位于介质１中的镜像线电流Ｉ″来代替分界面上的磁
化电流，并把整个空间看作充满磁导率为μ２ 的均匀介质，如图８－３１所示。

图８－２９　线 电流与磁介质

分界 平面

图８－３０　 磁介质１的

镜像 线电流

图８－３１　 磁介质２的

镜像 线电流

　　由于电流沿ｙ轴方向流动，所以矢量磁位只有ｙ分量，即Ａ＝ｅｙＡ。因此，介质１和介
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质２中的矢量磁位分别为

Ａ１ ＝μ１Ｉ２π
ｌｎ １

ｘ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２
＋μ１Ｉ′２π

ｌｎ １
ｘ２＋（ｚ＋ｈ）槡 ２

　　（ｚ≥０）（８．３．２３）

和

Ａ２ ＝μ２
（Ｉ＋Ｉ″）
２π

ｌｎ １
ｘ２＋（ｚ－ｈ）槡 ２

　　（ｚ≤０） （８．３．２４）

在介质分界平面ｚ＝０处，矢量磁位应满足边界条件

Ａ１ ｚ＝０ ＝Ａ２ ｚ＝０

１
μ１
Ａ１
ｚ ｚ＝０

＝ １
μ２
Ａ２
ｚ ｚ＝

烅

烄

烆 ０

（８．３．２５）

将式（８．３．２３）和式（８．３．２４）代入式（８．３．２５），可得

μ１（Ｉ＋Ｉ′）＝μ２（Ｉ＋Ｉ″）

Ｉ－Ｉ′＝Ｉ＋
烅
烄

烆 Ｉ″
由此解得镜像电流Ｉ′和Ｉ″分别为

Ｉ′＝μ２－μ１
μ２＋μ１

Ｉ，Ｉ″＝－μ２－μ１
μ２＋μ１

Ｉ （８．３．２６）

练　习　题

８．３－１　一个电荷量为ｑ、质量为ｍ的小带电体，放置在无限大导体平面下方，与平
面相距为ｈ。求ｑ的值以使带电体上受到的静电力恰与重力相平衡（设ｍ＝２×１０－３ｋｇ，ｈ

图８－３２　题８．３－２用图

＝００２ｍ）。

８．３－２　如图８－３２所示，一个点电荷ｑ放在６０°的接地导
体角域内的点（１，１，０）处。求：（１）所有镜像电荷的位置和大小；
（２）点（２，１，０）处的电位。

８．３－３　真空中一个点电荷ｑ＝１０－６Ｃ，放在半径ａ＝５ｃｍ
的不接地导体球壳外，距球心为ｄ＝１５ｃｍ处。球面上何处的电
场强度的值最大？其数值为多少？

８．３－４　半径为ａ的接地导体球外距球心ｄ处放置一个点

电荷ｑ。（１）求点电荷ｑ受到的静电力；（２）若导体球未接地且带电荷为Ｑ，试证明：当

Ｑ
ｑ ＝

ａ３（２ｄ２－ａ２）
ｄ（ｄ２－ａ２）２

时，点电荷ｑ受到的静电力为零。

８．３－５　如图８－３３所示，半径为ａ的长直导线架在空中，导线与墙和地面都平行，
距墙和地面分别为ｄ１ 和ｄ２，且ｄ１ａ、ｄ２ａ。若将墙和地面均视为理想导体，试求此导
线与地之间每单位长度的电容。

８．３－６　在ｚ＜０的下半空间是介电常数为ε的介质，上半空间为空气，距离介质平
面距为ｈ处有一点电荷ｑ，求：（１）ｚ＞０和ｚ＜０的两个半空间内的电位；（２）介质表面上的
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图８－３３　题８．３－５用图

极化电荷密度，并证明表面上极化电荷总电量等于镜像电荷ｑ′。

８．４　有限差分法

有限差分法是求解边值问题的一种经典数值方法，它的基
本思想是将场域划分成网格，用网格节点的差分方程近似代替
场域内的偏微分方程，然后解这些差分方程求出各离散节点上
位函数的值。一般来说，只要划分得充分细，其结果可达到足够的精度。差分网格的
划分有多种不同的方式，这里仅讨论二维拉普拉斯方程的正方形网格划分方法。

８．４．１　有限差分方程

在一个边界为Ｃ的二维区域Ｓ内，电位函数φ（ｘ，ｙ）满足拉普拉斯方程

２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝０ （８．４．１）

在边界Ｃ上给定第一类边界条件，即

φ｜Ｃ ＝ｆ（ｘ，ｙ） （８．４．２）

　　如图８－３４所示，用分别平行于ｘ、ｙ轴的两组直线把场域Ｓ 划分成许多正方形网
格，网格线的交点称为节点，两相邻平行网格线间的距离ｈ称为步距。

图８－３４　场域的正方形网格划分

用φｉ，ｊ表示节点（ｘｉ，ｙｊ）处的电位值。利用二元函数的泰勒展开式，可将与节点（ｘｉ，

ｙｊ）直接相邻的节点上的电位值表示为

φｉ－１，ｊ ＝φ（ｘｉ－ｈ，ｙｊ）＝φｉ，ｊ－ｈ
φ
（ ）ｘ ｉ，ｊ

＋ｈ
２

２
２φ
ｘ（ ）２ ｉ，ｊ

－… （８．４．３）

φｉ＋１，ｊ ＝φ（ｘｉ＋ｈ，ｙｊ）＝φｉ，ｊ＋ｈ
φ
（ ）ｘ ｉ，ｊ

＋ｈ
２

２
２φ
ｘ（ ）２ ｉ，ｊ

－… （８．４．４）

φｉ，ｊ－１ ＝φ（ｘｉ，ｙｊ－ｈ）＝φｉ，ｊ－ｈ
φ
（ ）ｙ ｉ，ｊ

＋ｈ
２

２
２φ
ｙ（ ）２ ｉ，ｊ

－… （８．４．５）

φｉ，ｊ＋１ ＝φ（ｘｉ，ｙｊ＋ｈ）＝φｉ，ｊ＋ｈ
φ
（ ）ｙ ｉ，ｊ

＋ｈ
２

２
２φ
ｙ（ ）２ ｉ，ｊ

－… （８．４．６）

将式（８．４．３）与式（８．４．４）相加，并略去比ｈ２ 更高阶的项，可得

２φ
ｘ（ ）２ ｉ，ｊ

＝φｉ－１，ｊ－２φｉ，ｊ＋φｉ＋１，ｊｈ２
（８．４．７）

同理，由式（８．４．５）与式（８．４．６），可得
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２φ
ｙ（ ）２ ｉ，ｊ

＝φｉ，ｊ－１－２φｉ，ｊ＋φｉ，ｊ＋１ｈ２
（８．４．８）

将式（８．４．７）与式（８．４．８）代入式（８．４．１），可得到节点（ｘｉ，ｙｊ）处的差分方程为

φｉ，ｊ ＝
１
４
（φｉ－１，ｊ＋φｉ，ｊ－１＋φｉ＋１，ｊ＋φｉ，ｊ＋１） （８．４．９）

这就是二维拉普拉斯方程的差分格式，它将场域内任一点的位函数值表示为周围直接相
邻的四个节点上位函数值的平均值。这一关系式对场域内的每一个节点都成立，也就是
说，对场域内的每一个节点都可以列出一个式（８．４．９）形式的差分方程，所有节点的差分
方程构成联立差分方程组。
已知的边界条件经离散化后成为边界节点上的已知数值。若场域的边界正好落在网

格节点上，则将这些节点赋予边界上的位函数值。一般情况下，场域的边界不一定正好落
在网格节点上，最简单的近似处理就是将最靠近边界的节点作为边界节点，并将位函数的
边界值赋予这些节点。

８．４．２　差分方程的求解方法

在求解实际问题时，为了达到足够的精度，需将网格划分得充分细，节点的个数很多，
联立差分方程的数目很大。因此，通常应用迭代法求解差分方程组。

１．简单迭代法
这一方法的求解过程是，先对场域内的节点赋予迭代初值φ

（０）
ｉ，ｊ，这里上标（０）表示０

次（初始）近似值。然后再按

φ
（ｋ＋１）
ｉ，ｊ ＝ １４

［φ
（ｋ）
ｉ－１，ｊ＋φ

（ｋ）
ｉ，ｊ－１＋φ

（ｋ）
ｉ＋１，ｊ＋φ

（ｋ）
ｉ，ｊ＋１］　（ｉ，ｊ＝１，２，…） （８．４．１０）

进行反复迭代（ｋ＝０，１，２，…）。若当第Ｎ 次迭代以后，所有内节点的相邻两次迭代值之
间的最大误差不超过允许范围，即

ｍａｘ
ｉ，ｊ
｜φ

（Ｎ）
ｉ，ｊ －φ

（Ｎ－１）
ｉ，ｊ ｜＜Ｗ （８．４．１１）

这里Ｗ 是预定的允许误差，则终止迭代并将第Ｎ 次迭代结果作为内节点上电位的最终
数值解。
例８．９　有一个无限长直的金属槽，截面为正方形，两侧面及底板接地，上盖板与侧

面绝缘，其上的电位为φ＝１００Ｖ，试用有限差分法计算槽内的电位。
解：如图８－３５所示，将场域划分为１６个网格，共有２５个节点，其中１６个边界节点

的电位值是已知的，要计算的是９个内节点的电位值。
设内节点上电位的初始迭代值为

φ
（０）
１，１ ＝φ

（０）
２，１ ＝φ

（０）
３，１ ＝２５

φ
（０）
１，２ ＝φ

（０）
２，２ ＝φ

（０）
３，２ ＝５０

φ
（０）
１，３ ＝φ

（０）
２，３ ＝φ

（０）
３，３ ＝

烅

烄

烆 ７５

（８．４．１２）

代入式（８．４．１０），得到内节点上电位的一次迭代值为

φ
（１）
１，１ ＝１８７５，

φ
（１）
１，２ ＝３７５，

φ
（１）
１，３ ＝５６２５，

　
φ
（１）
２，１ ＝２５，

φ
（１）
２，２ ＝５０，

φ
（１）
２，３ ＝７５，

　
φ
（１）
３，１ ＝１８７５

φ
（１）
３，２ ＝３７５

φ
（１）
３，３ ＝５６２５
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图８－３５　例８９的网格划分

将此一次迭代值代入式（８．４．１０），得到内节点上电位的二

次迭代值为

φ
（２）
１，１ ＝１５６２５，

φ
（２）
１，２ ＝３１２５，

φ
（２）
１，３ ＝５３１２５，

　
φ
（２）
２，１ ＝２１８７５，

φ
（２）
２，２ ＝４３７５，

φ
（２）
２，３ ＝６５６２５，

　
φ
（２）
３，１ ＝１５６２５

φ
（２）
３，２ ＝３１２５

φ
（２）
３，３ ＝５３１２５

照此迭代下去，计算到φ
（２８）
ｉ，ｊ 时，发现ｍａｘ

ｉ，ｊ
φ
（２８）
ｉ，ｊ －φ

（２７）
ｉ，ｊ 小于

１０－３。取φ
（２８）
ｉ，ｊ 作为内节点上电位的最终近似值，则有

φ１，１ ＝７１４４，

φ１，２ ＝１８７５１，

φ１，３ ＝４２８５７，
　
φ２，１ ＝９８２３，

φ２，２ ＝２５００２，

φ２，３ ＝５２６８０，
　
φ３，１ ＝７１４４

φ３，２ ＝１８７５１

φ３，３ ＝４２８５７

２．超松弛迭代法

简单迭代法的收敛速度较慢，为了加快收敛速度，实际
中常采用超松弛迭代法。这一方法采用了变化量加权迭代，其迭代过程为

φ
（ｋ＋１）
ｉ，ｊ ＝φ

（ｋ）
ｉ，ｊ ＋α［珘φ

（ｋ＋１）
ｉ，ｊ －φ

（ｋ）
ｉ，ｊ］ （８．４．１３）

其中

珘φ
（ｋ＋１）
ｉ，ｊ ＝ １４

［φ
（ｋ＋１）
ｉ－１，ｊ ＋φ

（ｋ＋１）
ｉ，ｊ－１ ＋φ

（ｋ）
ｉ＋１，ｊ＋φ

（ｋ）
ｉ，ｊ＋１］ （８．４．１４）

α是一个加速收敛因子，称为松弛因子，它的取值范围在１与２之间。α有一个最优值

αｏｐｔ，称为最佳收敛因子，当α＝αｏｐｔ时，迭代过程收敛速度最快。在一般情况下，如何选择
最佳收敛因子是一个很复杂的问题。若正方形区域划分为正方形网格时，每边的节点数
为ｐ，则最佳收敛因子为

αｏｐｔ＝ ２

１＋ｓｉｎ π
ｐ－（ ）１

（８．４．１５）

　　从式（８．４．１３）可知，在计算珘φ
（ｋ＋１）
ｉ，ｊ 时，利用了φ

（ｋ＋１）
ｉ－１，ｊ和φ

（ｋ＋１）
ｉ，ｊ－１两个第ｋ＋１次近似值，因

此，网格节点必须按照一定顺序排列。通常采取“从左到右”，再“从下到上”的自然顺序排
列，并按自然顺序进行迭代过程。
再用超松弛迭代法来求解例８．９。由式（８．４．１５），可得到最佳收敛因子为αｏｐｔ＝

１１７。仍取式（８．４．１２）作为初始迭代值，代入式（８．４．１３）和式（８．４．１４），可得到内节点上
电位的一次迭代值为

φ
（１）
１，１ ＝１７６９，

φ
（１）
１，２ ＝３３２４，

φ
（１）
１，３ ＝４８１６，

　
φ
（１）
２，１ ＝２２８６，

φ
（１）
２，２ ＝４４４７，

φ
（１）
２，３ ＝６５５３，

　
φ
（１）
３，１ ＝１７０６

φ
（１）
３，２ ＝３１４４

φ
（１）
３，３ ＝４４８６

照此迭代１０次时，就能达到相邻两次迭代值的最大绝对误差小于１０－３。

练　习　题

８．４－１　在例８．８中，若正方形的边长１０ｃｍ，顶盖电位
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图８－３６　长方形网格划分

φ＝１００ｓｉｎ
πｘ
１０
，试用有限差分法求槽内的电位分布。

８．４－２　如图８－３６所示，若采用长方形网格进行场域
划分，试导出此时与二维拉普拉斯相应的差分格式。

８．５　有■限■元■法

　　有限元法也是一种通过对场域离散化来求出数值解的方
法，已广泛应用于求解电磁场问题，成为各种先进、实用的电
磁场数值计算软件包的构成基础。
有限元法基于变分原理和剖分插值。首先将边值问题转化为相应的变分问题，即泛

函极值问题。然后利用剖分插值，将变分问题离散成多元函数的极值问题，最终归结为求
解一组多元的线性方程。
下面以二维拉普拉斯方程的第一类边值问题为例，概述有限元法的基本应用原理。

８．５．１　泛函极值问题的构成

设在曲线Ｃ为边界的场域Ｓ内，电位函数φ的边值问题为

２φ
ｘ２＋

２φ
ｙ２

＝０ （８．５．１）

φ｜Ｃ ＝ｆ（ｘ，ｙ） （８．５．２）

　　在场域Ｓ内的电场能量为

Ｗ ＝ε２∫∫
Ｓ

φ
（ ）ｘ

２

＋ φ
（ ）ｙ［ ］２ ｄｘｄｙ （８．５．３）

可以看出，对于不同的电位函数φ，电场能量有不同的值。因此，电场能量Ｗ 是电位φ的
函数，称为能量泛函。可以证明，在边界条件（８．５．２）下，使电场能量Ｗ 取得极小值的电
位函数φ必定满足方程（８．５．１）。这就表明，与式（８．５．１）和式（８．５．２）构成的边值问题等
价的泛函极值问题为

Ｗ ＝ε２∫∫
Ｓ

φ
（ ）ｘ

２

＋ φ
（ ）ｙ［ ］２ ｄｘｄｙ＝ｍｉｎ

φ｜Ｃ ＝ｆ（ｘ，ｙ

烅

烄

烆 ）

（８．５．４）

８．５．２　场域的剖分与插值

如图８－３７所示的三角形单元剖分是最常用的二维场域剖分方法。各三角形单元的
形状和大小可以是任意的，因此，有限元法的场域剖分较为灵活，能较好地适应边界形状。
但在场域剖分时应注意：（１）任何一个三角形单元的顶点必须同时为其相邻三角形单元的
顶点；（２）相邻的单元既不能相互重叠也不能相互分离；（３）各单元节点编号顺序一律按逆
时针方向进行。
线性插值是最常用的插值方式。任取一个单元，设其编号为ｅ，其三个顶点编号按逆
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时针顺序标记ｉ、ｊ和ｍ，如图８－３８所示。将单元内任一点的位函数φ（ｘ，ｙ）用ｘ、ｙ的线
性函数来近似，即

φ（ｘ，ｙ）＝α１＋α２ｘ＋α３ｙ （８．５．５）

图８－３７　场 域的三角剖分图８－３８　单 元ｅ的节点标记

把该单元的三个顶点上的待求电位值φｉ、φｊ 和φｍ 以及顶点坐标（ｘｉ，ｙｉ）、（ｘｊ，ｙｊ）和（ｘｍ，

ｙｍ）代入式（８．５．５），可将φ（ｘ，ｙ）表示为

φ（ｘ，ｙ）＝
１
２Δ
［（ａｉ＋ｂｉｘ＋ｃｉｙ）φｉ＋（ａｊ＋ｂｊｘ＋ｃｊｙ）φｊ＋（ａｍ＋ｂｍｘ＋ｃｍｙ）φｍ］

（８．５．６）
其中

ａｉ＝ｘｊｙｍ －ｘｍｙｊ，ａｊ ＝ｘｍｙｉ－ｘｉｙｍ，ａｍ ＝ｘｉｙｊ－ｘｊｙｉ
ｂｉ ＝ｙｊ－ｙｍ，ｂｊ ＝ｙｍ －ｙｉ，ｂｍ ＝ｙｉ－ｙｊ
ｃｉ ＝ｘｍ －ｘｊ，ｃｊ ＝ｘｉ－ｘｍ，ｃｍ ＝ｘｊ－ｘ
烅
烄

烆 ｉ

（８．５．７）

Δ＝１２
（ｂｉｃｊ－ｂｊｃｉ）为单元ｅ的面积。

８．５．３　变分问题的离散化

首先进行单元分析。将式（８．５．６）代入单元ｅ的能量函数

Ｗｅ（φ）＝
ε
２∫∫

Ｓｅ

φ
（ ）ｘ

２

＋ φ
（ ）ｙ［ ］２ ｄｘｄｙ

可得到

Ｗｅ（φｉ，φｊ，φｍ）＝
ε
８Δ
［（ｂｉφｉ＋ｂｊφｊ＋ｂｍφｍ）

２＋（ｃｉφｉ＋ｃｊφｊ＋ｃｍφｍ）
２］

将上式分别对φｉ、φｊ和φｍ 求偏导数，得

Ｗｅ

φｉ
＝Ｋｅｉｉφｉ＋Ｋ

ｅ
ｉｊφｊ＋Ｋ

ｅ
ｉｍφｍ

Ｗｅ

φｊ
＝Ｋｅｊｉφｉ＋Ｋ

ｅ
ｊｊφｊ＋Ｋ

ｅ
ｊｍφｍ

Ｗｅ

φｍ
＝Ｋｅｍｉφｉ＋Ｋ

ｅ
ｍｊφｊ＋Ｋ

ｅ
ｍｍφ

烅

烄

烆 ｍ

（８．５．８）

或写成矩阵形式

２４３



Ｗｅ

φｉ
Ｗｅ

φｊ
Ｗｅ

φ

烄

烆

烌

烎ｍ

＝

Ｋｅｉｉ Ｋｅｉｊ Ｋｅｉｍ
Ｋｅｊｉ Ｋｅｊｊ Ｋｅｊｍ
Ｋｅｍｉ Ｋｅｍｊ Ｋｅ

烄

烆

烌

烎ｍｍ

φｉ

φｊ

φ

烄

烆

烌

烎ｍ

（８．５．９）

其中

Ｋｅｉｉ ＝ ε４Δ
（ｂ２ｉ ＋ｃ２ｉ），Ｋｅｊｊ ＝ ε４Δ

（ｂ２ｊ＋ｃ２ｊ），Ｋｅｍｍ ＝ ε４Δ
（ｂ２ｍ ＋ｃ２ｍ）

Ｋｅｉｊ ＝Ｋｅｊｉ ＝ ε４Δ
（ｂｉｂｊ＋ｃｉｃｊ）

Ｋｅｉｍ ＝Ｋｅｍｉ ＝ ε４Δ
（ｂｉｂｍ ＋ｃｉｃｍ）

Ｋｅｊｍ ＝Ｋｅｍｊ ＝ ε４Δ
（ｂｊｂｍ ＋ｃｊｃｍ

烅

烄

烆
）

（８．５．１０）

　　接下来进行整体合成。设单元的总数为ｅ０，节点总数为Ｎ，将所有单元能量函数叠
加起来，得到整个场域Ｓ内的能量函数为

Ｗ（φ）＝Ｗ（φ１，φ２，…，φＮ）＝∑
ｅ０

ｅ＝１
Ｗｅ（φｉ，φｊ，φｍ）

这样就将能量泛函的极值问题转化为多元函数Ｗ（φ１，φ２，…，φＮ）的极值问题。由于

Ｗ（φ１，φ２，…，φＮ）是二次函数，所以
Ｗ
φｎ
（ｎ＝１，２，…，Ｎ）是线性函数。根据多元函数的极

值原理，令Ｗ
φｎ
＝０（ｎ＝１，２，…，Ｎ），即可得到节点电位φｎ（ｎ＝１，２，…，Ｎ）的线性方程组

Ｋ１１ Ｋ１２ … Ｋ１Ｎ
Ｋ２１ Ｋ２２ … Ｋ２Ｎ
   

ＫＮ１ ＫＮ２ … Ｋ

烄

烆

烌

烎ＮＮ

φ１

φ２


φ

烄

烆

烌

烎Ｎ

＝

０
０


烄

烆

烌

烎０

（８．５．１１）

或简记为

［Ｋｓｒ］｛φｓ｝＝ ｛０｝ （８．５．１２）
式中的系数矩阵［Ｋｓｒ］为

［Ｋｓｒ］＝∑
ｅ０

ｅ＝１

［珦Ｋｓｒ］ｅ （８．５．１３）

这里［珦Ｋｓｒ］ｅ是将单元矩阵［Ｋ］ｅ 按节点编号顺序扩充而成的Ｎ 阶方阵。在［珦Ｋｓｒ］ｅ 中，只
有行数和列数为ｉ、ｊ、ｍ时，存在原单元矩阵［Ｋ］ｅ的九个元素外，其余各行、列的元素都为
零。
在上述离散过程中，尚未涉及对边界条件（８．５．２）的处理。由于边界节点的电位值是

已知的，求极值时，不能将Ｗ 对边界节点的电位求偏导数。因此，应将方程组（８．５．１１）进
行修改。设第ｓ号节点为边界节点，其电位值为φｓ０，则将［Ｋｓｒ］中主对角线元素Ｋｓｓ改为

１，而第ｓ行和第ｓ列的其余元素全改为０。方程组（８．５．１１）右端第ｓ行改写为φｓ０，其余各
行则改写为－Ｋｌｓφｓ０（ｌ＝１，２，…，Ｎ 且ｌ＝ｓ），即
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Ｋ１１ … ０ … Ｋ１Ｎ
  

０ … １ … ０
  

ＫＮ１ … ０ … Ｋ

烄

烆

烌

烎ＮＮ

φ１


φｓ


φ

烄

烆

烌

烎Ｎ

＝

－Ｋ１ｓφｓ０


φｓ０


－ＫＮｓφｓ

烄

烆

烌

烎０

（８．５．１４）

对每一个边界节点都按以上方法处理，最后就得到场域的内节点电位的线性方程组，解此
线性方程组即可求出场域内各节点的电位值。

练　习　题

８．５－１　证明：使电场能量泛函式（８．５．３）取得最小值的电位函数φ（ｘ，ｙ）必定满足
拉普拉斯方程（８．５．１）。

８．５－２　利用有限元法求解例８９中的电位函数φ（ｘ，ｙ）。

８．６　矩 量 法

在静电场中，体积Ｖ 内的电荷分布ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）在场点（ｘ，ｙ，ｚ）产生的电位可表示为

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１
４πε∫Ｖρ

（ｘ′，ｙ′，ｚ′）
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （８．６．１）

若ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）为已知函数，则由式（８．６．１）可求出空间任意点的电位。但在某些情况下，

ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）是未知的，而源区的电位分布却是已知的。例如，当对一个导体施加外电压
时，导体表面的电位是已知的，而导体表面的电荷分布却是未知的。这时，式（８．６．１）是关
于ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）的一个积分方程。通过求解此积分方程，即可得到电荷分布。
矩量法是求解积分方程的一种常用的方法，已被广泛用于求解电磁场问题。矩量法

的基本思想是将未知函数用一组已知函数（称为基函数）展开，经过离散化把积分方程转
换成一组线性方程。下面以式（８．６．１）的求解为例，简要介绍矩量法的基本应用原理。
采用矩量法中最常用的子域基及点匹配法。首先把区域Ｖ 划分为ｎ个子区域Ｖｉ（ｉ

＝１，２，…，ｎ），设ｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）是在子区域Ｖｉ上预先选定的函数。将ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）表示为

ρ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）＝∑
ｎ

ｉ＝１
αｉｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′） （８．６．２）

其中αｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是待定系数。把式（８．６．２）代入式（８．６．１），得

φ（ｘ，ｙ，ｚ）＝
１
４πε∫Ｖ

∑
ｎ

ｉ＝１
αｉｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）

｜ｒ－ｒ′｜
ｄＶ′＝

∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ １４πε∫Ｖｉ

ｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）
｜ｒ－ｒ′｜

ｄＶ′ （８．６．３）

在子区域Ｖｊ上，已知φ＝φｊ，代入式（８．６．３），得

φｊ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
αｉ １４πε∫Ｖｉ

ｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）
｜ｒｊ－ｒ′｜

ｄＶ′＝∑
ｎ

ｉ＝１
αｉφｉ，ｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （８．６．４）
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其中

φｉ，ｊ ＝
１
４πε∫Ｖｉ

ｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）
｜ｒｊ－ｒ′｜

ｄＶ′ （８．６．５）

是第ｉ个子区域Ｖｉ中的ｕｉ（ｘ′，ｙ′，ｚ′）在第ｊ个子区域Ｖｊ上产生的电位值。
由于在源区内φ（ｘ，ｙ，ｚ）是已知的，式（８．６．４）是待定系数αｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）一组线性

方程

φ１１α１＋φ１２α２＋…＋φ１ｎαｎ ＝φ１

φ２１α１＋φ２２α２＋…＋φ２ｎαｎ ＝φ２

　

φｎ１α１＋φｎ２α２＋…＋φｎｎαｎ ＝φ

烅

烄

烆 ｎ

（８．６．６）

写成矩阵形式为

［φｉｊ］｛αｊ｝＝ ｛φｉ｝ （８．６．７）

求出αｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）后，可由式（８．６．２）确定源区的电荷分布，或由式（８．６．３）确定空间
的电位分布。
例８．１０　一根长度ｌ＝０２ｍ、半径ａ＝０００１ｍ的导体细圆柱，电位φ＝１Ｖ。试用矩

量法计算导体细圆柱的电荷分布。

图８－３９　导体细圆柱的分段

解：因为导体圆柱的半径远小于长度，可将其电荷近似看
作是线电荷。如图８－３９所示，将导体细圆柱等分为４个小
段，则每一小段的长度Δｌｉ＝００５ｍ（ｉ＝１，２，３，４）。取基函数

ｕｉ（ｚ′）＝
１　 在Δｌｉ上

０　 在Δｌｉ
烅
烄

烆 外
　　　（ｉ＝１，２，３，４）

代入式（８．６．５），得

φｉ，ｊ ＝
１
４πε０∫

Δｌｉ

１
｜ｒｊ－ｒ′ｉ｜

ｄｌ′ｉ　　（ｉ，ｊ＝１，２，３，４）

当ｉ＝ｊ时

φｉｉ ＝
１
４πε０∫

００２５

－００２５

１
ａ２＋ｚ′２槡 ｉ

ｄｚ′ｉ＝

１
４πε０
ｌｎ（ｚ′ｉ＋ ａ２＋ｚ′２槡 ｉ）

ｚ′＝００２５

ｚ′＝－００２５
＝

２
４πε０
ｌｎ００５０００１＝７０４２×１０

９　　（ｉ＝１，２，３，４）

当ｉ≠ｊ时

φｉｊ ＝
１
４πε０

Δｌｉ
｜ｚｊ－ｚ′ｉ｜

　　（ｉ，ｊ＝１，２，３，４且ｉ≠ｊ）

于是

φ１２ ＝φ２１ ＝φ２３ ＝φ３２ ＝φ３４ ＝φ４３ ＝９×１０
９
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φ１３ ＝φ３１ ＝φ２４ ＝φ４２ ＝４５×１０
９

φ１４ ＝φ４１ ＝３×１０
９

代入方程组（８．６．６），注意到φ１＝φ２＝φ３＝φ４＝１，可解得

α１ ＝α４ ＝１１７×１０－１１，φ２ ＝φ３ ＝１０６×１０－
１１

以及对应的电荷密度为

ρ１ ＝ρ４ ＝α１ｕ１ ＝１１７×１０－
１１Ｃ／ｍ

ρ２ ＝ρ３ ＝α２ｕ２ ＝１０６×１０－
１１Ｃ／ｍ

由于同种电荷互相排斥，所以导体细圆柱两端的电荷密度比中心的电荷密度要大一些。
这里只将导体细圆柱分为了４段，所得结果误差较大。要得到精确的结果，可将导体

细圆柱分为足够多的小段，借助计算机进行求解。

练　习　题

８．６－１　在例８１０中，若将细导线分别划分为６小段和８小段，试用矩量法求其电
荷分布，并与例８１０中的结果进行比较。

８．６－２　利用矩量法求无界空间中边长为２ａ的正方形导体薄板的电容。

习　题

８－１　求如题８－１图所示的二维矩形区域中的电位和电场分布。

题８－１图 题８－２图

　　８－２　如题８－２图所示，两平行无限大导体平面，距离为ｂ，其间有一极薄的导体片由

ｙ＝ｄ到ｙ＝ｂ（－∞＜ｘ＜∞）。上板和薄片保持电位Ｕ０，下板保持零电位，设在薄片平面上，

从ｙ＝０到ｙ＝ｄ，电位线性变化，φ（０，ｙ）＝
Ｕ０
ｄｙ
。（１）求板间电位的解；（２）在板间电位的解

中，除开Ｕ０
ｄｙ
一项外，其他所有项对电场总储能的贡献，并按Ｃｆ＝

２Ｗｅ
Ｕ２０
定出边缘电容。

８－３　如题８－３图所示，由四块无限长接地导体板构成的矩形腔内，有一与ｚ轴平
行的无限长线电荷ρｌ。求矩形腔内的电位函数。

　　８－４　两块直角形导体板沿ｘ方向和沿ｚ方向都是无限大，如题８－４图所示。下板
电位为０，上板电位为Ｕ０，求两导体板所围成的区域内的电位分布。

６４３



题８－３图

题８－４图

８－５　如题８－５图所示，极板距离为ｄ＝１ｃｍ的平行板电容器，其中的介质（介电常
数为ε＝９ε０）内存在有圆柱形气泡，气泡的直径２ｒ０＝１ｍｍ。已知介质和空气的击穿场强
分别为１５×１０３ｋＶ／ｍ和３×１０３ｋＶ／ｍ。求平行板电容器在下述情况下的最大工作电压：

（１）存在上述圆柱形气泡缺陷的情况；
（２）无缺陷的情况。

８－６　在介电常数为ε的无限大的介质中，沿ｚ轴方向开一个半径为ａ的圆柱形空
腔。沿ｘ轴方向外加一均匀电场Ｅ０＝ｅｘＥ０，求空腔内和空腔外的电位函数。

题８－５图 题８－７图

　　８－７　一个半径为ｂ、无限长的薄导体圆柱面被分割成四个四分之一圆柱面，如题８
－７图所示。第二象限和第四象限的四分之一圆柱面接地，第一象限和第三象限分别保
持电位Ｕ０ 和－Ｕ０。求圆柱面内部的电位函数。

８－８　在阴极射线管中的均匀偏转磁场是由在管颈上放置一对按余弦定律绕线的线
圈产生的。分析管颈中的磁场时，可以将管颈视为无限长，其表面电流密度为ＪＳ＝ｅｚＪＳ０
ｃｏｓ，这样的线圈称为鞍线圈。证明：管颈中的磁场是均匀的。

８－９　在均匀电场Ｅ０＝ｅｚＥ０ 中，放置一个半径为ａ、介电常数为ε的均匀介质球，球
外为空气。求介质球内、外的电位以及球面上的极化电荷面密度。

８－１０　半径为ａ、介电常数为ε的均匀介质球的中心放置一电偶极矩ｐ＝ｅｚｐ０，球外
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为空气。求介质球内、外的电位以及球面上的极化电荷面密度。

８－１１　在均匀外电场Ｅ０＝ｅｚＥ０ 中放入半径为ａ的导体球，设（１）导体充电至Ｕ０；
（２）导体上充有电荷Ｑ。试分别计算两种情况下导体球外的电位分布。

８－１２　如题８－１２图所示，由磁性材料构成的空心球壳的内、外半径分别为ｒ１ 和ｒ２，
磁性材料的磁导率为μ。设外加的均匀磁场Ｈ０＝ｅｚＨ０，试计算空心球壳的磁屏蔽效能。

题８－１２图 题８－１３图

　　８－１３　如题８－１３图所示，在均匀外电场Ｅ０＝ｅｘＥ０ 中，一个点电荷ｑ与接地导体平
面相距为ｘ０。求：（１）当点电荷ｑ所受电场力为零时，ｘ０ 的值为多大？（２）若点电荷ｑ最

初位于ｘ０
２
处，要使点电荷ｑ向正ｘ方向运动，所需最小初速度为多大？（设点电荷的质量

为ｍ）

８－１４　在ｘ＝０处为一无限大接地导体平板，介电常数为ε１ 的介质充满ｘ＞０、ｙ＞０
的空间，介电常数为ε２ 的介质充满ｘ＞０、ｙ＜０的空间。在介质１中点Ｐ（ａ，ｂ，０）处有一
点电荷ｑ，求导体表面上的感应电荷面密度。

８－１５　一个半径为ｂ、总电荷为Ｑ的均匀带电细圆环，位于半径为ａ的接地薄导体
球壳内。圆环的中心轴线与导体球壳的一条直径重合，圆心与导体球壳的球心相距为

ｄ（ｄ２＋ｂ２＜ａ２）。（１）求导体球壳的球心处的电位；（２）若在球壳的球心处再放置一个点电
荷ｑ，求点电荷ｑ受到的电场力。

８－１６　真空中有一半径为ａ的不接地导体球壳，且球壳本身不带电。在球壳外有一
半径为ｂ的带电细圆环，圆环的中心轴线与导体球壳的一条直径重合，圆心与导体球壳的
球心相距为ｄ（ｄ２＋ｂ２＜ａ２）。设圆环上的电荷线密度为ρｌ，试求导体球的电位。

８－１７　一个半径为Ｒ的导体球带有电荷量为Ｑ，在球体外距离球心为Ｄ 处有一个

点电荷ｑ。（１）求点电荷ｑ与导体球之间的静电力；（２）证明：当ｑ与Ｑ 同号，且Ｑｑ ＜

ＲＤ３
（Ｄ２－Ｒ２）２－

Ｒ
Ｄ
成立时，Ｆ表现为吸引力。

８－１８　两个点电荷Ｑ和－Ｑ，在一个半径为ａ的导体球直径的延长线上，分别位于
导体球的两侧且距球心为Ｄ （Ｄ＞ａ）。

（１）证明：镜像电荷构成一个位于球心的电偶极子，其电偶极矩为ｐ＝２ａ
３Ｑ
Ｄ２

；

（２）令Ｄ和Ｑ 分别趋于无穷，同时保持ＱＤ２不变，计算球外的电场。

８－１９　一个导体球壳的内半径为ａ，外半径为ｂ，在距球心为ｄ（ｄ＜ａ）处有一点电荷

ｑ。（１）当导体球壳接地时，求空间任意点的电位以及ｑ所受到的电场力；（２）若导体球不
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接地且带有总电荷Ｑ，其结果如何？

８－２０　在接地的导体平面上，有一个半径为ａ的半球面凸部，半球的球心在导体平
面上，在半球的对称轴上有一个点电荷ｑ距球心为ｄ（ｄ＞ａ）。求：

（１）空间的电位分布；
（２）ｑ所受到的静电力。

８－２１　介电常数为ε１ 和ε２ 的两种均匀介质分别充满半个空间，分界面为一无限大
平面，在分界面两侧对称放置两个点电荷ｑ１ 和ｑ２，与平面相距为ｄ。求ｑ１ 和ｑ２ 分别所受
到的静电力Ｆ１ 和Ｆ２。

８－２２　不接地空心导体球的内、外半径分别为ａ和ｂ，在空腔内距球心为ｄ１（ｄ１＜ａ）
处放置点电荷ｑ１，在球外距球心为ｄ２（ｄ２＞ｂ）处放置点电荷ｑ２，且ｑ１、ｑ２ 与球心共线，如题

８－２２图所示。求点电荷ｑ１ 和ｑ２ 分别受到的电场力。

题８－２２图 题８－２３图

　　８－２３　一半径为ａ的无限长金属圆柱薄壳，平行于地面，其轴线与地面相距为ｈ。
在圆柱薄壳内距轴线为ｒ０ 处，平行放置一根电荷线密度为ρｌ 的长直细导线，如题８－２３
图所示。设圆柱壳与地面间的电压为Ｕ０。求：

（１）金属圆柱薄壳内部的电位φ１；
（２）金属圆柱薄壳外的电位φ２。

８－２４　两种不同磁介质的磁导率分别为μ１ 和μ２，其分界面为无限大平面。在磁介
质１中，有一个半径为ａ、载电流为Ｉ的细导线圆环，与分界面平行且相距为ｈ，如题８－２４
图所示。设ｈａ，求圆环所受到的磁场力。

题８－２４图 题８－２５图

　　８－２５　一对平行传输线，其线半径为ａ，相距为ｄ。在传输线下方ｈ处放置以无限大
的铁磁物质，其相对磁导率为μｒ，如题８－２５图所示。设ａｈ且ａｄ，求这对平行传输
线单位长度的外自感。
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书书书

附　　录

附录一　常用正交坐标系

　　常用的三种正交坐标系是直角坐标系（ｘ，ｙ，ｚ）、圆柱坐标系（ρ，，ｚ）和球坐标系（ｒ，θ，

，），这三种坐标系的单位矢量、长度元、面积元和体积元如附图１－１～附图１－５所示。
各坐标系的关系式及坐标系之间的转换关系示于附表１－１中。

附图１－１　直角坐标系 附图１－２　圆柱面坐标系

附图１－３　圆柱面坐标系的长度元、面积元和体积元

附图１－４　球面坐标系 附图１－５　球面坐标系的长度元、面积元和体积元



附表１－１

坐标系 直角坐标系（ｘ，ｙ，ｚ） 圆柱坐标系（ρ，，ｚ） 球坐标系（ｒ，θ，）

单位矢量 ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ ｅρ，ｅ，ｅｚ ｅｒ，ｅθ，ｅ

长度元 ｄｌ＝ｅｘｄｘ＋ｅｙｄｙ＋ｅｚｄｚ ｄｌ＝ｅρｄρ＋ｅρｄ＋ｅｚｄｚ ｄｌ＝ｅｒｄｒ＋ｅθｒｄθ＋ｅｒｓｉｎθｄ

面积元
ｄＳ＝ｅｘｄｙｄｚ＋ｅｙｄｚｄｘ＋

ｅｚｄｘｄｙ
ｄＳ＝ｅρρｄｄｚ＋ｅｄρｄｚ＋ｅｚρｄρｄ

ｄＳ＝ｅｒｒ２ｓｉｎθｄθｄ＋ｅθｒｓｉｎθｄｒｄ＋

ｅｒｄｒｄθ

体积元 ｄＶ＝ｄｘｄｙｄｚ ｄＶ＝ρｄρｄｄｚ ｄＶ＝ｒ２ｓｉｎθｄｒｄθｄ

与其它坐

标系的转

换关系

ρ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２

＝ａｒｃｔａｎ
ｙ（ ）ｘ

ｚ＝ｚ

ｘ＝ρｃｏｓ

ｙ＝ρｓｉｎ

ｚ＝ｚ

ｘ＝ｒｓｉｎθｃｏｓ

ｙ＝ｒｓｉｎθｓｉｎ

ｚ＝ｒｃｏｓθ

ｒ＝ ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡 ２

θ＝ａｒｃｔａｎ ｘ２＋ｙ槡 ２／（ ）ｚ

＝

ｒ＝ ρ２＋ｚ槡 ２

θ＝ａｒｃｔａｎ（ρ／ｚ）

＝

ρ＝ｒｓｉｎθ

＝

ｚ＝ｒｃｏｓθ

与其它坐

标系的单

位矢量转

换关系

ｅρ＝ｅｘｃｏｓ＋ｅｙｓｉｎ

ｅ＝－ｅｘｓｉｎ＋ｅｙｃｏｓ

ｅｚ＝ｅｚ

ｅｘ＝ｅρｃｏｓ－ｅｓｉｎ

ｅｙ＝ｅρｓｉｎ＋ｅｃｏｓ

ｅｚ＝ｅｚ

ｅｘ＝ｅｒｓｉｎθｃｏｓ＋ｅθｃｏｓθｃｏｓ－

ｅｓｉｎ

ｅｙ＝ｅｒｓｉｎθｓｉｎ＋ｅθｃｏｓθｓｉｎ＋

ｅｃｏｓ

ｅｚ＝ｅｒｃｏｓθ－ｅθｓｉｎθ

ｅｒ＝ｅｘｓｉｎθｃｏｓ＋

ｅｙｓｉｎθｓｉｎ＋ｅｚｃｏｓθ

ｅθ＝ｅｘｃｏｓθｃｏｓ＋

ｅｙｃｏｓθｓｉｎ－ｅｚｓｉｎθ

ｅ＝－ｅｘｓｉｎ＋ｅｙｃｏｓ

ｅｒ＝ｅρｓｉｎθ＋ｅｚｃｏｓθ

ｅθ＝ｅρｃｏｓθ－ｅｚｓｉｎθ

ｅ＝ｅ

ｅρ＝ｅｒｓｉｎθ＋ｅθｃｏｓθ

ｅ＝ｅ

ｅｚ＝ｅｒｃｏｓθ－ｅθｓｉｎθ
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附录二　重要的矢量公式

一、矢量恒等式

　　Ａ·（Ｂ×Ｃ）＝Ｂ·（Ｃ×Ａ）＝Ｃ·（Ａ×Ｂ）

Ａ×（Ｂ×Ｃ）＝（Ａ·Ｃ）Ｂ－（Ａ·Ｂ）Ｃ

（ｕ＋ｖ）＝ｕ＋ｖ

（ｕｖ）＝ｕｖ＋ｖｕ

·（Ａ＋Ｂ）＝·Ａ＋·Ｂ

·（ｕＡ）＝ｕ·Ａ＋Ａ·ｕ

×（Ａ＋Ｂ）＝×Ａ＋×Ｂ

×ｕＡ＝ｕ×Ａ＋ｕ×Ａ

·（Ａ×Ｂ）＝Ｂ·（×Ａ）－Ａ·（×Ｂ）

·ｕ＝２ｕ

×ｕ＝０

·（×Ａ）＝０

××Ａ＝（·Ａ）－２Ａ

二、积分公式

∫Ｖ·ＡｄＶ ＝∮Ｓ
Ａ·ｄＳ　　（散度公式）

∫Ｖ×ＡｄＶ ＝∮Ｓ
ｅｎ×ＡｄＳ

∫Ｓ
×Ａ·ｄＳ＝∮Ｃ

Ａ·ｄｌ　　（斯托克斯公式）

∫Ｖ（ｕ２ｖ＋ｕ·ｖ）ｄＶ ＝∮Ｓ
ｕｖ·ｄＳ　　（第一格林公式）

∫Ｖ（ｕ２ｖ－ｖ２ｕ）ｄＶ ＝∮Ｓ
（ｕｖ－ｖｕ）·ｄＳ　　（第二格林公式）

三、梯度、散度、旋度和拉普拉斯展开式

１■直角坐标系

ｕ＝ｅｘｕｘ＋ｅｙ
ｕ
ｙ＋ｅｚ

ｕ
ｚ

·Ａ＝
Ａｘ
ｘ＋

Ａｙ
ｙ＋

Ａｚ
ｚ

３５３



×Ａ＝

ｅｘ ｅｙ ｅｚ

ｘ


ｙ


ｚ

Ａｘ Ａｙ Ａｚ

＝ｅｘ 
Ａｚ
ｙ－

Ａｙ
（ ）ｚ ＋ｅｙ

Ａｘ
ｚ－

Ａｚ
（ ）ｘ ＋ｅｚ 

Ａｙ
ｘ－

Ａｘ
（ ）ｙ

２ｕ＝
２ｕ
ｘ２
＋

２ｕ
ｙ２
＋

２ｕ
ｚ２

２■圆柱坐标系

ｕ＝ｅρ
ｕ
ρ
＋ｅ

１
ρ
ｕ

＋ｅｚｕｚ

·Ａ＝１
ρ

ρ
（ρＡρ）＋

１
ρ
Ａ

＋Ａｚｚ

×Ａ＝１
ρ

ｅρ ρｅ ｅｚ


ρ





ｚ

Ａρ ρＡ Ａｚ

＝

ｅρ
１
ρ
Ａｚ

－Ａ（ ）ｚ ＋ｅ

Ａρ
ｚ－

Ａｚ
（ ）ρ ＋ｅｚ １

ρ

ρ
（ρＡ）－

Ａρ
［ ］

２ｕ＝１
ρ

ρρ

ｕ
（ ）ρ ＋１

ρ
２
２ｕ


２＋
２ｕ
ｚ２

３■球坐标系

ｕ＝ｅｒｕｒ＋ｅθ
１
ｒ
ｕ
θ＋ｅ

１
ｒｓｉｎθ

ｕ


·Ａ＝１ｒ２

ｒ
（ｒ２Ａｒ）＋ １

ｒｓｉｎθ

θ
（ｓｉｎθＡθ）＋

１
ｒｓｉｎθ

Ａ


×Ａ＝ １
ｒ２ｓｉｎθ

ｅｒ ｒｅθ ｒｓｉｎθｅ


ｒ


θ




Ａｒ ｒＡθ ｒｓｉｎθＡ

＝

ｅｒ １
ｒｓｉｎθ


θ
（Ａｓｉｎθ）－

Ａθ
［ ］ ＋ｅθ

１
ｒ

１
ｓｉｎθ
Ａｒ

－ｒ

（ｒＡ［ ］）＋

ｅ
１
ｒ

ｒ
（ｒＡθ）－

Ａｒ
［ ］θ

２ｕ＝１ｒ２

ｒｒ

２ｕ
（ ）ｒ ＋ １

ｒ２ｓｉｎθ

θｓｉｎθ

ｕ
（ ）θ ＋ １

ｒ２ｓｉｎ２θ
２ｕ


２

４５３



附录三　部分材料的电磁参数

本附录列出部分材料的相对介电常数εｒ、电导率σ和相对磁导率μｒ，这些参数与频
率、温度有关，表中列出的常数均是在室温时的低频平均值。

附表３－１　相对介电常数

材　料 εｒ 材　料 εｒ

空气 １．０００６ 尼龙（固态） ３．８

聚苯乙烯泡沫塑料 １．０３ 石英 ５

干燥木头 ２～４ 胶木 ５

石腊 ２．１ 铅玻璃 ６

胶合板 ２．１ 云母 ６

聚乙烯 ２．２６ 氯丁橡胶 ７

聚苯乙烯 ２．６ 大理石 ８

ＰＶＣ ２．７ 硅 １２

琥珀 ３ 酒精 ２５

橡胶 ３ 甘油 ５０

纸 ３ 蒸馏水 ８１

有机玻璃 ３．４ 二氧化钛 ８９～１７３

干燥沙质土壤 ３．４ 钛酸钡 １２００

附表３－２　电导率

材　料 σ／（Ｓ·ｍ－１） 材　料 σ／（Ｓ·ｍ－１）

银 ６．１７×１０７ 海水 ４

铜 ５．８０×１０７ 粘土 ５×１０－３

金 ４．１０×１０７ 蒸馏水 ２×１０－４

铝 ３．８２×１０７ 胶木 １０－９

黄铜 １．５０×１０７ 瓷 ２×１０－１３

铁 １．０３×１０７ 橡胶 １０－１５

磷青铜 １０７ 聚苯乙烯 １０－１６

不锈钢 ０．１１×１０７ 石英 １０－１７

附表３－３　相对磁导率

材　料 种　类 μｒ 材　料 种　类 μｒ

铋 抗磁体 ０．９９９８３ ２－８１坡莫合金 铁磁体 １３０

金 抗磁体 ０．９９９９６ 镍 铁磁体 ２５０

银 抗磁体 ０．９９９９８ 钴 铁磁体 ６００
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铜 抗磁体 ０．９９９９９ 锰锌铁氧体 铁磁体 １５００

水 抗磁体 ０．９９９９９ 低碳钢 铁磁体 ２０００

空气 顺磁体 １．００００００４ 坡莫合金４５ 铁磁体 ２５００

铝 顺磁体 １．００００２１ 纯铁 铁磁体 ４０００

钯 顺磁体 １．０００８２ 铁镍合金 铁磁体 １００，０００

习■题■答■案

第 一 章

１－１　（１）－ｒｒ３
，－３ｒｒ５

，ｆ′（ｒ）ｒｒ

（２）３，２ｒ
，ｋ·ｒ
ｒ

１－２　（１）１２４
，（２）１２４

１－４　（１）８，（２）８
１－５　（１）Ｉ＝１３５７．２Ａ

（２）ρ（ｒ）＝２ε０σ０αｒ
２
０Ｅ（ｒ０）

ｒ－ｒ０
ｒ２σ２（ｒ）

（Ｃ／ｍ３），ρＳ＝－８．８５×１０
－１０Ｃ／ｍ２

１－６　（略）

１－７　Ｂ＝ｅｚμ０ω
Ｑ

６πａ

１－８　（１）Ｂ＝ｅｘ μ０ＮＩｂ
２

（ｂ２＋ｄ２／４）３／２
，

（２）（略）
（３）ｄ＝ｂ

１－９　（略）

１－１０ （１）ρＰ＝－
Ｋ
ｒ２
，ρＳＰ＝

Ｋ
ａ

（２）ρ＝
εＫ

（ε－ε０）ｒ２

（３）Ｅ１＝ｅｒ Ｋ
（ε－ε０）ｒ　　

（ｒ＜ａ），　　Ｅ２＝ｅｒ εａＫ
ε０（ε－ε０）ｒ２　　

（ｒ＞ａ）

１－１１ （１）ε（ｒ）＝ε０ｂ
２

ｒ２

（２）ρｐ＝
ｑ
２πｂ２ｒ

，ρＳＰａ＝－
（ｂ２－ａ２）ｑ
４πａ２ｂ２

，ρＳＰｂ＝０



１－１２ （１）ρ＝６ε０
ｒ３
ａ４

（２）ρＳ＝２ε０
１－１３ （略）

１－１４Ｅ＝ρ２ε０
ｂ２ｒｂ
ｒ２ｂ
－ａ

２ｒａ
ｒ２（ ）
ａ
　　（ｒｂ＞ｂ）

Ｅ＝ρ０２ε０
ｒｂ－

ａ２ｒａ
ｒ２（ ）
ａ
　　（ｒｂ＜ｂ且ｒａ＞ａ）

Ｅ＝ρ０２ε０
（ｒｂ－ｒａ）　　（ｒａ＜ａ）

１－１５Ｂ１＝０．８３３ｒ（Ｔ）　　（ｒ＜ａ１）

Ｂ２＝
１０
３ｒ－

１０－５
ｒ

（Ｔ）　　（ａ１＜ｒ＜ａ２）

Ｂ３＝
２×１０－５
ｒ

（Ｔ）　　（ｒ＞ａ２）

１－１６Ｂ＝μ０２Ｊ×
ｂ２
ｒ２ｂ
ｒｂ－ａ

２

ｒ２ａ
ｒ（ ）ａ 　　（ｒｂ＞ｂ）

Ｂ＝μ０２Ｊ× ｒｂ－
ａ２
ｒ２ａ
ｒ（ ）ａ 　　（ｒｂ＜ｂ，ｒａ＞ａ）

Ｂ＝μ０２Ｊ×
（ｒｂ－ｒａ）＝μ０２Ｊ×ｄ　　

（ｒａ＜ａ）

１－１７Ｂ＝ｅｚ μ０
Ｉ

４πｘｙ ｘ＋ｙ－ ｘ２＋ｙ槡（ ）２ 　（ｙ＞０）

Ｂ＝ｅｚμ０
Ｉ（ｘ＋ｙ）
４πｘｙ

１－ ｘ－ｙ
ｘ２＋ｙ槡（ ）２ 　（ｙ＜０）

１－１８Ｂ＝μ０Ｊ０２
（ｅｘｙ＋ｅｙｘ）　（ｘ２＋ｙ２＜ａ２）

１－１９εｒ２＝５３

１－２０ （１）π２Ｒ
２Ｅ０ｃｏｓθ０

（２）２ε０ＲＥ０ｓｉｎθ０

１－２１ （１）Ｂ１＝ｅμ
０Ｉ
２πｒ　

（ｚ＞０），Ｂ２＝ｅμ
Ｉ
２πｒ　

（ｚ＜０）

（２）ＪＭ＝０　（ｒ≠０，ｚ＜０），Ｉｍ＝ μ
μ０（ ）－１Ｉ　（ｒ＝０，ｚ＜０）

ＪＭＳ＝ｅｒ
（μ－μ０）Ｉ
２πμ０ｒ

１－２２ （１）Ｂ１＝Ｂ２＝ｅ μ０μＩ
π（μ＋μ０）ｒ

（２）ＪＭ＝０　（ｒ≠０），ＪＭＳ＝０，ＩＭ＝μ
－μ０
μ＋μ０

Ｉ　（ｒ＝０）

１－２３Ｈ１＝
２μ２
μ１＋μ２

Ｈ０，Ｈ２＝
２μ１
μ１＋μ２

Ｈ０

７５３



１－２４ε＝－μ０
ａｂｄωＩ
π

（ａ２＋ｄ２）ｓｉｎω■ｔ
（ａ２＋ｄ２）２－（２ａｄｃｏｓω■ｔ）２

１－２５ （１）ε＝μ０
Ｉ０ｂω
２π ｓｉｎω■ｔｌｎａ＋ｄｄ

（２）ε＝μ０
Ｉ０ｂｖ０
２π

１
ｄ＋ｖ０ｔ－

１
ｄ＋ａ＋ｖ０［ ］ｔ

（３）ε＝μ０
Ｉ０ｂ
２π

ａｖ０ｃｏｓω■ｔ
（ｄ＋ｖ０ｔ）（ｄ＋ａ＋ｖ０ｔ）＋ωｓｉｎω■ｔｌｎ

ａ＋ｄ＋ｖ０ｔ
ｄ＋ｖ０［ ］ｔ

１－２６ （２）铜　τ＝１．５５×１０－１９ｓ，石墨τ＝３．６９×１０－１０ｓ

１－２７ （１）Ｈ＝ｅ
０．４
ρ
ｃｏｓ（１０８ｔ－０．５ｚ）（Ａ／ｍ）

（２）ＪＳ＝ｅｚ３９８ｃｏｓ（１０８ｔ－０．５ｚ）（Ａ／ｍ）
（３）ｉｄ＝－０．５５ｓｉｎ（１０８ｔ－０．２５）（Ａ）

１－２８ （略）

１－２９ｋ＝４１．５６ｒａｄ／ｍ
Ｅ＝－ｅｘ４９６ｃｏｓ（１５πｘ）ｓｉｎ（６π×１０９ｔ－４１．５６ｚ）＋

　　　　　ｅｚ５６５．５ｓｉｎ（１５πｘ）ｃｏｓ（６π×１０９ｔ－４１．５６ｚ）（Ｖ／ｍ）

１－３０Ｐａｖ＝
Ｅ２０
９０
（Ｗ）

１－３１ （略）

第 二 章

２－１ （１）是均匀平面波
（２）ｆ＝３×１０８Ｈｚ，λ＝１ｍ，ｋ＝２π（ｒａｄ／ｍ），ｖｐ＝ｃ＝３×１０８ｍ／ｓ，沿－ｚ方向传

播

（３）Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ０．１ｃｏｓ（６π×１０８ｔ＋２πｚ）（μＡ／ｍ）

２－２ （１）ｆ＝２．５ＧＨｚ
（２）εｒ＝１．１３，μｒ＝１．９９

２－３ （１）ｋ＝２πｒａｄ／ｍ、ｖｐ＝１．５×１０８ｍ／ｓ、λ＝１ｍ、η＝６０π（Ω）
（２）｜Ｅ（０，０）｜＝８．６６×１０－３Ｖ／ｍ
（３）ｚ＝１５ｍ处。

２－４ （１）ｋ＝０．１０４７ｒａｄ／ｍ，ｙ＝（２２．５±ｎλ２
）（ｍ）

（２）Ｅ（ｙ，ｔ）＝－ｅｘ１．５０８×１０－１３ｃｏｓ（１０７πｔ－０．１０４７ｙ＋π４
）（Ｖ／ｍ）

２－５ （１）εｒ＝９

（２）Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ
１
８πｃｏｓ

（２π×１０８ｔ－２πｚ）（Ａ／ｍ）

２－６ ｆ＝５．７３×１０８Ｈｚ
（１）｜Ｅ｜＝１００Ｖ／ｍ；（２）｜Ｅ｜＝８１．９Ｖ／ｍ；（３）１２８．１Ｖ／ｍ；（４）｜Ｅ｜＝９５．５７Ｖ／

ｍ
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２－７ （略）

２－８ （１）ｅｎ＝ｋｋ＝
２
３ －ｅｘ＋ｅｙ＋ｅｚ（ ）１２

（２）ｆ＝２．２５×１０８Ｈｚ

（３）Ｈ（ｔ）＝１２０
（ｅｘ１．５＋ｅｙ＋ｅｚ）ｃｏｓ２π×２．２５×１０８ｔ－（－πｘ＋πｙ＋π２ｚ［ ］） （Ａ／ｍ）

（４）Ｓ平均＝２×２３ －ｅｘ＋ｅｙ＋ｅｚ（ ）１２ （Ｗ／ｍ２）

２－９ （１）ｋ＝ｅｘ４π＋ｅｚ３π（ｒａｄ／ｍ），ｅｎ＝ｋｋ＝
１
５
（ｅｘ４＋ｅｚ３）

（２）λ＝０．４ｍ，ｆ＝７．５×１０８Ｈｚ
（３）Ａ＝３

（４）Ｅ＝１２０πｅｘ ６５＋ｅｙ５－ｅｚ（ ）８５ ｅ－ｊ（４πｘ＋３πｚ）（μＶ／ｍ）
（５）Ｓ平均＝６０π×２９×１５

（ｅｘ４＋ｅｚ３）（μＷ／ｍ
２）

２－１０ （１）ｅｎ＝ｅＥ×ｅＨ＝－ｅｘ０．３７５＋ｅｙ０．２７３＋ｅｚ０．８８６
（２）εｒ＝２．４９

（３）λ＝λ０
ε槡ｒ

＝３８０．２３ｍ

（４）Ｅ（ｒ）＝（ｅｘ４－ｅｙ＋ｅｚ２）ｅ－ｊｋｅｎ·ｒ（ｋＶ／ｍ）

Ｈ（ｒ）＝（ｅｘ６＋ｅｙ１８－ｅｚ３）ｅ－ｊｋｅｎ·ｒ（Ａ／ｍ）

２－１１ （１）β＝ｋ＝ ｋ２ｘ＋ｋ２槡 ｙ＝２π（ｒａｄ／ｍ），ω＝６π×１０８ｒａｄ／ｓ

（２）ｅｎ＝ｋｋ＝ｅｘ０．８－ｅｙ０．６

（３）Ｈ（ｒ，ｔ）＝ １
１２０ ｛π －ｅｘ３ｃｏｓ６π×１０８ｔ－２π（０．８ｘ－０．６ｙ）－５３．１［ ］° －

ｅｙ４ｃｏｓ６π×１０８ｔ－２π（０．８ｘ－０．６ｙ）－５３．１［ ］° ＋

ｅｚ５ｃｏｓ６π×１０８ｔ－２π（０．８ｘ－０．６ｙ［ ］｝） （Ａ／ｍ）

２－１２ （１）α＝０．０２８６Ｎｐ／ｍ，β＝０．０４３９ｒａｄ／ｍ，ｖｐ＝４．５５×１０
７ｍ／ｓ，ηｃ＝４８０ｅｊ

３３．１°（Ω）

（２）Ｅ＝ｅｘ２０ｅ－αｚｃｏｓωｔ－βｚ＋
π（ ）２ ｔ＝６μｓ

ｚ＝１０ｍ

＝

ｅｘ１２．７（ｍＶ／ｍ）

２－１３ （略）

２－１４ （１）α≈０．００２５Ｎｐ／ｍ，β≈１ｒａｄ／ｍ，ηｃ≈５００Ω
（２）Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ１５ｅ－０．００２５ｚｃｏｓ（１０８ｔ－ｚ＋３０°）（Ａ／ｍ）

２－１５α＝１．２７Ｎｐ／ｍ，β＝１２２６．６ｒａｄ／ｍ，ｖｐ＝５×１０
７ｍ／ｓ，λ＝５×１０－３ｍ，ηｃ≈２５１．３Ω

２－１６ｆ＝１６０Ｈｚ
２－１７ （１）α≈８．８９Ｎｐ／ｍ，β≈８．８９ｒａｄ／ｍ，ηｃ＝３．１４２ｅｊ

４５°

（２）Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ７２５９ｅ－８．８９ｚｃｏｓ（２π×５×１０６ｔ－８．８９ｚ＋８．８９）（Ｖ／ｍ）
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Ｈ（ｚ，ｔ）＝ｅｙ２３１１ｅ－８．８９ｚｃｏｓ（２π×５×１０６ｔ－８．８９ｚ＋８．８９－π４
）（Ａ／ｍ）

２－１８ｆ１＝５０Ｈｚ时，δ１＝５．０３×１０－２ｍ，ｚ１＝０．２３２ｍ

ｆ２＝２ＭＨｚ时，δ２＝０．２５２×１０－３ｍ，ｚ２＝１．１６×１０－３ｍ

ｆ３＝３ＧＨｚ时，δ３＝６．５×１０－６ｍ，ｚ３＝２９．９×１０－６ｍ

２－１９ （１）α＝０．４９７Ｎｐ／ｍ，β＝３１．６π（ｒａｄ／ｍ），ηｃ＝２３８．４ｅｊ
０．２９°

（２）ｘ＝１．３９５ｍ

（３）Ｅ（ｘ，ｔ）＝ｅｙ５０ｅ－０．４９７ｘｃｏｓ（６π×１０９ｔ－３１．６πｘ＋π３
）（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｘ，ｔ）＝ｅｚ０．２１ｅ－０．４９ｘｃｏｓ（６π×１０９ｔ－３１．６πｘ＋π３－０．２９°
）（Ａ／ｍ）

２－２０ （１）α＝８４Ｎｐ／ｍ，β＝３００π（ｒａｄ／ｍ），ηｃ＝４１．８ｅｊ
０．０２８π（Ω），δ＝１１．９×１０－３ｍ

（２）Ｅ（ｙ，ｔ）＝ｅｚ４．１８ｅ－８４ｙｃｏｓ（１０１０πｔ－３００πｙ－π３＋０．０２８π
）（Ｖ／ｍ）

Ｈ（ｙ，ｔ）＝ｅｘ０．１ｅ－８４ｙｃｏｓ（１０１０πｔ－３００πｙ－π／３）（Ａ／ｍ）

２－２１ （１）ｆ＝３ＧＨｚ
（２）左旋圆极化波

（３）Ｈ（ｚ，ｔ）＝－ｅｘ２．６５×１０－７ｃｏｓ（２π×３×１０９ｔ－２０πｚ＋π２
）＋

ｅｙ２．６５×１０－７ｃｏｓ（２π×３×１０９ｔ－２０πｚ）（Ａ／ｍ）

２－２２ （略）

２－２３ （略）

２－２４Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅ０ ｅｘｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ）＋ｅｙ
１
槡２
ｓｉｎ（ωｔ－ｋ·ｒ）－ｅｚ １

槡２
ｓｉｎ（ωｔ－ｋ·ｒ［ ］）

Ｈ （ ｒ， ｔ ） ＝ ε槡μ Ｅ０

－ｅｘｓｉｎ（ωｔ－ｋ·ｒ）－ｅｙ
１
槡２
ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ）－ｅｚ １

槡２
ｃｏｓ（ωｔ－ｋ·ｒ［ ］）

式中ｒ＝ｅｘｘ＋ｅｙｙ＋ｅｚｚ
２－２５Ｅ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ１．０３Ａｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋１４．０４°）＋ｅｙ０．４３Ａｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋９０°）

Ｈ（ｚ，ｔ）＝－ｅｘ１．１５×１０－３Ａｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋９０°）＋ｅｙ２．７３×１０－３Ａｃｏｓ（ωｔ－ｋｚ＋１４．０４°）
该平面波是左旋椭圆极化波

第 三 章

３－１　（１）Ｈｉ（ｚ，ｔ）＝１
η
［－ｅｘ２００ｃｏｓ（ωｔ－βｚ）＋ｅｙ１００ｓｉｎ（ωｔ－βｚ）］（Ａ／ｍ）

（２）Ｅ总（ｚ）＝－ｅｘ２００ｓｉｎβｚ－ｅｙｊ４００ｓｉｎβｚ（Ｖ／ｍ）

Ｈ总（ｚ）＝１
η
（－ｅｘ４００ｃｏｓβｚ－ｅｙｊ２００ｃｏｓβｚ）（Ａ／ｍ）

（３）ＪＳ＝－ｅｘｊ０．５３＋ｅｙ１．０６（Ａ／ｍ）
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３－２ （１）ｘ＝－３２ｍ

（２）ｘ＝－３４ｍ

３－３ （１）ｚ＝－（０．５８６ｎ＋０．８２）ｃｍ，ｎ＝０，１，２，…

（２）Ｅｍａｘ／Ｈｍａｘ＝η０／ε槡ｒ≈２３６Ω
３－４ （１）ｋ１＝３．３３ｒａｄ／ｍ，ｋ２＝１０．５４ｒａｄ／ｍ

（２）Γ＝０．１１７
（３）Ｅ１（ｚ，ｔ）＝ｅｘ２．４ｃｏｓ（５×１０８ｔ－３．３３ｚ）＋ｅｘ０．２８１ｃｏｓ（５×１０８ｔ＋３．３３ｚ）　（Ｖ／

ｍ）
（４）Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘ２．６８ｃｏｓ（５×１０８ｔ－１０．５４ｚ）　（Ｖ／ｍ）

３－５ （１）Γ＝０．２
（２）τ＝１．２
（３）Ｓｉ平均＝ｅｚ３９．７９×１０－６　（Ｗ／ｍ２）

Ｓｒ平均＝－ｅｚ１．５９×１０－６　（Ｗ／ｍ２）

Ｓｔ平均＝ｅｚ３８．２×１０－６　（Ｗ／ｍ２）

３－６ （略）

３－７ （略）

３－８ Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘ６．６７ｃｏｓ（３π×１０９ｔ－２０πｚ）　（Ｖ／ｍ）

Ｈ２（ｚ，ｔ）＝ｅｙ０．０３６ｃｏｓ（３π×１０９ｔ－２０πｚ）　（Ａ／ｍ）

３－９ （１）α１＝０，β１＝０．３３３ｒａｄ／ｍ
（２）Γ＝０．２９ｅｊ１０３°

Ｅｒ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ２９ｃｏｓ（１０８ｔ＋０．３３３ｚ＋１０３°）
（３）α２＝０．７８Ｎｐ／ｍ

β２＝１．２７ｒａｄ／ｍ
（４）Ｅｚ（ｚ，ｔ）＝ｅｘ９７．８ｅ－０．７８ｚｃｏｓ（１０８ｔ－１．２７ｚ＋１６．８°）

３－１０Ｓ２平均＝ｅｚ７２．７７（Ｗ／ｍ２）

３－１１ （略）

３－１２ （１）Ｅｒ（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｉｍ（ωｔ＋β１ｚ＋θ１）

式中，θ１＝π－２ａｒｃｔａｎη２
η１
ｔａｎβ２（ ）ｄ

（２）Ｅ１（ｚ，ｔ）＝ｅｘＥｉｍ［ｃｏｓ（ωｔ－β１ｚ）＋ｃｏｓ（ωｔ＋β１ｚ＋θ）］

（３）Ｅ２（ｚ，ｔ）＝ｅｘ
２η２Ｅｉｍ

２［（η
２
１＋η

２
２）＋（η

２
１－η

２
２）］ｃｏｓ２β２槡 ｄ

×［ｃｏｓ（ωｔ－β２ｚ＋θ２）－ｃｏｓ（ωｔ＋β２ｚ＋θ２）］

式中，β２＝ω μ２ε槡 ２

θ２＝ａｒｃｔａｎ
（η１－η２）ｓｉｎ２β２ｄ

（η１＋η２）＋（η１－η２）ｃｏｓ２β２［ ］ｄ
（４）Ｓ１平均＝０，Ｓ２平均＝０

１６３



（５）ｄ＝ｎλ２２
，ｎ＝１，２，３，…

３－１３ （１）ｄ＝０．６８７ｃｍ
（２）８５．７％

３－１４ｄ＜９λ０

３－１５ （１）ｆ＝１２π×３×１０
８Ｈｚ

（２）
Ｅｉ（ｙ，ｚ）＝ｅｘ３７７ｅ－ｊ０．５ｙｅ－ｊ０．８６６ｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｉ（ｙ，ｚ）＝（ｅｙ０．８６６－ｅｚ０．５）ｅ－ｊ０．５ｙｅ－ｊ０．８６６ｚ　（Ａ／ｍ
烅
烄

烆 ）

Ｅｒ（ｙ，ｚ）＝－ｅｘ２０６．２２ｅ－ｊ０．５ｙｅ－ｊ０．８６６ｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｒ（ｙ，ｚ）＝（ｅｙ０．４７４＋ｅｚ０．２７４）ｅ－ｊ０．５ｙｅｊ０．８６６ｚ　（Ａ／ｍ
烅
烄

烆 ）

Ｅｔ（ｙ，ｚ）＝ｅｘ１７０．７８ｅ－ｊ０．５ｙｅ－ｊ２．９５８ｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｔ（ｙ，ｚ）＝（ｅｙ１．３４－ｅｚ０．２２７）ｅ－ｊ０．５ｙｅ－ｊ２．９５８ｚ　（Ａ／ｍ
烅
烄

烆 ）
（３）Ｓｔ平均＝ｅｙ１９．４＋ｅｚ１１４．４　（Ｗ／ｍ２）

３－１６ （１）
Ｅｉ（ｙ，ｚ）＝ｅｘ３７．７ｅ－ｊ８．６６ｙｅ－ｊ５ｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｉ（ｙ，ｚ）＝（ｅｙ０．０５＋ｅｚ０．０８７）ｅｊ８．６６ｙｅ－ｊ５ｚ　（Ａ／ｍ
烅
烄

烆 ）

Ｅｒ（ｙ，ｚ）＝－ｅｘ３７．７ｅｊ８．６６ｙｅｊ５ｚ　（Ｖ／ｍ）

Ｈｒ（ｙ，ｚ）＝（ｅｙ０．０５－ｅｚ０．０８７）ｅｊ８．６６ｙｅｊ５ｚ　（Ａ／ｍ
烅
烄

烆 ）

Ｅ１（ｙ，ｚ）＝Ｅｉ（ｙ，ｚ）＋Ｅｒ（ｙ，ｚ）＝－ｅｘｊ７５．４ｓｉｎ（５ｚ）ｅｊ８．６６ｙ　（Ｖ／ｍ）

Ｈ１（ｙ，ｚ）＝ｅｙ０．１ｃｏｓ（５ｚ）ｅｊ８．６６ｙ－ｅｚｊ０．１７４ｓｉｎ（５ｚ）ｅｊ８．６６ｙ　（Ａ／ｍ）
（２）Ｓ１平均＝－ｅｙ６．５６ｓｉｎ２（５ｚ）　（Ｗ／ｍ２）
电磁功率沿－ｙ方向流动

３－１７ （１）θｃ＝６．３８°
（２）Γ⊥＝ｅｊ３８°，τ⊥＝１．８９ｅｊ１９°

（３）１５９ｄＢ
３－１８ （１）θｉ＝θＢ＝５７．６９°

（２）θｉ＝θｃ＝３９．２３°
３－１９ （１）θｉ＝ＢＢ＝６３．４３°

（２）｜Ｓｒ平均｜｜Ｓｉ平均｜＝１８％

３－２０Ｅｔｐ＝
ε１
ε槡２
（１＋Γ）１－ε１ε２ｓｉｎ

２θ槡 ｉ

Ｅｔｎ＝ε１ε２
（１＋Γ）ｓｉｎθｉ

Γ＝
ε槡２ｃｏｓθｉ－ ε槡１ １－ε１ε２ｓｉｎ

２θ槡 ｉ

ε槡２ｃｏｓθｉ＋ ε槡１ １－ε１ε２ｓｉｎ
２θ槡 ｉ

３－２１ （１）λ１＝０．５ｍ，λ２＝１ｍ
（２）θｃ＝３０°
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（３）θｉ＝θＢ＝２６．５７°

３－２２θＢ＝ａｒｃｓｉｎ μｒ
μ槡（ ）ｒ＋１

３－２３ （１）反射波是左旋圆极化
（２）反射波是左旋椭圆极化

第 四 章

４－１ （ａ）λｃ＝４．５７ｃｍ，λｇ＝３．９８ｃｍ，ＺＴＥ１０≈５００Ω；

（ｂ）λｃ＝９．１４ｃｍ，λｇ＝３．１８ｃｍ，ＺＴＥ１０≈４００Ω，ＴＥ１０，ＴＥ２０，ＴＥ３０；
（ｃ）λｃ＝４．５７ｃｍ，λｇ＝３．９８ｃｍ，ＺＴＥ１０≈５００Ω，ＴＥ１０，ＴＥ０１，ＴＥ１１，ＴＭ１１。

４－２ （ａ）４４．７ｒａｄ　　（ｂ）１１７．７ｒａｄ
４－３ （略）

４－４ Ｈ＝ａｘＨ０ｓｉｎ
２π
ａ（ ）ｘ 　　λｃ＝ａ

４－５ （略）

４－６ （ａ）λｇ＝２１．８ｃｍ　　λｃ＝１４．４３ｃｍ
（ｂ）ｖｐ＝４．１６×１０８ｍ／ｓ　　λｇ＝１３．８７ｃｍ　　λｃ＝１４．４３ｃｍ

４－７ （ａ）（λｃ）ＴＥ１０＝１４ｃｍ　　（λｃ）ＴＥ２０＝７ｃｍ
（ｂ）ＴＥ１０　　ＴＥ２０　　ＴＥ０１

（ｃ）２ａ＞５ｃｍ＞
ａ
２｛ｂ

４－８ ａ×ｂ＝９×６ｃｍ２

４－９ ＴＭ１１０　　ＴＥ１０１　　ＴＥ０１１
ｆ１１０＝６．２５ＧＨｚ　　ｆ１０１＝４．８ＧＨｚ　　ｆ０１１＝５．８３ＧＨｚ

４－１０ （略）

４－１１ＴＭ０１　　ＴＥ１１　　ＴＥ２１
４－１２ 圆波导中最低阶模ＴＥ１１模，最低阶旋转对称模ＴＭ０１

４－１３Ｅ＝ ａｒηＨｍＪ１ ２．４０５ｒ（ ）ａ ＋ａｚｋｃｊωεＨｍＪ０ ２．４０５ａ（ ）［ ］ｒ ｅ－ｊβｚ

第 五 章

５－１ γ≈ Ｒ１Ｇ槡 １ １＋１８
ωＬ１
Ｒ１ －

ωｃ１
Ｇ（ ）１［ ］２ ＋ｊω２ Ｒ１Ｇ槡 １

Ｌ１
Ｒ１＋

ｃ１
Ｇ（ ）１

Ｚ０≈ Ｒ１／Ｇ槡 １ １＋ω
２

８
Ｌ１
Ｒ（ ）１

２

＋２Ｌ１ｃ１Ｒ１Ｇ１－３
ｃ１
Ｇ（ ）１［ ］｛ ｝２

＋ｊω２
Ｒ１
Ｇ槡１

Ｌ１
Ｒ１－

ｃ１
Ｇ（ ）１

５－２ Ｒ１＝０．０５７６Ω／ｍ；Ｌ１＝０．２μＨ／ｍ；Ｇ１＝２３μｓ／ｍ；Ｃ１＝８０ｐＦ／ｍ
５－３ （略）

５－４ （略）

５－５ （ａ）Ｚ０＝２８９．９－ｊ７７．６Ω　　α＝０．１３９Ｎｐ／ｍ　　β＝０．２３５ｒａｄ／ｍ
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（ｂ）Ｒ１＝５８．６Ω／ｍ　　Ｌ１＝０．８１２μＨ／ｍ　　Ｇ１＝０．２４６ｍｓ／ｍ　　Ｃ１＝１２．４
ｐＦ／ｍ
５－６ ｌ２＝０．１２５λ　　ｌ１＝０．３２４λ
５－７ （略）

５－８ （略）

５－９ ＺＬ＝（３０＋ｊ４０）（Ω）

５－１０ （略）

５－１１ （略）

５－１２５０％

第 六 章

６－１ （１）ｒ＝１０ｍ处，Ｅ≈ｅθ１４．３ｓｉｎ（２π×１０６ｔ）（Ｖ／ｍ）

Ｓ平均＝０

ｒ＝１００ｋｍ处，Ｅ＝ｅθ６２．８×１０－６ｃｏｓ（２π×１０６ｔ－２０９４＋π２
）（Ｖ／ｍ）

Ｓ平均＝ｅｒ５．２５×１０－１２（Ｗ／ｍ２）
（２）Ｐｒ＝０．４４Ｗ

６－２ （１）Ｒｒ＝８．７７×１０－３Ω
（２）Ｒｒ＝２．４４×１０－８Ω

６－３ Ｐｒ≥２．２２Ｗ
６－４ （１）１３．４２×１０－３Ｖ／ｍ

（２）Ｄ＝１２
６－５ Ｅｍａｘ＝６０×１０－３Ｖ／ｍ
６－６ （略）

６－７ （略）

６－８ （略）

第 七 章

７－１ Ｅ（ｒ）＝ρＳａ
２

ε０ｒ２
＋ρ０３ε０

ｒ－ａ
３

ｒ（ ）２ 　　（ａ＜ｒ＜ｂ）
φ（ｒ）＝ρ

Ｓａ２（ｂ－ｒ）
ε０ｂｒ ＋ρ０３ε０

ｂ２－ｒ２
２ －ａ

３（ｂ－ｒ）［ ］ｂｒ 　　（ａ≤ｒ≤ｂ）

其中：　ρＳ＝
ε０ｂＵ０
ａ（ｂ－ａ）－

ρ０
６ａ
（ｂ２＋ａｂ－２ａ２）

７－２ φ（ｘ）＝－ρ
０

２ε０ｘ
２＋ Ｕ０ａ＋

ａρ０
２ε（ ）０ ｘ　　（０≤ｘ≤ａ）

Ｅ＝ｅｘ ρ０ε０ｘ＋
Ｕ０
ａ＋

ａρ０
２ε（ ）０ 　　（０＜ｘ＜ａ）

７－３ φ１（ｘ）＝ρ
Ｓ０（ａ－ｘ０）
ε０ａ ｘ　　（０≤ｘ≤ｘ０），φ２（ｘ）＝ρ

Ｓ０ｘ０
ε０ａ

（ａ－ｘ）　　（ｘ０≤ｘ≤ａ）
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Ｅ１＝－ｅｘρＳ０
（ａ－ｘ０）
ε０ａ 　　（０＜ｘ＜ｘ０），Ｅ２＝ｅｘρＳ０

ｘ０
ε０ａ 　　

（ｘ０＜ｘ＜ａ）

７－４ （１）φ（）＝
ｑ

ε０（ｂ－ａ）ｌｎ（ｂ／ａ）
，Ｅ（ｒ，）＝ｅ

ｑ
ε０ｒ（ｂ－ａ）ｌｎ（ｂ／ａ）

（２）ρＳ下＝－
ｑ

ｒ（ｂ－ａ）ｌｎ（ｂ／ａ）
，ρＳ上＝

ｑ
ｒ（ｂ－ａ）ｌｎ（ｂ／ａ）

（３）Ｃ＝ε０
（ｂ－ａ）
θ０

ｌｎｂａ

７－５ （１）Ｅ１（ｒ）＝－ｅｒ
ａ１（ａ３－ａ２）ｑ

４πε０ａ２（ａ３－ａ１）ｒ２　　
（ａ１＜ｒ＜ａ２）

φ１（ｒ）＝－
（ａ３－ａ２）ｑ

４πε０ａ２（ａ３－ａ１）ｒ
（ａ１－ｒ）　　（ａ１＜ｒ＜ａ２）

Ｅ２（ｒ）＝ｅｒ
ａ３（ａ２－ａ１）ｑ

４πε０ａ２（ａ３－ａ１）ｒ２　　
（ａ２＜ｒ＜ａ３）

φ２（ｒ）＝
（ａ２－ａ１）ｑ

４πε０ａ２（ａ３－ａ１）ｒ
（ａ３－ｒ）　　（ａ２＜ｒ＜ａ３）

（２）ρＳ１＝－
（ａ３－ａ２）ｑ

４πａ１ａ２（ａ３－ａ１）
，ρＳ２＝－

（ａ２－ａ１）ｑ
４πａ２ａ３（ａ３－ａ１）

７－６ （１）Ｊ１＝Ｊ２＝ σ１σ２Ｕ０
σ２ｄ１＋σ１ｄ２

，Ｅ１＝ σ２Ｕ０
σ２ｄ１＋σ１ｄ２

，Ｅ２＝ σ１Ｕ０
σ２ｄ１＋σ１ｄ２

（２）ρＳ＝－
（σ２ε１－σ１ε２）Ｕ０
σ２ｄ１＋σ１ｄ２

（３）Ｒ＝σ２ｄ１＋σ１ｄ２σ１σ２Ｓ

７－７ （１）Ｅ＝ ａｂＵ０
（ｂ－ａ）ｒ２

（２）Ｒ＝ ｂ－ａ
２π（σ１＋σ２）ａｂ

（３）Ｐ＝２π
（σ１＋σ２）ａｂＵ２０
ｂ－ａ

７－８ （１）φ１（）＝５．９５＋２０．６５（Ｖ）　　（π／４≤≤π／２）

φ２（）＝３２．２４（Ｖ）　　（０≤≤π／４）
（２）Ｉ＝３．１４×１０５　Ａ，Ｒ＝９．５６×１０－５　Ω

（３）ρＳ＝
２．３３
ρ
×１０－１０Ｃ／ｍ２　　（ａ≤ρ≤ｂ）

７－９ 有限长：　Ａｚ＝μ０
Ｉ
４πｌｎ

ρ
２＋（ｚ－ｌ）槡 ２－（ｚ－ｌ）

ρ
２＋（ｚ＋ｌ）槡 ２－（ｚ＋ｌ）

Ｂ＝ｅμ
０Ｉ
４πρ

ｌ－ｚ

ρ
２＋（ｌ－ｚ）槡 ２

＋ ｌ＋ｚ

ρ
２＋（ｌ＋ｚ）槡［ ］２

无限长：　Ａｚ＝μ０
Ｉ
２πｌｎ

１
ρ
＋Ｃ　（Ｃ为任意常数），Ｂ＝ｅμ

０Ｉ
２πρ

７－１０ （１）略
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（２）Ｂ＝μ０ｐｍ４πｒ３
（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅθｓｉｎθ）

７－１１Ｃ＝４πε０Ｑｑ ａ２＋ｄ槡 ２

７－１２ｑ１＝－２ａｄｑ
，ｑ２＝－ａ

（ｄ－２ａ）
ｄ２ ｑ，ｑ３＝ａ

２（３ｄ－２ａ）
ｄ３ ｑ

７－１３ｑ１＝ｑ８ １－
槡（ ）２－１ａ
槡２（ｄ－ａ［ ］），ｑ２＝ｑ２，ｑ３＝ｑ４，ｑ４＝ｑ８ １＋ 槡（ ）２－１ａ

槡２（ｄ－ａ［ ］）
７－１４ （１）Ｕｍａｘ＝４．６×１０４Ｖ

（２）Ｌ＝１９３ｍｍ，Ｕｍａｘ＝５．１８×１０４Ｖ
（３）Ｌ＝２００ｍｍ，Ｕｍａｘ＝５．２７×１０４Ｖ

７－１５ａ≈ ｂ
２．７１８

，Ｅｍｉｎ≈２．７１８Ｕｂ
７－１６Ｕ＝６６７Ｖ
７－１７ｄ１＝０．５ｃｍ，ｄ２＝０．４６５ｃｍ

７－１８ （１）Ｅ（ｒ）＝ｅｒ
Ｕ０

ｒｌｎ（ｂ／ａ）　
（ａ＜ｒ＜ｂ）

φ（ｒ）＝
Ｕ０

ｌｎ（ｂ／ａ）ｌｎ
ｂ
ｒ　

（ａ＜ｒ＜ｂ）

（２）Ｃ＝
（２π－θ０）ε０＋εθ０
ｌｎ（ｂ／ａ）

，Ｗｅ＝
（２π－θ０）ε０＋εθ０
２ｌｎ（ｂ／ａ） Ｕ２０

７－１９ （１）Ｃ＝２π（ε１＋ε２）ａ
（２）（略）

７－２０ΔＷｅ＝－ ｄ－ａ
１６πε０ａｄ

（ｑ１－ｑ２）２

７－２１Ｆ＝ ｑ２
３２πε０ａ２

ｅｚ

７－２２Ｗ＝
（ε－ε０）（ｂ－ａ）Ｑ２

８πε０εａｂ

７－２３Ｆ＝４πε０ａ１ａ２ｄ３
（Ｕ１Ｕ２ｄ２－Ｕ２２ａ２－Ｕ２１ａ１）

７－２４ （略）

７－２５Ｔ＝１．４５×１０－７Ｎ·ｍ

７－２６Ｆｄ＝ ε０（εｒ－１）Ｌ２Ｕ２０
［Ｌ＋（εｒ－１）ｄ］２ｌｎ（ｂ／ａ）

７－２７ （略）

７－２８ （１）Ｍ＝μ０π
ｂ
２－

ｄ
槡３
ｌｎ１＋槡３ｂ２（ ）［ ］ｄ

（２）Ｆ＝ｅｘμ０
Ｉ１Ｉ２
π

ｄ
槡３
ｌｎ１＋槡３ｂ２（ ）ｄ ＋ ｂ

２ｄ 槡＋ ３［ ］ｂ
７－２９ （１）Ｍ＝μ０ ａ－ ａ２－ｂ槡（ ）２
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（２）Ｆ＝ｅｘμ０Ｉ１Ｉ２ １－
ａ
ａ２－ｂ槡（ ）２

７－３０Ｆｘ＝１２
（μ－μ０）ｎ

２Ｉ２Ｓ

第 八 章

８－１ φ（ｘ，ｙ）＝Ｕ０ １－
ｘ（ ）ａ

Ｅ（ｘ，ｙ）＝ｅｘ
Ｕ０
ａ

８－２ （１）φ（ｘ，ｙ）＝
Ｕ０
ｂｙ＋

２ｂＵ０
ｄπ２∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｓｉｎ

ｎπｄ（ ）ｂ ｓｉｎｎπｙ（ ）ｂ ｅ－
ｎπ
ｂ｜ｘ｜

（２）Ｃｆ ＝
２Ｗｅ

Ｕ２０
＝４ε０ｂ
π２ｄ∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ２ｓｉｎ

ｎπｄ（ ）ｂ

８－３ φ１（ｘ，ｙ）＝
２ｑ１
πε０∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｓｉｎｈ（ｎπａ／ｂ）

ｓｉｎｈｎπｂ
（ａ－ｘ０［ ］）·

ｓｉｎｎπｙ０（ ）ｂ ｓｉｎｈｎπｘ（ ）ｂ ｓｉｎｎπｙ（ ）ｂ 　　（０＜ｘ＜ｘ０）

φ２（ｘ，ｙ）＝
２ｑ１
πε０∑

∞

ｎ＝１

１
ｎｓｉｎｈ（ｎπａ／ｂ）

ｓｉｎｈｎπｘ０（ ）ｂ
·

ｓｉｎｎπｙ０（ ）ｂ ｓｉｎｈｎπｂ
（ａ－ｘ［ ］）ｓｉｎｎπｙ（ ）ｂ 　　（ｘ０ ＜ｘ＜ａ）

８－４ φ（ｘ，ｙ）＝
Ｕ０
ｂｙ＋

Ｕ０
π ∑ｎ＝２，４…

（－１）ｎ／２
ｎ ｅ－

ｎπｘ
ｂｓｉｎｎπｙ（ ）ｂ

８－５ （１）Ｕｍａｘ＝１．６７×１０４Ｖ／ｍ
（２）Ｕｍａｘ＝１．５×１０５Ｖ／ｍ

８－６ φ１＝－
２ε
ε＋ε０Ｅ０ρｃｏｓ　　

（ρ≤ａ）

φ２＝－
ε－ε０
ε＋ε０

ａ（ ）ρ
２［ ］＋１Ｅ０ρｃｏｓ　　（ρ≥ａ）

８－７ φ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｎ＝１，３…

２Ｕ０
ｎπ

ρ（ ）ｂ
ｎ

ｓｉｎ（ｎ）＋（－１）
ｎ＋３
２ｃｏｓ（ｎ［ ］）

８－８ （略）

８－９ φ１＝－
３ε０
ε＋２ε０Ｅ０ｒｃｏｓθ　　

（ｒ≤ａ）

φ２＝
ε－ε０
ε＋２ε０

ａ（ ）ｒ
３［ ］－１Ｅ０ｒｃｏｓθ　　（ｒ≥ａ）

ρＳＰ＝
３ε０（ε－ε０）
ε＋２ε０ Ｅ０ｃｏｓθ

８－１０φ１＝
ｐ·ｒ
４πεｒ３

＋２ｐ
·ｒ

４πεａ３
ε－ε０
ε＋２ε０　　

（ｒ≤ａ）

φ２＝
３ｐ·ｒ

４π（ε＋２ε０）ｒ３　　
（ｒ≥ａ）

７６３



ρＳＰ＝
３ε０ｐ０
２πεａ３

ε－ε０
ε＋２ε０

ｃｏｓθ

８－１１ （１）φ（ｒ，θ）＝－Ｅ０ｒｃｏｓθ＋ａ
３Ｅ０ｒ－２ｃｏｓθ＋ａＵ０ｒ－１

（２）φ（ｒ，θ）＝－Ｅ０ｒｃｏｓθ＋ａ
３Ｅ０ｒ－２ｃｏｓθ＋ Ｑ

４πε０ｒ

８－１２｜Ｈ１｜｜Ｈ０｜＝
９μ０μ

（μ０＋２μ）（μ＋２μ０）－２（μ０－μ）
２（ｒ１／ｒ２）２

８－１３ （１）ｘ０＝ ｑ
１６πε０Ｅ槡 ０

，（２）ｖ０＝１２

４
ｑ３Ｅ０
πε０ｍ槡 ２

８－１４ρＳ１＝－
ｑ
２π

ａ
［ａ２＋（ｙ－ｂ）２＋ｚ２］３／２

＋ε１－ε２ε１＋ε２
ａ

［ａ２＋（ｙ＋ｂ）２＋ｚ２］３／｛ ｝２ 　（ｙ＞０，｜ｚ｜＜∞）
ρＳ２＝－

ε２ａｑ
π（ε１＋ε２）

１
［ａ２＋（ｙ－ｂ）２＋ｚ２］３／２　

（ｙ＜０，｜ｚ｜＜∞）

８－１５ （１）φ（０）＝
Ｑ
４πε０

１
ｄ２＋ｂ槡 ２

－１［ ］ａ
（２）Ｆ＝Ｑｑｄ４πε０

１
（ｄ２＋ｂ２）３／２－

１
ａ［ ］３

８－１６φ（ａ）＝
ｂρｌ

２ε０ ｄ２＋ｂ槡 ２

８－１７ （１）Ｆ＝ ｑ
４πε０

Ｑ＋（Ｒ／Ｄ）ｑ
Ｄ２ － Ｒｑ

Ｄ［Ｄ－（Ｒ／Ｄ）２］｛ ｝２
（２）（略）

８－１８ （１）（略）

（２）Ｅ＝ｅｚ ｐ
４πε０ａ３

＋ ｐ
４πε０ｒ３

（ｅｒ２ｃｏｓθ＋ｅｓｉｎθ）

８－１９ （１）Ｆ＝－ｑ
２

４πε０
ａｄ

（ｄ２－ａ２）２

（２）点电荷ｑ所受到的电场力Ｆ 不变

８－２０ （１）φ＝
ｑ
４πε｛０ １

ｒ２＋ｄ２－２ｒＤｃｏｓ槡 θ
－ ａ／ｄ
ｒ２＋（ａ２／ｄ）２－（２ｒａ２／ｄ）ｃｏｓ槡 θ

－

１
ｒ２＋ｄ２＋２ｒｄｃｏｓ槡 θ

＋ ａ／ｄ
ｒ２＋（ａ２／ｄ）２＋（２ｒａ２／ｄ）ｃｏｓ槡 ｝θ

（２）Ｆ＝－
（ｄ４－ａ４）２＋１６ａ３ｄ５
１６πε０ｄ２（ｄ４－ａ４）２

８－２１Ｆ１＝
（ε１－ε２）ｑ２１＋２ε１ｑ１ｑ２
１６πε１（ε１＋ε２）ｄ２

，Ｆ２＝
（ε２－ε１）ｑ２２＋２ε２ｑ１ｑ２
１６πε２（ε１＋ε２）ｄ２

８－２２Ｆ１＝－
ａｄ１ｑ２１

４πε０（ａ２－ｄ２１）２
，Ｆ２＝ １

４πε０
ｑ２（ｂｑ２＋ｄ２ｑ１）

ｄ２２
－ ｂｄ２ｑ２２
（ｄ２２－ｂ２）［ ］２

８－２３ （１）φ１＝ ρ
ｌ

２πε０ｌｎ
Ｒ′ｒ０
Ｒａ＋Ｕ０

（２）φ２＝
Ｕ０

ｌｎ ｈ２－ａ槡 ２＋（ｈ－ａ）
ｈ２－ａ槡 ２－（ｈ－ａ）

ｌｎ ｘ２＋［ｙ＋ ｈ２－ａ槡 ２］槡 ２

ｘ２＋［ｙ－ ｈ２－ａ槡 ２］槡 ２
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８－２４Ｆ＝－μ１
（μ２－μ１）
μ２＋μ１

πＩ２ａ４ｈ
［ａ２＋（２ｈ）２］５／２

８－２５Ｌ＝μ０πｌｎ
ｄ
ａ＋

μ０（μｒ－１）
π（μｒ＋１）

ｌｎＤ２ｈ
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阶 段 测 验 题

阶段测验题（一）

（第一、二、三章之后进行）

１电磁场的四个场矢量是什么？分别写出它们的单位。

２电磁场的源量是什么？写出它们在宏观意义下的分布形式。

３Ｐ、Ｑ两点的位置矢量分别为

ｅｘ５＋ｅｙ１２＋ｅｚ　和　ｅｘ２－ｅｙ３＋ｅｚ
从Ｐ到Ｑ 的距离矢量是什么？它的长度是多少？它的长度线是否与ｘｙ平面平行？

４用直角坐标系，验证以下两个零恒等式：
（１）·（×Ａ）≡０
（２）×（ｕ）≡０

５试写出用电场Ｅ和磁场Ｈ 表示的麦克斯韦方程组，并说明此方程组在什么条件
下才成立？

６某无损耗媒质的参数为σ＝０、ε＝５ε０、μ＝μ０，若其中存在的位移电流密度为

Ｊｄ＝ｅｘ４×１０－６ｃｏｓ（ωｔ－３ｚ）　Ａ／ｍ２

试求该媒质中的电场强度和磁场强度。

７空气中离辐射源距离为ｒ处（设ｒλ）的电场强度为

Ｅ＝ｅθ
５００
ｒｓｉｎθ

·ｃｏｓ（２π×１０９ｔ－ｋｒ）　（μＶ／ｍ）

试确定波数ｋ以及与Ｅ 相伴的磁场Ｈ，并计算平均坡印廷矢量。

８写出在空气中沿ｙ方向传播、ｚ方向极化的均匀平面波的电场和磁场的复数表示式。

９一均匀平面波从媒质１（参数为ε１、μ１＝μ０、σ１＝０）垂直入射到媒质２（参数为ε２、μ２
＝μ０、σ２＝０）的分界平面上，试问在什么条件下，分界平面上的电场为最大值？

１０试简要证明右旋圆极化波垂直入射到理想导体平面时，反射波变为左旋圆极化。

１１什么是临界角？在什么条件下，两种非磁性媒质（μ１＝μ０，μ２＝μ０）的分界面上存
在临界角？

１２什么是布儒斯特角？在什么条件下，两种非磁性媒质（μ１＝μ０，μ２＝μ０）的分界面
上存在布儒斯特角？

阶段测验题（二）

（第四、五、六章之后进行）

１试比较无界非导电媒质中的均匀平面波与沿无损耗传输线的ＴＥＭ波的相同与不
同之处。



２分别叙述传输线的特性阻抗和输入阻抗的定义。

３通常，均匀传输线的电介质是聚乙烯（εｒ＝２．２５）。现要构建特性阻抗Ｚ０＝５０Ω的
同轴传输线，若选定内导体半径ｄ＝０．７ｍｍ，试确定外导体的内半径。

４一无损耗双线传输线的特性阻抗为３００Ω，长度为５ｍ，其终端负载阻抗为（４０＋
ｊ３０）（Ω）。求工作频率为３００ＭＨｚ时，该传输线的输入阻抗。

５如附图测２．５所示的传输线系统，负载Ｒ１＝３００Ω和Ｒ２＝２００Ω通过特性阻抗为

Ｚ０＝１００Ω的传输线，由频率为１００ＭＨｚ的功率信号源同相馈电，且要求Ｒ１ 吸收的功率
是Ｒ２ 吸收功率的二倍。求：（１）Ｚ０１和ｌ１；（２）Ｚ０２和ｌ２；（３）线段ｌ１ 上的反射系数和驻波
系数；（４）线段ｌ２ 上的反射系数和驻波系数。

附图测２．５

６波导的主模指的是什么？矩形波导的主模是哪一个？其截止波长是多少？

７波导波长λｇ指的是什么？它与相应的无界电介质中的波长λ有什么关系？写出

ＴＥｍｎ波的波导波长计算公式。

８尺寸为８ｃｍ×６ｃｍ×５ｃｍ的矩形谐振腔，内部介质是空气。试写出前三个最低
谐振模式的谐振频率。

９写出对称半波天线的远区辐射场表示式，并说明它的几个主要电参数。

１０安装在εｒ＝４的电介质基片上的四个贴片天线构成一个直线阵，彼此间隔一个波
长λ０（取λ０＝３０ｍｍ），每个贴片天线的输入阻抗均为５０Ω，如附图测２１０所示。要求这

四个贴片天线通过５０Ω的微带线由频率为１０ＧＨｚ的发射机同相馈电，试设计用λ４
线作

阻抗变换的馈电系统。

附图测２．１０

１７３



阶段测验题（三）

（第七、八章之后进行）

１试从麦克斯韦方程组导出静电场和恒定磁场的基本方程。

２电介质与空气的分界面是平面。已知电介质的介电常数ε１＝４ε。且分界面一侧
（电介质）的电场值｜Ｅ１｜＝１０Ｖ／ｍ，Ｅ１ 的方向与分界面的法线成３０°；求分界面另一侧（空
气）的电场Ｅ２。

３设位于空气中的无限大导体平板两侧对称地放置点电荷ｑ１ 和ｑ２，两点电荷至导
体板的距离皆为ｄ；试分别求两侧空间中任一点的电位。

４判定矢量Ａ＝ｅｘ２ｙ－ｅｙ２ｘ是否可用来表示磁感应强度？若可以，则求出产生此磁
场的电流密度Ｊ。

５同轴导体壳系统的内导体的内半径为ａ，外半径为ｂ；外导体的内半径为ｃ，外半径
为ｄ。设该系统载有电流Ｉ，求该系统单位长度储存的磁场能量。

６半径为ａ的长直导线平行于地球表面，且与地球表面相距ｈ。设地球为理想导体
平面，试求单位长度导线与地球之间的电容。

７简述用分离变量法求解电磁场边值问题的基本思想和一般解题步骤。

８横截面尺寸为ａ×ｂ的矩形长金属槽，如附图测３８所示。其底面和两个侧壁面

的电位皆为零，而顶盖的电位为φ０＝Ｕ０ｓｉｎ
π
２（ ）ｘ 。试写出槽内电位φ满足的方程及边界

条件。

附图测３．８

２７３
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