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前言

每一位同学拿到《误差理论与测量平差基础》一

书时，脑子里马上就有许多问题涌现：这是一门什么
样的课程？学习这门课有什么用处呢？我应该怎样去
学好它？……故在讲课之前，简单地向大家介绍一下

本课程的基本情况。
测量平差是测绘专业一门重要的技术基础课，主

要讲授测量数据处理的基本理论和方法，是理论与实
践并重的课程。通过学习测量平差，牢固地掌握测量
数据处理的理论和方法，为后续专业课程的学习打下
扎实的基础。



前言
一、教学内容

全书共有十二章：
第一章绪论
第二、三章全书的基础知识
第四章介绍测量平差理论
第五、六、七、八章 4种平差方法
第九章各种平差方法的总结
第十章讨论点位精度
第十一章统计假设检验的知识
第十二章近代平差概论
根据本科教学大纲的要求，重点讲解第二章~第十

章以及第十二章(部分)的内容。



前言

二、怎样学好测量平差
1. 要有扎实的数学基础。只有牢固地掌握

了高等数学，线性代数和概率与数理统计等课
程的知识才能学好测量平差，因此课前要做到
预习，对与以上三门课程有关内容进行复习，
只有这样才能听懂这一门课。

2. 听课时弄清解决问题的思路，掌握公式
推导的方法以及得到的结论，培养独立思考问
题和解决问题的能力。

3. 课后及时复习并完成一定数量的习题,从
而巩固课堂所学的理论知识。



第一讲 绪论

一、本课程在测绘科学与技术中的作用与地位

二、测量误差与测量平差(Surveying Adjustment)
误差与测量误差

测量误差的来源

测量误差的分类

测量误差与多余观测带来的问题

测量平差的诞生

三、测量平差的目的和任务

四、本课程的体系结构
误差理论

平差方法



测量数据（观测数据）是指用一定的仪器、工具、
传感器或其他手段获取的反映地球与其它实体的空间
分布有关信息的数据，包含信息和干扰（误差）两部
分。

误差与测量误差：

所谓测量误差，就是对某量进行测量时，其测量结果
（即观测值）与该量客观存在的真正大小或理论上应
满足的数值（通称真值，从概率与数理统计的观点
看，就是观测值的数学期望）之间的差异，即：

观测误差＝真值－观测值

以Δ表示观测误差， 表示真值，L表示观测值，则上
式可写为

通常称Δ为观测值的真误差。

L~
LL −=Δ ~



第一讲 绪论（续）

测量误差的来源：

1.测量仪器

2.观测者

3.外界条件

上述仪器，观测者，外界条件是观测误差的主要来

源，我们通常把它们综合起来称为观测条件。

测不准原理：所有测量都具有观测误差，观测误差自始

自终存在于测量过程之中。



第一讲 绪论（续）

测量误差的分类：

1.偶然误差：指在相同的观测条件下作一
系列的观测时，从单个误差看，该列误
差的大小和符号表现出偶然性，无规
律，但就大量误差的总体而言，具有一
定的统计规律，这种误差称为偶然误
差，也称随机误差。

处理方法：采用多余观测，利用测量平差
的方法求出观测值的最或然值。



第一讲 绪论（续）

2.系统误差：指在相同的观测条件下作一系列的

观测时，大小和符号表现出系统性，或按一定
规律变化，或者为某一常数的误差。

处理方法：1)在观测方法和观测程序上采取必要

的措施，限制或削弱系统误差的影响；

2）在平差计算前进行必要的预处理，即利用已

有公式对观测值进行系统误差改正；

3）将系统误差当作未知参数纳入平差函数模

型中，一并解算。



第一讲 绪论（续）

3.粗差：明显歪曲测量结果的误差,是指比在正

常观测条件下所可能出现的最大误差还要大的
误差。

处理方法：舍弃或重测。



第一讲 绪论（续）

测量平差研究的主要对象是偶然误差，即总是
假定含粗差的观测值已被剔除，含系统误差的
观测值已经过适当改正。因此，在观测误差
中，仅含偶然误差或是偶然误差占主导地位。



第一讲 绪论（续）

问：对某量只作一次观测，该观测值是否不含误差？

测量误差与多余观测带来的问题：

由于观测结果不可避免地存在偶然误差的影响，因此，在实际工
作中，为了提高成果的质量，同时也为了检查和及时发现观测值
中有无错误存在，通常要使观测值的个数多于未知量的个数，也
就是要进行多余观测。由于偶然误差的存在，通过多余观测必然
会发现在观测结果之间不相一致，或不符合应有关系而产生不符

值。因此，必须对这些带有偶然误差的观测值进行处
理，使得消除不符值后的结果，可以认为是观测量的
最可靠的结果。由于这些带有偶然误差的观测值是一
些随机变量，因此，可以根据概率统计的方法来求出
观测量的最可靠结果，这就是测量平差的一个主要任
务。



第一讲 绪论（续）

测量平差的诞生：

1）观测值中含有偶然误差；

2）消除由于多余观测而产生的观测值之间

的矛盾的需要。

多余观测的目的：

1）及时发现粗差和错误；

2）提高观测成果的精度。



第一讲 绪论（续）

测量平差的目的和任务：
1）求待定量的最佳估值;即对一系列带有观测误差的观测

值，运用概率统计的方法来消除它们之间的不符值，
求出未知量的最可靠值。

2）评定测量成果的精度。

测量平差是测绘专业的专业基础课之一。它是应

用概率和数理统计方法来分析观测数据，为观测数据
的处理提供理论基础；以最小二乘法作为处理观测数
据的基本原则，讲解测量平差的基本原理、方法和技
能；论述近代测量平差的基本理论与方法，介绍测量
数据处理的最新研究成果。



第一讲 绪论（续）

四、本课程的体系结构
误差理论：偶然误差特性和偶然误差的传播；精度

指标及其估计；权与中误差的定义及其估计方法。

平差方法：条件平差，附有参数的条件平差，间接

平差，附有限制条件的间接平差。

本章主要说明观测误差的产生和分类，测

量平差法研究的内容以及本课程的任务。



第二讲 偶然误差

一、偶然误差的规律性
真误差：

观测值与其真值之差，即 。

基本假设：

系统误差已消除，粗差不存在。

寻找偶然误差之规律性的方法：

统计分析

1、统计表

2、直方图

iii LL −=Δ ~



误差分布具有以下性质：

1）误差的绝对值有一定的限值；

2）绝对值较小的误差比绝对值较大的误差多；

3）绝对值相等的正负误差的个数相近。



直方图的优点：能形象地表示出误差的分布情况；

缺点：

1）粗糙；

2）间隔不好选取；

3）比较相近的两个误差分属于不同区间。（例0.2和0.21）
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从表中可以看出：

1）愈接近于零的误差区间，误差出现的频率愈大；

2）随着离零愈来愈远，误差出现频率亦逐渐递减；

3)出现在正负误差区间内的频率基本相等。
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第二讲 偶然误差（续）

由统计分析可以看出，偶然误差具有下列特性：

1、在一定的观测条件下，偶然误差的绝对值有一定的限

值，即超过一定限值的偶然误差出现的概率为零；

2、绝对值较小的偶然误差比绝对值较大的偶然误差出现

的概率大；

3、绝对值相等的正负偶然误差出现的概率相同；

4、偶然误差的理论平均值为零，即
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第二讲 偶然误差（续）

二、正态分布
当偶然误差的个数 时，偶然误差出现的频

率就趋于稳定。此时，若把偶然误差区间的间隔无限
缩小，则直方图（图1、图2）将分别变为图3所示的两
条光滑的曲线。

图3

∞→n

误差分布曲线



第二讲 偶然误差（续）

由概率论知，该曲线是正态分布的概率分布曲线。

所以测量上通常将正态分布作为偶然误差的理论分
布。或者说偶然误差服从正态分布。其密度函数为：

式中： 和 为参数。
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第二讲 偶然误差（续）

由密度函数

知，偶然误差 为正态随机变量。所以又称偶然误差

为随机误差。

下面来看参数 和 是什么。

对正态随机变量 求数学期望：
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第二讲 偶然误差（续）

作变量代换，令

得
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第二讲 偶然误差（续）

所以

再求 的方差 。

同样作变量代换，可得：

μπ
π
μ

==Δ 2
2

)(E

Δ )(ΔD

Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Δ−−Δ=ΔΔΔ−Δ=Δ ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
ddfED 2

2
22 )(

2
1exp)(

2
1)())(()( μ

σ
μ

πσ

2
2

2
2

)( σπ
π

σ
==ΔD



第二讲 偶然误差（续）

由以上推导知，参数 和 分别是随机误差 的数学期望和方

差。它们确定了正态分布曲线的形状。

由

知，随机误差 的数学期望等于零。

由正态分布知，正态分布曲线具有两个拐点，这两个拐点在横轴

上的坐标为 。

方差的几何意义是：方差是正态分布曲线的拐点横坐标的平方。

偶然误差 是服从 分布的随机变量。
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第二讲 偶然误差（续）

三、精度及衡量精度的指标
观测值的质量取决于观测误差（偶然误差、系统误

差、粗差）的大小。

1、精度：指误差分布的密集或离散的程度，即离散

度的大小；描述偶然误差，指观测结果与其数学期望
接近程度，可从分布曲线的陡峭程度看出精度的高
低。

注意：所谓精度高低，是对不同观测组而言。对于同

一组的若干个观测值，因对应于同一种误差分布，故
每个观测值的精度都相同。在相同观测条件下进行的
一组观测，每一观测值都称为等精度观测值。



第二讲 偶然误差（续）

2、准确度：描述系统误差和粗差，指观测值的真值
与其数学期望之差，即：

3、精确度：描述偶然误差、系统误差和粗差的集
成，指观测结果与其真值的接近程度，包括观测结果
与其数学期望接近程度和数学期望与其真值的偏差，
是一个全面衡量观测质量的指标。

精确度可用观测值的均方误差来描述，即：

当 ，即观测值中不存在系统误差和粗差
时，亦即观测值中只存在偶然误差时，均方误差就等
于方差，此时精确度就是精度。

)(~ LEL −=ε
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LLE ~)( =





第二讲 偶然误差（续）

4、衡量精度的指标

精度虽然可以通过直方图或分布曲线的形状来描

述，但在实际工作中很麻烦，且不能用一个数字来衡
量其高低。为此，人们希望通过用一个数字来反映偶
然误差的离散程度。能反映偶然误差的离散程度的数
字称为衡量精度的指标。这样的数字很多，比如：

4.1  方差和中误差 设在相同的观测条件下得到一组独
立观测误差 ，则其方差定义为：
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第二讲 偶然误差（续）

方差的算术平方根定义为中误差，即

在实际工作中，n总是有限的，由有限个观测值的真
误差只能求得方差和中误差的估值：

和
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第二讲 偶然误差（续）

4.2  平均误差 设在相同的观测条件下得到一组独立观
测误差 ，则其平均误差由 之绝对值的数学期望

定义，即：

因为

所以
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第二讲 偶然误差（续）

由上式知，不同的 ，对应着不同的 ，于是就对应
着不同的误差分布曲线。所以平均误差 也可作为衡

量精度的指标。

在实际工作中，既可通过以上等量关系来计算平均误

差的估值：

也可由下式计算之：
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第二讲 偶然误差（续）

4.3  或然误差

当观测误差出现在 之间的概率等于二分之一
时，称 为或然误差（如图），即
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第二讲 偶然误差（续）

令 ，则有

由概率积分表可查得，当概率为二分之一时，积分
限为0.6745，于是可得中误差与或然误差的理论关系：
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第二讲 偶然误差（续）

中误差、平均误差和或然误差都可以作为衡量
精度的指标，但由于

当n不大时，中误差比平均误差更能灵敏地反
映大误差的影响；

中误差具有明确的几何意义（分布曲线的拐点
坐标）；

平均误差和或然误差都与中误差存在理论关
系；
所以，世界上各国都采用中误差作为衡量精度的指
标，我国也统一采用中误差作为衡量精度的指标。



第二讲 偶然误差（续）

4.4  极限误差

由中误差的定义知，中误差是一组同精度观测误差平方的平均值

的平方根极限值。既然是平均值，就会有的观测误差的绝对值比
中误差大，有的观测误差的绝对值比中误差小。那么，绝对值比
中误差小的观测误差出现的概率是多少？绝对值比中误差大的观
测误差出现的概率又是多少呢？由下图，通过积分



第二讲 偶然误差（续）
可得观测误差 出现在给定区间 内的概率

为：
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上式表明：绝对值大于中误差的观测误差出现的概率为31.7%；绝对

值大于二倍中误差的观测误差出现的概率为4.5%；绝对值大于三倍中
误差的观测误差出现的概率仅为0.3%。即观测误差的绝对值一般不会

大于三倍中误差。因此，实际工作中通常以三倍中误差作为观测误差
的极限，并称为极限误差，用 表示，即

4.5  相对误差: 观测值的中误差与观测值之比，称为相对误差，
即 。

限Δ σ3=Δ限
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第二讲 偶然误差（续）

小结：
1、几个名词

衡量精度的指标

精确度

准确度

精度

粗差

系统误差

偶然误差

随机误差

绝对误差

相对误差

极限误差

或然误差

平均误差

方差

中误差

真误差

测量误差

（观测误差）

误差

名
词



第二讲 偶然误差（续）
2、一个事实

不论观测条件如何，观测误差总是不可避免的。

3、基本假设

在本课程中，我们假设观测误差为偶然误差，即不含系统误差

和粗差。换句话说，我们假设观测误差服从正态分布。

4、统计规律

在一定的观测条件下，偶然误差的绝对值有一定的限值，即超过
一定限值的偶然误差出现的概率为零；

绝对值较小的偶然误差比绝对值较大的偶然误差出现的概率大；

绝对值相等的正负偶然误差出现的概率相同；

偶然误差的理论平均值为零。



第二讲 偶然误差（续）

本章是本课程的重点内容之一。

重点：偶然误差的规律性，精度的
含义以及衡量精度的指标。
难点：精度、准确度、精确度等概
念。
要求：弄懂精度等概念；深刻理解
偶然误差的统计规律；牢固掌握衡
量精度的几个指标。



第二讲 偶然误差（续）

主要公式汇编

真误差

方差

理论值：

估 值：

中误差

理论值：

估 值：

LL −=Δ ~
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第二讲 偶然误差（续）

平均误差

理论值：

估 值：

或然误差

理论值：

估 值：

∫
∑

∞+

∞−

=

∞→

Δ
=ΔΔΔ=Δ=

n
dfE

n

i
i

n

1lim)()(θ

σσσ
π

θ
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47979.02

≈≈=

σσρ
3
26745.0 ≈≈

σσρ ˆ
3
2ˆ6745.0ˆ ≈≈



第二讲 偶然误差（续）

极限误差：

相对误差：

）或 限限 σσ 2(3 =Δ=Δ

NSS
S

S 11
==

σ

σ



第二讲 偶然误差（续）

复习思考题

1.什么叫观测误差？产生观测误差的原因主要有

哪几个方面？

2.观测条件是由哪些因素构成的？

3.根据观测误差对观测结果影响的不同，说明观

测误差的分类。

4.为什么观测值中一定存在偶然误差？偶然误差

能否被消除，为什么？

5.测量平差的任务是什么？



第二讲 偶然误差（续）

6.观测值的真误差属于什么误差？

7.在相同的观测条件下，大量的偶然误差呈现什么样的规

律性？

8.观测条件与误差分布之间有何关系？

9.在相同的观测条件下，对同一个量进行了若干次观测，

这些观测值的精度是否相同？能否理解为误差小的观
测值一定比误差大的观测值精度高，为什么？

10.在相同的观测条件下，绝对值小的误差出现的概率比

绝对值大的误差出现的概率大。那么，误差为零的观
测值出现的概率是不是最大，你怎样理解？

11.我们规定 等于 或 的理论根据是什么？限Δ σ3 σ2



第二讲 偶然误差（续）

习题
1.在角度测量中，用正倒镜观测；在水准测量

中，使前后视距相等，这些规定都是为了消除
什么误差？

2.用钢尺丈量距离时，下列几种情况会使测量结

果中含有误差，试分别判定误差的性质及符
号：

1）尺长不准确；2）尺不水平；3）估读小数不
准确；4）尺垂曲；5）尺端稍偏直线方向（定

线不准确）。



第二讲 偶然误差（续）

3.在水准测量中，有下列几种情况，使水准尺读

数带有误差，试判别误差的性质及符号：

1）视准轴与水准轴不平行；2）仪器下沉；

3）读数时估读不准确；4）水准尺下沉。

4.为了鉴定经纬仪的精度，对已知的水平角

作了12次观测，其结果为：

假设 无误差，试求观测值的中误差。

)0.030045( ′′′=αα

300045,600045,959544,859544,000045
,400045,300045,859544,559544,600045
′′′′′′′′′′′′′′′

′′′′′′′′′′′′′′′

α



第二讲 偶然误差（续）

5.有一段距离，其观测值及其中误差为

试估计这个观测值的误差的实际可能出现的范

围是多少？

6.已知两角度的大小及其中误差分别为：

试说明：这两个角度的真误差是否相等？它们的
最大误差 是否相等？它们的精度是否相

等？

cm15675.345 ±

016104120,01806444 ′′±′′′′′±′′′

限Δ



第二讲 偶然误差（续）

7.已知 ，试求：观测值的相对误

差，并估计这个观测值的误差可能出现的范
围。

8.已知

试说明：它们的真误差是否相等？它们的最大

误差是否相等？它们的精度是否相等？它们的
相对误差是否相等？

9.量得一段距离， ，其相对中误差为

，求该距离的中误差。

mmmS 10000.200 ±=

cmmScmmS 5.4844.660,5.4445.300 21 ±=±=

mS 35.2046=

25000
1



第三讲 协方差传播律

现在提出这样一个问题：观测值函数的精

度如何评定？其中误差与观测值的中误差存在
怎样的关系？如何从后者得到前者？这是本章
所要讨论的重要内容，阐述这种关系的公式称
为协方差传播律。



第三讲 协方差传播律

一、观测向量及其方差——协方差矩阵

作为衡量精度的指标，中误差可衡量一组观测值的

精度。在实际工作中，我们得到的观测值往往是由多
组观测值所构成的观测向量。比如，在GPS测量中，
基线观测值 就是观测向量。

衡量观测向量之精度的指标是方差——协方差矩
阵。一般地，设n维观测向量为

则其方差——协方差矩阵定义为：

TzyxL )( ΔΔΔ=

T
nn

lllL )( 211
=

×



第三讲 协方差传播律（续）

几点说明：

1.                                            为观测向量的期望；

2.主对角线元素 为第i组观测值的方
差；3.非主对角线元素 为第i组观
测值关于第j组观测值的协方差，协方差用来描述第i个
观测值与第j个观测值之间的相关程度。
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第三讲 协方差传播律（续）

当 ，表示这两个观测值的误差之间互不影
响，即它们的误差是不相关的，并称这些观测
值为不相关的观测值（也称独立观测值）；

当 ，表示这两个观测值的误差之间是相关
的，称这些观测值为相关的观测值（也称不独
立观测值）。

例：直接测得的高差，距离，角度及方向等都是

独立观测值；

一般来说，独立观测值的各个函数之间是不独立
的，或者说是相关的，因而它们是相关观测
值。

0=
jillσ

0≠
jillσ



第三讲 协方差传播律（续）

3.由于

所以 是对称方阵。

4.当该组观测值是一组独立观测值时，则

此时方差阵变为对角阵，即

5.当该组观测值是一组同精度独立观测值时，则

，此时方差阵变为数量矩阵。
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第三讲 协方差传播律（续）

二、协方差传播律
1、协方差传播律的作用

计算观测向量函数的方差——协方差矩阵，

从而评定观测向量函数的精度。

2、预备公式
)()()(,)()(,)( YEXEYXEXCECXECCE +=+==

)()()()( 2121 nn XEXEXEXXXE +++=+++

nXXX ,,, 21

)()()()( 2121 nn XEXEXEXXXE =



第三讲 协方差传播律（续）
3、观测向量线性函数的方差

设观测向量X及其期望和方差为：

观测向量线性函数为

式中： 为常数。
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第三讲 协方差传播律（续）

Z的期望为

Z的方差为

即
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第三讲 协方差传播律（续）
4、多个观测向量线性函数的方差——协方差矩阵

若观测向量的多个线性函数为

则令
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第三讲 协方差传播律（续）

于是，观测向量的多个线性函数可写
为 。故有

式中： 为对称方阵。

若还有观测向量的另外r个线性函数

其矩阵形式为：

0
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第三讲 协方差传播律（续）

则有：

而

同理：
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第三讲 协方差传播律（续）

5、多个观测向量非线性函数的方差——协方差

矩阵

基本思想：a、用全微分代替全增量，得到函数误差
表达式（线性近似）；b、应用协方差传播律。

设观测向量的t个非线性函数为：
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第三讲 协方差传播律（续）

对上式求全微分，得
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第三讲 协方差传播律（续）

令

则由误差传播定律得：

由以上推导知，求非线性函数的方差——协方差矩阵
比求线性函数的方差——协方差矩阵只多一个求全微
分的步骤。
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第三讲 协方差传播律（续）

6、协方差传播律的应用举例
线性函数

（1）单个函数

一般问题：书例3-1
测量问题：书例3-2，书例3-3，水准测量的精度P35

同精度独立观测值的算术平均值的精度P35
若干独立误差的联合影响P36
由所要求的函数精度确定部分观测值的精度（测量平

差：P30）
（2）多个函数

一般问题：书例3-5
测量问题：书例3-4



第三讲 协方差传播律（续）

非线性函数
（1）单个函数

一般问题：书例3-6
测量问题：

（2）多个函数

一般问题：

测量问题：书例3-7



第三讲 协方差传播律（续）

（1）单个函数

一般问题：

例3-1：在1：500的地图上，量得某两点间的距离
d=23.4mm,d的量测中误差 ，求该两点实地距
离S及其中误差 。

测量问题：

例3-2：设X为独立观测值 的函数

已知 的中误差

求函数的中误差 。

mmd 2.0=σ
sσ

321 ,, LLL

321 7
4

7
2

7
1 LLLX −+=

321 ,, LLL

mmmmmm 1,2,3 321 === σσσ
Xσ



第三讲 协方差传播律（续）

例3-3：设在测站A上，已知 ,设无误差，
而观测角 的中误差为 ，协方
差 ，求角x的中误差 。

水准测量的精度：书P35
当各测站高差的观测精度相同时，水准测量中高
差的中误差与测站数的平方根成正比；

当各测站的距离大致相等时，水准测量中高差的
中误差与距离的平方根成正比。

α=∠ABC
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第三讲 协方差传播律（续）

同精度独立观测值的算术平均值的精度：书P35
N个同精度独立观测值的算术平均值的中误差等
于各观测值的中误差除以 ,即 。

若干独立误差的联合影响：书P36
观测结果的方差等于各独立误差所对应的方差之
和,即 。
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第三讲 协方差传播律（续）

（2）多个函数

一般问题：

例3-5：设有函数

已知X和Y的协方差阵 ，X关于Y的互协
方差阵为 ，求Z的方差阵 和Z关于X及Y
的互协方差阵 。
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第三讲 协方差传播律（续）

测量问题：

例3-4：设在一个三角形中，同精度独立观测得到
三个内角 ,其中误差为 。试求将三角
形闭合差平均分配后的各角 的协方差

阵。
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第三讲 协方差传播律（续）

非线性函数
（1）单个函数： 一般问题
例3-6：图为一块土地面积按比例尺的放样，图中全部内

角均已知为直角，给定数据为

试计算矩形ABFG的面积Z及其方差。

( ) ( )

( ) ( )
0

21
12

,

21
12

,

3,1

2,7

2
21

2
21

21

21

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

====

====

XY

XX
T

YY
T

D

mmDxxX

mmDyyY

cmxCEcmxHE

cmyBCcmyFH

A

F

B

D
G

C

E

H



第三讲 协方差传播律（续）

测量问题：（2）多个函数： 一般问题：

测量问题：

例3-7：设在三角形ABC（如图)中，观测三个内角

将闭合差平均分配后得到的各角之值为

按例3-4的方法求得它们的协方差阵为

已知边长 （无误差），试计算 的长度和
它们的协方差阵 。
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第三讲 协方差传播律（续）

7、应用协方差传播律时应注意的问题

（1）根据测量实际，正确地列出函数式；

（2）全微分所列函数式，并用观测值计算偏导
数值；

（3）计算时注意各项的单位要统一；

（4）将微分关系写成矩阵形式；

（5）直接应用协方差传播律，得出所求问题的
方差——协方差矩阵。



第三讲 协方差传播律（续）

8、权及定权的常用方法

权的概念
观测值所占的比重，精度越高，比重越大，即与精度

成反比。

方差是表征精度的绝对的数字指标；

权 是表征精度的相对的数字指标；即表示各观测值

方差之间比例关系的数字特征。



第三讲 协方差传播律（续）

1）权的定义

权的意义，不在于其数值的大小，重要的是它们之间

的比例关系。

设有观测值 ，方差为 ，

如选定任一常数 ，则定义

并称 为观测值 的权。
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第三讲 协方差传播律（续）

说明：

（1）权的大小可衡量观测值精度的高低；

方差（或中误差）愈小，其权愈大；或者说，精度愈

高，其权愈大；权可以作为比较观测值之间的精度高
低的一种指标。

（2）权不唯一。



第三讲 协方差传播律（续）

2）单位权中误差

权为1的观测值所对应的中误差，称为单位权中误差。

由

令 ，代入上式，得：

可见， 是单位权（权为1）观测值的方差，简称为单位

权方差。
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第三讲 协方差传播律（续）

3）定权的常用方法
（1）水准测量的权

i:  设每一测站观测高差的精度相同，其中误差均为

则各路线观测高差的中误差为

设单位权中误差为

因此有

即当各测站的观测高差为同精度时，各路线的权与测站数成反比。

常数C有两个意义：C是1测站的观测高差的权；C是单位权观测高差
的测站数。例3-8
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第三讲 协方差传播律（续）

ii:设每公里观测高差的精度相同,其中误差为

则各路线观测高差的中误差为

设单位权中误差为

因此有

即当每公里观测高差为同精度时，各路线的权与距离的
公里数成反比。

常数C有两个意义：C是一公里观测高差的权；C是单位
权观测高差的线路公里数。例3-9
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第三讲 协方差传播律（续）

（2）同精度观测值之算术平均值的权

设有 ，它们分别是 次同精度
观测值的平均值，若每次观测的中误差均为 ，则

的中误差为

令

则 的权为

即由不同次数的同精度观测值所算得的算术平均值，
其权与观测次数成正比。

C有两个意义：C是一次观测的权倒数；C是单位权观
测值的观测次数。
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第三讲 协方差传播律（续）

9、协因数与协因数传播律

1)协因数—权倒数

所以
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第三讲 协方差传播律（续）

2）协因数阵

将n维随机变量 的方差阵 同乘以一个
纯量因子 有

1 . n
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第三讲 协方差传播律（续）

协因数阵 :指由协因数 和互协因数 按一定

顺序排列成的矩阵。

注意两点：

（1）主对角线元素 为随机变量 的协因数，

即权倒数；

（2）非主对角线元素 为随机变量 关于
随机变量 的互协因数，且有 。
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第三讲 协方差传播律（续）

3）权阵

为权阵，记为

注意两点（1）独立观测值的权阵为对角阵，且

其主对角线元素即为相应观测值的权，有
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第三讲 协方差传播律（续）

（2）当观测值向量中的观测值相关时，其权阵
中的主对角线元素 不是观测值 的权 。

例：已知观测值向量 的权阵为

试求观测值 的权 。

解：

由于 ,因而有
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第三讲 协方差传播律（续）

4）协因数传播律（例3-12，3-13）

独立观测值的权倒数传播律：例3-10，3-11
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第三讲 协方差传播律（续）

10、单位权中误差的计算
如何利用一组不同精度的独立观测值的真误差求单位

权中误差？

由三角形闭合差求测角中误差
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第三讲 协方差传播律（续）

小结：本讲主要内容包括

1、方差——协方差矩阵的定义

2、协方差传播律

（线性和非线性）

3、应用协方差传播律所应注意的问题

4、权与定权的常用方法（含协因数）
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第三讲 协方差传播律（续）

全章共分7节，是本课程的重点内容之一。

重点：协方差传播律，权与定权的常用方法，以及协
因数传播律。
难点：权，权阵，协因数和协因数阵等重要概念的定
义，定权的常用方法公式应用的条件，以及广义传播
律（协方差传播律和协因数传播律）应用于观测值的
非线性函数情况下的精度评定问题。
要求：通过本章的学习，弄清协因数阵，权阵中的对
角元素与观测值的权之间的关系；能牢固地掌握广义
传播律和定权的常用方法的全部公式，并能熟练地应
用到测量实践中去，解决各类精度评定问题。



第三讲 协方差传播律（续）

主要公式汇编
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第三讲 协方差传播律（续）
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第三讲 协方差传播律（续）
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第三讲 协方差传播律（续）

复习思考题及课外作业

1.误差传播定律是用来解决什么问题的？

2.试述应用误差传播定律的实际步骤。

3.为什么说三角形闭合差是真误差？如何

由三角形闭合差计算测角中误差？



第三讲 协方差传播律（续）

4.权是怎样定义的？权与中误差有何关系？有了

中误差，为什么还要引进权的概念？

5.在 中， 是任意假定的常数，我们为什么

要称它为单位权中误差？什么样的观测值称
为单位权观测值？

6.当只有一个观测值时，给定它的权是否有意

义，为什么？

7.指出水准测量的两种定权公式
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第三讲 协方差传播律（续）

及

式中， 各代表什么意义？

8.应用权倒数传播律时，应注意什么问题？

9.权倒数传播律与误差传播律有何异同？
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