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摘 要:分形维数作为科学研究的重要工具之一, 它是描述自然界和非线性系统中不光滑和不规则几何体的有效工具,其

计算方法已经有多种,应用领域也是十分广泛。然而, 各种方法各有不同,文中就此对常用分形维数计算方法进行了系统

的综合与研究,主要包括圆规法、明科斯基方法、变换方法、盒子计算方法、周长- 面积法、裂缝岛屿方法、分形布朗模型法,

对每种方法的含义和模型及相关的应用领域进行了阐述,并给出了其方法的计算机实现算法。
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Fractal Dimension Study of Calculating Method
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Abstract:As one of science study tools, f ractal dimension is usually an effect ive w ay that used to describe the non- smooth and non- regu-

lar geometry object s in the nature and non- linear systems. T here are all kinds of methods about calculat ing it. Its application is great ly

w ide, but there are distinct ive dif feren ces betw een these methods. According to these, this paper studies and integrates th ese methods sys-

temat ically, including Compass M ethod, M inkowski Method, Variation M ethod, Box counting Method, Perim eter Area Method, Slit island

M ethod, Fractal Brown model Method. This paper also expatiated the mean ings, basic models and the applicat ion in each field. At the same

t ime, algorithms of these m ethods im plemented by the computer are found in the paper.
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0  引  言
分形几何学是 Mandelbrot 在 20世纪 70年代创立的。

/分形( fractal)0一词也是他提出的,它来源于拉丁语/ frac-

tus0,含义是/不规则0和/ 破碎0。分形科学是非线性科学

的主要分支之一,它在自然科学各个学科中, 甚至在经济

和社会活动中,都有着广泛的应用,如材料学、地质、矿物、

图像处理等领域。

Mandelbrot 指出分形具有三个要素[ 1 ] :形状 ( form )、

机遇( chance)和维数( dimension)。分形的形状是支离破

碎、参差不齐的不规则形状;机遇是描述对象的差异性;分

形维数可以是分数,它也是分形几何对象的一个重要特征

量。为了准确描述分形对象,早在 1919年 F. Hausdorff 提

出了Hausdorff维[ 2] ,它是基于集合的/覆盖0和/豪斯多夫

测度0思想。Hausdorff 维具有对任何集合 F 都有定义和

便于从理论上研究的优点,而其缺点主要是无法应用于工

程上,因为在现实生活中,不存在无限小。并且,在工程上

往往需要计算分形维数,因此,有必要对分形维数的计算

方法进行研究。

1  分形维数的计算方法
1. 1  圆规法(又称分规法 CM)

设 C是分形曲线,则 Mandelbrot[ 3] 给出:

     L E = LHD1- D (1)

式中: L E表示C的欧式长度, L H 表示C的Hausdorff长度,

D表示C 的标度, D 是C 的分形维数。如果 D为分规间距,

则 L E 可看作是间距为D的分规测量C所得的长度,
L E

D 则

为以 D为步长,测量 C 时所得到的步数,记作:

     N ( D) =
L E

D
(2)

变形( 2) 式得:
L E

D
= L HD

- D (3)

对(3) 式两边先取对数再取极限有: D = lim
Dy0

lnN ( D)
- lnD (4)

这里 D 就是分规法计算出来的分形维数,在不同的步长

Di (标度) 下,测量分形曲线 C 得到不同的N i ( Di) ,在双对

数系数中,拟合数据(- lnDi , lnN i( Di ) ) 所得直线斜率即为

D。
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1. 2  明科斯基方法

当一个表面的侧面 T 被半径为 r 的圆盘所覆盖时,可

以获得一条/香肠0,取名为/明科斯基香肠/ ,这个香肠有
面积 A ( T r) [ 4] ,则

D = lim
r y0

lnA ( Tr )
- ln r

( 5)

这里 D 是侧面T 的分形维,在不同的半径 r i,得到不同的

A i ( T r i) ,在双对数系数中,拟合数据(- ln r i, lnA i ( Tr i ))

所得直线斜率即为 D。

这个方法常常用在图像分析中,但它要求侧面具有和

整体不同的局部形态学, 其次, r max 与整个侧面的长度

( L ) 比较要小( rmax < L /6)。否则,计算结果误差会很大。

1. 3  变换方法
它是由 Tricot引入的,是基于范围 G的摆动,对于曲

线 T ,参数形式为 z ( t) ,其中 t在[ a, b] 内变化,定义摆动

为:

oscG( t) = sup
| t- tc |FG

( z ( tc) - z ( t) ) - inf
| t- tc |FG

( z ( tc) - z ( t) ) (6)

摆动 G- osc是和给定的 t有关,盒子区域面积可由如下变

换来代替[ 4] :

varG( z ) = Q
b

a
oscG( t) d t ( 7)

分形维数: D = lim
Gy0

ln varG( z )
- lnG ( 8)

这个方法存在问题: a.当 t < a+ G或者t > b- G摆值没

有定义; b. Gmax的选择依赖侧面的不规则性; c.选择计算 G

- osc摆动的点数目不能太小(不小于 1000)。改进的方法

称为ANAM 方法,它是基于自相关最小化值,通过对整个

范围 G的侧面局部不同取平均值,这里引入 K a
G,

K
a
G =

1
b - aQ

x = b

x = a
[
1

G2Q
G

t1= 0Q
G

t 2= 0
| z ( t + t 1) -

z ( t - t 2) |
ad t1dt 2]

1
a d t ( 9)

此时维数为: D = lim
Gy0
-

lnK
a
G

ln G (10)

这里 D 是曲线T 的分形维数,对于不同的 G,会有不同的

K a
G值,在双对数系数中,拟合数据(- lnG, lnK a

G) 所得直线

斜率即为 D。这个方法广泛用于裂缝模型建立的研究, 但

是在图像离散化的过程中,容易受到噪声等因素的影响。

1. 4  盒子计算方法

设 A < R n 是一个非空集合, 在欧式距离下,用边长

为
1
T n
的小盒子紧邻地去包含A ,设N n( A ) 表示包含 A 所

需要的最小盒子数,则

D = lim
n y ]

ln N n( A )

- lnT n
(11)

即为集合 A 的盒维数。对二维平面上的集合,盒维数的计

算方法是:逐渐增大 T n ,分别计算出相应的N n( A ) 的值,

得到(- lnT n , lnN n( A ) ) 数据对,再利用最小均方差方法

求出 lnN n( A ) 相对lnT n的斜率,这就是盒维数。此方法使

用较为广泛,但计算结果不是十分精确 [ 5]。

1. 5  周长- 面积法

设 C 是封闭的分形曲线,则由分形几何的理论[ 1, 6] ,

有:

 L

1
D

H = a0A
1
2 ( 12)

式中: L D 表示C的Hausdorff长度, A 表示C所包围的欧式

面积, D表示C的分形维数, a0是无量纲常数,称为形状因

子,由(1) 式有:

L

1
D

E = L

1
D

H D
1- D
D = a0A

1
2 D

1- D
D = a0D

1
DA

1
2 D- 1 ( 13)

即有: (
L E
D )

1
D = a 0(

A
1
2

D ) ( 14)

对(14) 式两边取对数,再取极限有:

D = lim
Dy0

ln(
L E
D )

lna0+ ln(
A

1
2

D )

( 15)

D就是周长- 面积法计算的分形维数。对于给定的几何图

形, a0 和 D是常数,所以在不同的尺度 Di ( i = 1, 2, ,, n )

下,测量分形曲线C 得n个周长值L Ei 和n个面积值A i ,在

双对数坐标系中,对数据( ln(
A i

1
2

Di
) , ln(

L Ei
Di
) ) 作线性回归

即可得 D。

1. 6  裂缝岛屿方法( SIM)

这个方法[ 7, 8] 首先是由 Mandelbrot 提出来测量裂缝

表面的分形维数, 它是基于分形几何自相似的假设, 也就

是用一个平面与裂缝表面相交,交叉曲线的分形维数 D f

= Dcf - 1,这里表面的维数为 Dcf。通过实验以后,在裂缝

样本的表面就镀上有镍或铬的电解质,并经过适度打磨,

这样就形成了灰色/ 岛屿0与银色的/湖0 共存的表面(可

以想象是用平行平面切割以后的结果一样)。在自然界的

分形几何中, Mandelbrot 扩展了这种湖的周长和岛屿的面

积关系,这种方法的理论基础是:

C( r ) =
( 6 Pi ( r ) )

1
Dc

f

( 6 A i( r ))
1
2

( 16)

这里 C( r ) 是一个不依赖于岛屿的大小、形状和标度的常

数, Pi ( r ) 为周长, r 是标度, A i ( r) 是第 I 个岛屿的面积,

Dcf 是裂缝表面的维数。分形维数通过 lnA i ( r) / lnPi ( r )

线性回归分析而得到。这样计算时可能有多个维数值,最

后裂缝表面的维数应取其平均值;使用这个方法的前提条

件是,裂缝部分岛屿的自相似性,而不是自仿射性, Dcf 必

须是一个常数,对形变裂缝,如塑料的形变,可能有多个D

值。

1. 7  分形布朗模型法

若 f ( x ) 是分形布朗函数,则其概率分布满足:

P r{
f ( x + v x )

z v x z H < y } = F( y) ( 17)

式中 x为N 维欧式空间R n的任一点; F ( y) 为高斯分布概
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率函数; H 是描述自相似性或表面不规则度的因子,它与

分形维数 D ,以及函数的拓扑维数 N 满足:

    D = N + 1- H (18)

当 F( y) 取为 N (0, D2) 时,由( 17) 式可得:

E | f ( x + v x ) - f ( x ) |
2
= C z v x z 2H

(19)

式中 C 是常数,对( 19) 式两边取对数有:

lnE | f ( x + v x ) - f ( x ) | 2 = 2H ln z v x z + lnC

(20)

通过最小二乘法拟合数据点对{ lnE | f ( x + v x ) - f ( x)

|
2
, ln z v x z } ,则由拟合直线的斜率即可求得 H。若对

图像而言,则 f ( x , y) 是整个图像,拓扑维数 N = 2,则图

像的分形维数可以表示为: D = 3- H。此方法常用于人工

景物与自然景物的识别,但计算量大,多应与小波变换一

起使用 [ 6]。

2  维数方法的仿真
以上介绍了分形维数计算方法,下面应用它们来计算

图像的分形维数。首先介绍盒子计算方法,为了方便计算

机处理,这里使用 BMP 文件格式图像,输入图像的宽为

W ,高为 H ,均以像素为计量单位。盒子的边长 L 定义为

min( W , H ) 的 Tn 等分对min( W, H ) 的归一化值,即 L =

1/ Tn , 考虑到图像分辨率问题, T n 的取值为不超过

min( W , H ) 的整数。设 F 代表整个图像组成的集合,按选

定盒子边长 L = 1/ T n 分割F 为I 列J行紧密相邻的二维

子图像阵列, 每个子图像是边长为 int(min( W, H )/ T n)

个像素的正方形区域,构成的集合可记为 A ij ( i, j I �Z- ,

i < I, j < J ),满足 A ij H A mn = ª( i = m ,与 j = n 不

同时成立) , G A ij = F ,所有子图像构成了 F 的一个覆

盖。Nn( A ) 为含有图像的所有盒子数,算法中盒维数的计

算公式为:

D =
lnN n( A ) - lnN n- 1( A )

l nT n - lnT n- 1
(21)

算法的步骤如下:

( 1) 读入图像文件,得图像的宽 W 和高H ,均以像素

为单位;

( 2) 比较 W 和H ,得出 min( W, H );

( 3) 取分形盒子边长 1/ T n ;

( 4) 按照所选取的盒子边长分割图像为 IxJ个子图;

( 5) 统计整个图中含有图像边缘的盒子数 N n;

( 6) 保存 Nn和 T n ;

( 7) 如果
lnN n( A ) - lnNn- 1( A )

lnT n - lnT n- 1
F D(阈值) ,进入下

一步,否则增加 T n ,返回步骤( 3) ;

( 8) 根据(21) 式计算维数 D。

明科斯基方法算法: a .设置半径 R( R < L / 6) 的初

值; b.选择曲线的起始点P1; c.以P1为圆心, R为半径画

圆,记圆与曲线的交点为 P2; d .以 P2为圆心, R 为半径

画圆,重复此过程直到曲线结束,保存 R 和圆个数N ( R)

的值; e .减少 R 的值,重复 a.至 b.步直到 R 小于某个阈

值; f .在双对数系数中, 拟合数据( lnR , lnN ( R )) 得分形

维数 D。其他方法的算法步骤可以参照盒子计算方法。图

1、图 2和表 1是对Lena图计算的结果。

图 1  盒子算法的线性回归 D 值图

图 2  分形布朗模型法线性回归 H 值图

表 1  使用各种方法计算 Lena图的分形维数结果

计算方法 分形维 D 值

分规法 2. 01731

明科斯基方法 2. 01564

变换方法 2. 08967

盒子计算方法 2. 01665

周长- 面积法 2. 01651

裂缝岛屿方法 2. 01646

分形布朗模型法 2. 01652

3  小  结
计算分形维数是建立各种模型如裂缝模型、人工景物

和自然景物识别等的基础,文中主要系统地综合了各种计

算分形维数的方法,并指出了各种方法的具体不同,同时

给出了实现的算法。 (下转第 22 页)
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 generate- attribute- combinations( k ) :

if k = 1

 create AC 1  / / AC1表只有一个属性(设为 F 1) ,其中的记

录为 RDB的所有属性

else

 select ACk- 1. * , AC 1. F 1 as Fk from ACk- 1, A C1 where

ACk- 1. F k- 1 < AC 1. F 1 into table AC k / / 用-连接. 的方法产生 k

属性组合表 AC k

endif

return AC k

 generate- frequent- attribute- valuse- sets( AC k) :

create table L k ( lf1 c, lf2 c, ,, lfk c, supp n) / / 建立频繁属性

值表 L k 的存储结构

select ACk

scan/ / 扫描 ACk 中的所有记录

 scatter to Acv[ k ] / / 将 AC k 中的当前记录存入数组 Acv

中,该组数据实际为RDB中所有属性的某个 k组合

 insert into L k;

 select & Acv[ 1] , &Acv[ 2] , ,, &A cv[ k ] , count( * ) from

RDB;

 group by &Acv[ 1] , & Acv[ 2] , ,, & Acv[ k] having

count( * ) \ min- sup

 / / 通过聚集操作,得到RDB中当前 k 属性组合的频繁值

集,结果存入 L k 中

if returncount = 0  / /-剪枝. 操作,即如果聚集操作返回的

当前属性组合下的频繁值集为空,则从 AC k 中删除当记录,以减

少 AC k+ 1的属性组合数

 select ACk

 delete

endif

select ACk

 endscan

 return L k

经对比测试, 在相同的计算机上利用本算法和文献

[ 8]中的算法对同一数据集进行操作,两算法生成了相同

的频繁属性值集,而后者的运行时间是前者的 3~ 4倍,因

此说明本算法在生成关系数据表中频繁属性值集的效率

是较高的。

4  结论与展望
文中在分析了关系数据库中隐含的关联规则一般具

有多值、多维性后, 借鉴相关文献的挖掘思想, 利用 SQL

对关系数据库操作便捷而高效的特性,提出了一个在关系

数据库中挖掘关联规则的有效算法。该算法不但对数据

集中的数据类型具有较强的适应性,而且在引入概念分层

和约束条件后,只需对算法做部分扩展就可以挖掘出关系

数据库中多层型和基于某些约束条件的关联规则。
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