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【摘 要】

【关键词】

文中概述了分形维数的定义及测定方法
。

由于分形维数在分形理论中是非常重要的概

念
,

并且在分形应用中
,

分形维数又是定量地表示 自相似的随机分形状态或现象的最基

本的量
。

因此
,

了解并理解分形维数的定义和测定对分形应用具有重要的意义
。

分形维数
,

数学基础
,

测定方法
。

分形理论经过二十多年的发展已成为一

门重要的学科
,

它被广泛应用到 自然科学和

社会科学的很多领域
,

成为当今前沿研究课

题之一
。

分形是组成部分以某种方式与整体相似

的形体
,

它有如下显著的特点
:

¹ 精细的结

构
,

即有任意小比例的细节 ; º 局部与整体

都无法用传统的几何语言描述 ; » 自相似形

式 ; ¼ 可 以用很简单的方法来定义或由迭代

产生 ; ½ 分形维数大于拓扑维数
。

分形维数在分形理论中是非常重要的一

个概念
。

它与欧式几何学维数表示整数自由

度不同
,

分形维数属 于非欧式几何学
。

通常

H au sd o rff 维数是分数的物体或事物称为分

形
。

分形维数就是定量地表示 自相似的随机

形状和现象的最基本的量
。

分形维数的定义与欧式几何学维数的定

义不同
,

而且随着应用的不同
,

其分形维数的

定义也会不同
。

本文概述了分形维数的几种

主要定义方法和测定方法
。

分形维数的几种定义方法

(l ) H a u s d o rff 维数 D H

设一个整体 U 划分为 N 个大小和形态

完全相同的小图形
,

每一个小图形的线度是

原图形的
r
倍

,

则 Hau sdo rff 维数为 :

n _ lim
上少 H ee

r ~
斗 O

In N ( ; )
In ( l / r )

( 1)

其中 N ( : ) 表示整体所包含的小图形的

个数
。

若把一个几何对象的线度放大 L 倍
,

放

大几何体是原来几何体的 K 倍
,

则该对象的

维数是
:

( 2 )

(2 ) 场 ap u n o v
维数 D L

切
a p u n o v

维数是利用 场
a p u n o v

指数来

定义的
。

考虑 N 维空间在某个时刻 t ,

两个点

在方向为 i 的轴上相隔的距离为 L‘( t)
,

经过

时间
二
后

,

这两个点的距离为 L‘( i+ 动
,

那

么 助
a p u n ov 指数为

:

L ( t +
钓

Li ( t )
i = 1

,

2
,

⋯
,

丹 (3 )gO
l一T

一一入

若 入
‘> 0( 或 入

‘

司 )
,

表示这两个点沿轴

i方向按指数函数逐渐离开 (或接近 )
,

这时

Lya p u n ov 分形维数为 :

入
1 + 入

: + ⋯礼
= j 一

—其中
,

j二 m ‘n { n ,
艺 入< o }

j二 1

(4 )

即 j表示
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入
, + 凡 +

⋯
+ ĵ 之和为负值时的最后一个

入的下标值
。

(3 ) 相似维数 Ds

设分形整体 S 是由 N 个非重迭的部分

s
‘,

i = l
,

2
,

⋯
,

万 组成的
,

如果每一部分 S
‘

经过放大 1 / r ;

倍后可与 s 全等 to < r ‘ <1
,

N

=

沙
‘

二 1
,

2
, ’

Ds

二 ,

N)
,

并且
ri 二 ; ,

则相似维数为
:

In N

In (1 / ; )
(5 )

如果
。 ,

i 二 1
,

2
,

⋯
,

N 不全等
,

则定义
:

N

乏
r P

· 二 ‘ (6 )

乙 二 l

(4 ) 容量维数 D e

假设考虑的图形是
n
维欧氏空间 Rn 中

的有限集合
,

用半径为 占的球填人该图形
,

若

N (动是球的个数最小值
,

则容量维数为
:

i 二 1

除上述定义的几种分形维数外
,

还有模

糊维数
、

布里格维数
、

广义维数
、

微分维数
、

分

配维数
、

质量维数
、

填充维数等
,

限于篇幅在

此不作论述
。

分形维数的测定

分形维数的测定主要是通过实验的方法

对分形图形或分形现象进行测度
。

根据测定

对象的不同和采用的手段不同
,

常用测定分

形维数的方法有以下几种
。

(l) 改变观察尺度求维数

该方法是用圆
、

球
、

线段
、

正方形
、

立方体

等具有特征长度的基本 图形去近似分形图

D c =
lim In N (占)
占弓0 In (l / 占)

(7 )

(5 ) 信息维数 D i

若考虑在 H au
s
do rff 维数中每个覆盖 U

中所含分形集元素的多少
,

并设 Pi 表示分形

集的元素属于覆盖 U 中的概率
,

则信息维数

8)
=‘及

D i 二lim

君、0

在等概率 只 =

P ‘
In P

‘

In s

1 / 占f
e 少的情况下

N

互i=l

D
。,

即信息维数等于 H au sd o
rff 维数

。

(6) 计盒维数 几

设 A o H (R
·

)
,

其中 R
m

是欧式空间
,

用

边长为 1 / 2n 的封闭正方盒子覆盖 A
,

若 N n

(A )表示 A 中包含的盒子数
,

则计盒维数为
:

刀
。 = lim 」卫丝丛生些上 (9 )

n一0 In (2
“

)

(7) 并联维数 D g

若分形中某两点之间的距离为 占
,

其关

联函数为 C( 助
,

则关联维数为
:

如
=

lim In C (占)
占斗0 In (l / 占)

N

(1 0 )

其中 “(“)
二

奋乏H( ‘一
, Xi

一

xjl ,

形
。

设
r
是基本图形的基准量

,

用
;
去近似分

形图形
,

测得总数记为 N (
;
)

。

当
r
取不同值

时
,

可测得不同的 N (r
)值

,

这时有 N ( ; ) oc

; 一 ”

成立
,

则 D 就是该分形图形的维数
。

尤其

当
:
取值越小

,

测得的 刀值越精确
。

计算 D

的公式见式(1 )
。

用此方法可求复杂形状海岸

线的维数
、

复杂工程或三维图形的分形维数

等
。

(2) 根据测度关系求维数

该方法是利用分形具有非整数维数的测

度来定义维数的
。

设长度为 L
,

面积为 S
,

体

积为 v
,

D 是分形图形被测度量 x 的维数
,

若把 : 扩大 K 倍
,

那么 s傲F大x
施都扩大

K 倍
,

这时有
: : oc
户

oc
汁

oc
声成立

。

该式

子表明对不同分形图形可分别用尽可能小的

单位长度
、

单位面积或单位体积对分形图形

进行分割
,

以近似分形图形
。

该方法与改变观

察尺度求维数的方法不同的是一旦所选的单

位长度
、

单位面积或单位体积的量确定后就

不可以改变
。

因此
,

要提高分形维数的测量精

度应尽可能减小这些量的单位
。

(3) 用分布函数求维数

该方法是通过观察某个对象的分布函数

来求维数
。

设
;
是观测尺度

,

P(
:
)是大于 (或

小于 )
;
的观测对象的存在几率

。

若观测对象
l ,

J = 1

~

一
-

一一
~ ~ ~ - - - - - - -一一 ~ ~ ~ ~一~ - - - - - 一一~ ~ ~ ~ ~ -一
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的分布密度记为 P( s)
,

则有 尸(r )
=
丁

r

尸

(:
少dS

。

若考虑变换比例尺
:

* 舫
,

而分布类

型不变
,

则有对任意 入> O
,

P( r) oc P( 舫)成

立
。

能满足该式的函数类型只限于幂型
,

即 尸

(
:
) oc r 一 “,

这个 D 就是所求的分形维数
。

D

的计算式为
: D = In P (; )

In (l /
; )

(4) 用相关函数求维数

该方法是用基本的统计量之一的相关函

数来求分形维数
。

设空间随机分布的某量在

坐标 x 处的密度为 尸(x )
,

则相关函数 C(
;
)

可定义为
: C (

:
) 二 A V E (P (x

) 尸(x + :
))

,

其

中 A V E (
·

)表示平均
, ;
表示两点距离

。

一般

作为相关 函数 C(
:
) 的函数类型 有指数型

。 一
r/ b和高斯型

。 一

,2/ r0z
,

但由于它们存在特

征距离 r0
,

故它们不是分形
。

当相关函数为幂

型时
,

由于不存在特征长度
,

则分布为分形
,

此时有
: C (

;
) oc : 一

,
a 为幂指数

。

它与分形

维数 D 的关系为
: a = d 一 D

,

d 是欧氏空间

维数
。

(5) 用频谱求维数

该方法是通过观测随机变量的频谱来求

维数
。

从频谱观点来看
,

改变观察尺度就是改

变截止频率关
,

即更细小的振动成分舍去的

界限频率
,

如果某个变动是分形
,

那么即使变

换截止频率 fc 也不会改变频谱的形状
,

即变

换观测尺度
,

其波谱形状也不会改变
。

具有这

种性质的频谱 s(f) 只限于幂型
: s(f) OC f

一 日 ,

其中 p 与分形维数的关系为
: 月= 。 一 a D

,

其

中
。和 a

是常数
。

随着频谱曲线图的不同
, 。

和 a
常数值也是不同的

。

在分析研究中
,

之所以对分形维数有很

多定义是因为要找到对任何事物都适用的定

义并不容易
。

由于测定维数的对象不同
,

就某

一分形维数的定义而言
,

有些对象适用
,

而另

一些就可能完全不适用
,

因而对不同定义的

维数使用不同的名称把它们区分开
。

为了便

于表示
,

通常把非整数值的维数统称为分形

维数
。

另外
,

在对实际分形进行测量时
,

常存在

测量的分形维数值随码尺而变化的问题
,

即

同一分形体由于选取的码尺的不同
,

会得到

不同的分形维数值
。

分形维数不确定性的产

生原因是由于
:

¹ 在分形维数的定义中
,

要

求码尺趋于极限
,

这在测量中是很难实现的 ;

º 实际分形体的结构层次是有限的
,

在无限

层次分形体公式作用下
,

就可能产生分形维

数的不确定性
。

所以
,

测量码尺
8
存在一个合

理的取值范围
。

当 sm ax ) 8 ) s 。

时
,

测得的有

限层次分形体的分形维数是一个确定值
。

其

中
s 。

是下临界点
,

sm 。
是上临界点 ; 当

。 < &

或 8> sm
a:

时
,

测得的分形维数 D’ < D
,

而且

D
’

是不确定的
。

因此
,

码尺的取值范围不是

任意的
。

分形维数的定义和测量都是在分形理论

不断得到应用的前提下得到发展的
。

随着分

形理论的广泛应用
,

必将要求对很多复杂的

分形现象提出解决其分形维数的定义和测量

方法
,

例如智能系统知识表示及其分形维数

的计算等诸多问题
。
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