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  摘  要  给出了相似维数、容量维数、盒子维数、信息维数、关联维数、广义维数分形维数等 6 种分形维数的定
义方式 ,并讨论了它们的应用范围。在此基础上, 概括出改变粗视化程度求维数、根据测度关系求维数、根据关联

函数求维数、根据分布函数求维数、根据波谱求维数等 5 种测量维数的方法,为不同领域的科研人员应用维数测量

提供了有力工具。
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T he definitions of six kinds of fractal dimension are introduced, including similarity of dimensions, capacity dimen-

sion, box dimension, information dimension, interrelation dimension and broad dimension, and their scopes of application
are also discussed. On the basis o f w hich fiv e methods of measuring dimension are summed up in terms of megascopic de-

gr ee, estimat ion, inter relation function, distr ibution function and spectrum function. This research provides a pow er ful

tool for researching staff from different fields in dimension measurement.
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  虽然数学家豪斯道夫( F. Hausdor ff)于 1919 年就提出了

分数维的概念,但对集合维数性质的研究直到 20 世纪 70 年

代才引起学术界的广泛重视。1975 年, 美籍法国数学家曼德

尔布罗特( B. B. M ardelbrot)出版了分形几何学的第一部著

作5分形、形、机遇和维数6,认为分形集这类奇异集合的性质不

能用欧氏测度来刻划,而维数恰是此类集合尺度变化下的不变

量, 并主张用维数来刻划这类集合; 于是提出了分形维数的概

念, 即刻划分形集合性质的维数叫分形维数。它来源于分数维

的概念,但由于现实的分形集往往从不同的侧面体现出分形

性, 所以也就存在多种分形维数定义以及各自的测量方法。

1  分形维数

1. 1  相似维数
先让我们看一个简单的事实。根据相似性, 如图 1 把各

图形的边长 2等分, 当然,线段是一半长度的 2 个线段, 正方

形则是每边为原来 1/ 2 的 4 个正方形, 而立方体则是 8 个。

也就是说, 线段、正方形、立方体可被看成为分别由 2、4、8 个

把全体分成 1/ 2的相似形组成。2、4、8 数字还可以写成 21、

22、23 ,显然这里的指数与其图形的经验维数相一致。推而广

之,若某图形是由把全体缩小成 1/ a 的 b 个相似形所组成,由

于 b= aD , 则有

D = logb/ loga。 ( 1)

此 D 便是几何图形的维数, 由于它是通过相似变换得来的,

所以此维数一般称为相似维数。用 Ds 表示。显然 Ds 不必

一定是整数, 所有经典分形集的维数都可由此式计算, 如

Cantor 集。a= 3, b= 2, D s= log2/ log3= 0. 630 9 ,。Koch 曲

线 a= 3, b= 4, D s= log4/ log3= 1. 261 8 ,。
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图 1  把线段、正方形、立方体的单位长度分成一半

虽然相似维数是把经验维数扩大为非整数值的划时代的

量, 但它的适用范围毕竟是有限的。因为只有严格相似性规

则的分数维图形, 才能定义为这个维数, 而实际上, 大多数分

形图形都不是严格自相似的, 如某些随机图形, 为此有必要定

义新的维数。

1. 2  容量维数
假定要考虑的图形是 d 维欧几里得空间 Rd 中的有界集

合。用半径为 E的 d 维球包覆其集合时, 假定 N ( E)是球的

个数的最小值。容量维数 D c 可用下式来定义

D c S lim
Ey0

lo gN ( E)
log( 1/ E)

。 ( 2)

此定义与 Hausdor ff 维数很相似( http: / / fractal. com. cn)。在

Hausdor ff维数中, 虽然把球的大小作为比 E还小的任意球,

但如果把它限定在 1 个大小为特珠情况下则为容量维数。
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D C虽常与DH 相一致,但有时也取不同的值, 一般的关系是

DC \DH。 ( 3)

维数的Hausdorff定义和容量定义, 在数学上都是很严密

的。但要广泛用于自然科学,有时也有不适之处。比方说,不

论哪个定义都把包覆球的半径的极限考虑为 0, 这在实际测

定中是不能达到的。所以有必要将维数定义改成更实用一些

的。

1. 3  盒子维数
容量维数的定义,提示了一种测量分形的方法。取边长

为 E的小盒子,把分形覆盖起来。由于分形内部有各种层次

的空洞和缝隙,有些小盒子会是空的。数有多少盒子不是空

的,把这个数目记为 N ( E)。然后缩小盒子的尺寸 E,所数得

的 N (E)自然要增大。根据前面的定义, 只要在双对数坐标

纸上画出 lnN (E)对 lnE的曲线, 其直线部分的斜率就是此分

形对象的盒子孙维数 D 0。

这种看起来很简便的/ 数盒子0方法, 有着理论和实践两

方面的局限性。对于实际计算, 只有分维小于二维或在二维

附近,而相空间维数也不高时, 它才是可行的;维数增高后,计

算量迅速上升,以致很难得到收敛的结果。从理论上看 ,一个

小盒子不管是包含了分形的一个点或是一批点, 都算是非空

的,可在 N( E)中占有一席之地,这就完全不能反映分形内部

的不均匀性。不过分维的定义就是如此; 只有修改维数的定

义,才能改进描述的细致程度。

1. 4  信息维数
让我们把小盒子编号。如果知道分形中的点落入第 i 只

盒子的概率是P i, 那就可以写出用尺寸为 E的盒子进行测算

所得的信息量。

I= - E
N( E)

i= 1
P i lnP i。

然后就可以用 I 代替N ( c) ,定义/ 信息维数0 Di :

Di = lim
Ey0

E
N ( E)

i= 1
P i lnP i

lnE
。 ( 4)

假如落入每只盒子的概率都相同, 即 P i = 1/ N ( E) , 求和记号

下面的每一项都和编号 I 无关, 则 I = lnN (E) ,于是就回到了

前面盒子维数 D 0的定义, 一般说来

d [ D 1 [ D 0 ( 5)

信息维数不是新概念。早在 20 世纪 50 年代匈牙利数学

家瑞奈( A. Renyi)就从概率论角度建立了上面的定义, 不过

当时没有把它和分形联系起来[ 2]。从计算角度看, 信息维数

D l 的算法比盒子维数D 0 还要费事一些(要先求 P i ) , 因而也

是不切合实际的。

1. 5  关联维数
关联函数是最基本的统计量之一,从这一函数型也可求

得分形维数。

如果把在空间随机分布的某量坐标 X 处中的密度记为Q

( x ) ,则关联函数 C (E)可用下式定义

C( E) S < Q( x ) Q( x + E)> 。 ( 6)

这里< ,> 表示平均。根据情况,平均可以是全体平均 ,也可

以是空间平均。如果分布各个方向均等, 只能用两点间的距

离 E= 0E0 的函数来表示关联函数。
如果关联函数是幂型, 则两点间的距离便不存在特征长

度,关联总是以同样比例衰减。假如关系为

C( E) WE- ±, ( 7)

则有

±= d - D。 ( 8)

式中: d ) ) ) 空间维数;

D ) ) ) 分形维数。
1983年, P. Grassberg er 和 J. Procassia 给出了关联维数

的定义[ 1] :

D 2= lim
Ey 0

ln C( E)
lnE

。 ( 9)

式中

C( E) =
1

N 2 E
N

i, j = 1
H (E- 0 x i - x j0 )。 ( 10)

1. 6  广义维数
H. G. E. Hentschel等提出了广义维数的概念 , 其定义

是

Dq = - lim
Ey0

S q( E)

lnE
。 ( 11)

式中

Sq (E)=
1

1- q
ln[ E

N( E)

i= 1
Piq ] ( 12)

是 q 阶 Renyi信息, D q 叫作 q 阶广义维数, 有时也叫 Renyi信

息维数。

式( 11)与式( 12)中的 q 取正负整数。显然, 当 q= 0 时,

可证 D q| q= 0= D 0;当 q= 1 时,利用罗必塔法取极限可得 D 1

= lim
Ey0

D q; 且 D q| q= 2= D 2, 即 q= 2 时, 广义维数 D q 就是关键

维数D 2。

2  分形维数的基本测量方法

2. 1  改变粗视化程度求维数的方法
这是基于盒子维数和信息维数的定义设计的一种测量分

形维数的方法[ 3]。即用圆和球、线段和正方形、立方体等具有

特征长度的基本图形去近似分形图形的一种方法。

例如, 用长度为 E的线段集合近似图 2 海岸线的复杂曲

线。做法如下: 首先把曲线的一端作为起点, 然后以此点为中

心画一个半径为 E的圆,把此圆与曲线最初相交点和起点用

直线连接起来, 把此交点重新看作起点,以后反复进行同样的

操作。像这样用长度 E的折线去近似海岸线时, 把必要的线

段总数作为 N (E)。若基准长度 E变小,则 N ( E)增加。如果

在双对数坐标上画出 lnN (E)对 lnE的曲线有直线部分, 其斜

率就是此海岸线的分形维数。

图 2  用折线近似海岸线
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  与此相似,把空间分割成边长为 E的细胞,然后来数所要

考虑的形状中的那部分所含的细胞数 N( E)。例如求平面上

点的分布的分形维数,首先, 用间隔为 E的格子把平面分割成

边长为 E的正方形, 而且,数出在此平面上至少包含一个点的

正方形个数,并把此数记为 N (E) (见图 3)。如果对 E进行各

种变化时,当

N( E) WE- D ( 13)

的关系得到满足,这些点的分布即为 D 维数。这一方法不仅

适用于点分布和曲线形状, 而且还可以解析像河流这种含有

大量分岔的图形,所以是个利用价值较高的方法。

图 3  根据正方形粗视化

若把这一方法引进信息量的量度,便可得到分形的信息

维数,这是对概率点分布有效的方法。

2. 2  根据测度关系求维数的方法
这是根据分形维数具有非整数维数的测度性质来设计求

维数的一种方法。

若把立方体一边的长度扩大到 2 倍, 那么 2 维测度的表

面积即为 22 倍, 3 维测度的体积即为 23 倍。因此, 若把单位

长度扩大到 2倍, 并假定它能成为具有 2D 倍的量, 那么此量

也可称之为 D 维数的。

一般若假定长度为 L , 面积为 S ,体积为 V 时, 则可得出

如下关系式

L W S 1/ 2 W V 1/ 3。 ( 14)

这一关系式的意义是, 若把 L 扩大到 k 倍, 那么 S 1/ 2和 V 1/ 3

也都扩大到 k 倍。若把具有 D 维度的量假定为X , 则可把

( 14)式变成一般公式

L W S
1/ 2 W V

1/ 3 W X
1/ D
。 ( 14. )

于是我们可以利用这个关系式很容易求出某些分形对象的维

数。

例如在测定岛屿海岸线的分形维数时,假定面积为 S ,海

岸线长度为 X。因岛的面积明显具有 2 维测度, 所以根据

S 1/ 2 W X 1/ D即可求得海岸线的分形维数 D。因为视 X 的维

数为未知数,所以需要一定的技巧。最便利和常用的方法是

使空间量子化,把面积 S 和长度X 都作为自然数。

首先,尽量用细格子把所考虑的平面分割成小正方形的

集合体。然后把那些既使包含一小点岛的正方形涂黑 (图

4)。把黑正方形的个数记为 SN , 把与白正方形相接的黑正方

形的个数记为 XN。如果单位正方形的大小足够小的话, 则

可以为 S W SN , X W X N 是成立的。对许多不同面积的岛可

用同一方法去求出 SN 和X N , 如果存在能够满足下式的 D ,

S 1/ 2
N W X 1/ D

N 。 ( 15)

那么海岸线的分形维数就是 D。此时单位正方形的大小越

小误差也就越小, 与用粗视化方法最不同之处是, 不变化单位

正方形的大小, 而预先尽量把它固定得小一点。

此问题也可以换一种方式来求。考虑部分长海岸线的一

部分时, 所要调查的该段海岸线两端的直线距离 L 和海岸线

长度X N 的关系。若把所要调查的海岸线部分的大小进行各

种变化, 则可得到大量 L 和X N 的组合。此时,在 L 与 XN 之

间, 如果下述关系式成立

L W X 1/ D
N , ( 16)

这个 D 也同样是海岸线的分形维数。

图 4  尽可能用小的正方形使岛的形状粗视化

2. 3  根据关联函数求维数的方法
此方法是依据关联维数的定义设计的, 多用于对实验数

据的处理。

考虑实验中测得的一个数据序列 x 1, x 2, x 3 , ,, x i , , x i

是第 i 时刻测得的值。例如, 第 i 秒时布朗粒子的模座标。

由于不知道实际的相空间维数有多高 ,我们先用这些数据支

起一个 m 维的空间。造这个 m 维的/ 嵌入空间0的办法很
多。例如取 m = 10,把 x 1, x 2, x 3, , x 10作为十维空间中的一

个矢量 y 1。然后右移一步, 把 x 2, x 3, x 4 , , x 11作为十维空间

中的第二个矢量 y 2。这样构造出一大批矢量 y 1 , y 2 , y 3 , ,
yk。现在随便给定一个数 E, 然后检查一遍有多少对点 ( y 1,

yj )之间的距离小于 E,把距离小于 E的/ 点对0中所占比例记

作 C (E)。用计算机很容昌从原始数据中算出 c (E)。

如果 E取得太大,当然一切/ 点对0的距离都不会超过它,

因为, C (E) = l ,取对数后有 ln C( E)= 0。这样的 E当然反映

不了系统的内部性质。适当缩小 E,可能在一段 E区内有

C( E)= EC。 ( 16. )

和分形维数的定义相比 ,可见 C是一种维数。实际上 C是对

关联维数D 2 的很好逼近。如果 E取得太小, 实验中一切偶然

噪声便会表现出来。由于噪声在任何一维上都起作用, m 维

空间中就会测得 C= m。

这样, 我们看到实际系统的尺度变换, 在大小两头受到限

制。E太大时, C= 0; E太小时, C= m , 都与所研究的系统的

本质没有关系。只有中间 C ( E) = EC的一段,才对应无标度

区。有没有无标度区, 不取决于主观愿望, 而决定于客观事

实。上述维数测量方法的好处在于 : 只要对一批 m 值画出

ln C( E) - lnE曲线,看看是否在斜率等于 0 和 m 的两段直线

之间还有一段斜率 C介于 0和 m 之间的直线,它就自动指出

无标度区的范围, 并且表明实验数据的噪声背景有多大(大致
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相当斜率以 C变到 m 处的 E值 )。如果斜率直接从 0 变到

m, 往往是嵌入空间的维数 m 选得不够大。如果调整 m 之

后还看不到无标度区,则证明分形维数不存在。

2. 4  分布函数求维数的方法
月面照片上的各种不同大小的月坑,如果只看照片 ,比例

尺是完全看不出来的,也就是说月坑的大小分布并没有特征

长度。考虑这种大小分布时, 从其分布函数的类型即可求得

分形堆数[ 4]。

把月坑直径记为 E,把直径大于 E的月坑存在概率记为P

( E)。若把直径的分布密度记为 P ( s) ,则有

P( E) = Q W
EP ( s )ds。 ( 17)

若想变换比例尺而分布类型不变,对任意的 K> 0,

P (E) W P( KE) ( 18)

必须成立。能常满足( 18)式的 E函数型,只限于下面的幂型

P( E) WE- D。 ( 19)

当考虑用粗视化看不见小于 E的月坑时, 则能看见月坑的数

目与 P (E)成比例。变换粗视化程度, 在看不见小于 2E的月

坑时,能看见的月坑数与 P( 2E)成比例,此数是用大小 E粗视

化时的 2- D倍。一般若把用大小 E粗视化时看见的个数假定

为 N (E) ,因 N (E)与 P ( E)成比例, 这里出现的 D 则与用粗

视化的分形维数的定义( 13)相一致。

2. 5  根据波谱求维数的方法
根据观测对空间或时间的随机变量的统计性质进行调查

时,往往可以较简单地得出用波数分解变动的波谱。而从波

谱的角度看,所谓改变观测的粗视化程度就是改善截止频率

f c。这里所说的截止频率, 是指把较此更细的振动成分舍去

的界限频率。因此, 如果说某变动是分形, 那么也就等于说既

使变换截止频率 f c 也不改变波谱的形状。具有这种性质的

波谱 s ( f )只限于下述幂型:

s ( f ) W f - B。 ( 20)

此幂的指数 B与分形维数的关系可由下述事实得知。例如,

因某电路的电压 V ( t )的杂音而产生变动的图表, 而其电路

电压 V ( t)可视为是时间的函数。当这种变动波谱为( 20)式

时, 若把曲线图表的分形维数记作 D ,则

B= 5- 2D, ( 21)

这一关系即可成立。

3  结束语

分形理论还处于发展阶段, 不同学科对分形维数的应用

各不相同。还没找到对任何事物都适用的分形维数的定义。

尽管如此, 分形理论对解决以往难以解决的问题提供了一套

很好的方法, 所以在自然科学和社会科学的许多领域都得到

广泛的应用。
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(上接 109 页)平最好。第四列即因素Ô (海藻酸钠质量分数)

的极差为 6. 00, 它的水平改变对实验指标影响位居第三位,

它的三个水平所对应的数值分别为 70. 33、71. 67、65. 57, 以

第二水平对应的数值 71. 67 为最大, 所以取它的第二水平最

好。第二列即因素 Ò (温度)的极差为 5. 00, 是 4 个因素中极

差最小的,说明它的水平改变时对实验指标的影响最小 ,它的

三个水平所对应的数值分别为 66. 00、70. 67、71. 00, 以第三

水平所对应的数值 71. 00 最大,但从各水平所对应的数值看

71. 00 和 70. 67 只差 0. 33,并且温度因素影响又最小, 而各水

平值相差较大,所以取它的第二水平既不影响效果又节约能

源、利于生产操作。

表 3  正交试验极差分析

极差 Ñ Ò Ó Ô

K 1 155 198 206 211

K 2 217 212 197 215

K 3 251 213 220 197

k1= K 1/ 3 51. 67 66. 00 68. 67 70. 33

k2= K 2/ 3 72. 33 70. 67 65. 67 71. 67

k3= K 3/ 3 83. 67 71. 00 73. 33 65. 67

极差 32. 00 5. 00 7. 66 6. 00

优选方案 Ñ 3 Ò 2 Ó 3 Ô 2

  从以上分析可以得出各因素对实验指标(微囊合格率)的

影响按大小次序为Ñ (转速) > Ó (时间) > Ô (海藻酸钠质量

分数) > Ò (温度) ;因此,最好的方案应当是Ñ 3 Ò 2Ó 3 Ô 2, 即:

转速 3 200 r/ min、温度 50 e 、时间 40 min、海藻酸钠质量分数

1. 0%。

这里分析出来的最好方案在已经做过的 9 次实验中没有

出现, 与它比较接近的是 7 号实验。在 7 号实验中,只有温度

Ò 不是处在最好水平, 但温度对微囊合格率的影响是三个因

素中最小的。从实验做出的结果看出, 7 号实验中的微囊合

格率是 87. 00% ,是 9次实验中最高的, 这说明找出的最好方

案是符合实际的。

为了最终确定上面找出的实验方案 Ñ 3 Ò 2 Ó 3Ô 2 是不是

最好方案 , 按这个方案又进行实验 , 结果微囊合格率为

88. 06% ,比 7 号实验的微囊合格率高出 1. 06 个百分点。这

既说明上面所确定的方案为最好方案,同时又说明因素 Ò (温

度)确实是对试样指标(微囊合格率)影响较小的因素。

3  结论

通过实验及分析得出凝聚法制备微囊乳化的较好工艺条

件为: 转速 3 200 r/ min、乳化温度 50e 、乳化时间 40 min、海

藻酸钠质量分数 1. 0%、乳化剂 SSDG 用量 6. 0%。
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