
  地球物理反演 
（讲义） 
主讲：朱良保 

 
符号规则：黑体小写拉丁字母代表矢量，黑体大写拉丁字母代表矩阵（非一维）。 

          带下角标的非黑体拉丁字母代表分量。 

 
1．前言 

物理科学中一个非常重要的研究领域就是如何由观测数据来推断物理参数。如：太阳的

内部结构，储油层的深度，Moho面的深度，核幔边界的形态等。如果给定物理体系的参数，

一般来说，由物理定律能够计算出与观测数据相对比的理论数据。由物理定律根据给定的物

理参数计算出数据是正演问题。如图1 

正演 

 
反演问题是根据一组观测数据来重建物理模型。需要强调的是，任何形式的反演过程都必须

题，在理想的情况下，运用反演理论可以唯一地求出物理模型。如地震学中

的H

借助正演手段。没有理论上的正演，就不可能把观测数据有效地与物理参数联系起来，反演

就失去方向。 
对于有些问

erglotz-Wiechert 反演理论，应用理想的走时数据，假定地层的速度是一维的并随深度单

调增加，可以唯一的反演出地层的速度结构。在这个理论中，有两条很重要的假设，其一是

数据是无误差的，其二是速度是一维并单调增加的。这两条在实际过程中都不可能达到。尽

管非线性反演方案在数学上看起来很漂亮，但在实际运用中却非常有限。首先，准确的反演

技术一般只能运用于理想的情况，但在实际中很难满足反演条件，如Herglotz-Wiechert反演

理论。另外，准确的反演技术在反演中经常出现不稳定。更重要的一点是，实际物理模型一

般是连续的。也就是说，模型的自由度是无穷维的。而实际过程中，观测数据是有限的并且

是有误差的。有限的带有误差的数据不足于保证反演的唯一性。Backus and  Gilbert (1967，

反演 

数据 d 
模型 m 

图 1. 正反演的传统定义 
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1968)证明了，在线性反演中由于数据量的不足以及误差，反演的不唯一性是必然的。非线

性反演更是如此。 

反演的非唯一性特征意味着，存在许多反演模型能够解释观测数据，由观测数据反演得

到的模型不一定就是真实的模型。由图1表征的反演过程过于简单了。我们必须做一些其他

的事情。实际的反演过程分两步进行。假如用m表示真实的模型，d表示数据。第一步由数

据反演推断出模型m~ , 这一步为推断。既然有许多模型都能解释拟合观测资料，那么推断

出的模型到底与真实模型存在什么样的关系，多大程度上表征了真实的模型，推断出的模型

的误差到底有多大, 这些问题我们必须回答。没有模型误差分析以及不讨论模型的分辨率，

反演出的模型就没有太大的意义。于是乎我们必须作第二步工作，评估模型。所以实际的反

演过程可以表征为：反演=推断+评估。图2是实际反演过程的示意图。 
 

正问题 

数据 d 

推断模型 

m

真模型 m 

推断问题  

~  评估问题 

图 2.反演过程是推断加评估 

 
一般来说，观测数据是离散的。而模型可以是离散的，也可以是连续的。就模型而言，

反演分离散方法和连续方法，处理上有所不同。模型参数与数据的关系有时是线性的，有时

是非

m ), ，数据矢量为 ddd ),,,( L=d ，连接数据与模型的矩阵为 ，

称为理论算子。因为它包含了正演计算中所有的物理数学信息。

。在实际观测中总会有误差，数据的误差用误差矢量 表示。模型矢量与数据的关

    

线性的。对于线性问题，目前的有比较成熟的解决方案。非线性问题比较复杂，还没有

找到很好的方案解决模型评估问题。一种方案是对非线性问题做局部近似使其线性化，然后

采取循环迭代，逐步接近非线性问题的解，其结果依赖于初始模型的选择。另一种方案是模

型空间的全局搜索。目前，无论哪种方案都不能很好地解决非线性反演问题。非线性方法的

研究是一个挑战。 
 

2． 离散线性反演 
如果模型可用有限个参数来描述，则反演问题称为离散型反演。设模型矢量为

T
n21 m21

作用到模型矢量上为 

系可以表示为 
                  εAmd

ATmm ,,( L=m

A
εAm

+=         （1） 
 模型参数的选择   带有的一定主观性任意性。例如，描述地球的密度你也许选择地幔是均
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匀的 度模型就可 。如果想更精确一些描述，你可，地核也是均匀的，那么密 用两个参数表示

以用球谐函数在球面上展开，深度上用多项式来表示，这样就需更多的参数来描述模型。有

时对同一个反演问题，不同的人根据自己的喜好用不同的参数来描述模型。由于这种任意性，

用模型参数描述的模型就不一定是真实的模型。毕竟真实的模型我们是不知道的。不管用哪

种模型参数来描述，总有它的合理性，并对众多模型的选择是一种约束。我们不妨把m 叫

做理论真模型，或简称真模型。由数据反演出的模型叫估计模型，用m~ 表示。由于数据的

误差及某些我们不清楚的因素，一般来说估计模型不会等于真模型。求解方程（1）的方法

很多 [如，Menke, 1984;Tarantola, 1987; Parker, 1994]，归根到底 是求逆算子，使得

 

 
g−

就  

                         = dAm~           （2） 

一般来说， 个数是不相同的，所以 不

是方阵，也就不存在逆矩阵。但广义逆是能够给出的。以后再讨论广义逆怎么求。由（1）

                      +=

算子
g−A 称为矩阵A 的广义逆。 数据个数与模型的 A

和（2）可以得出估计模型与真模型之间的关系。把（1）代进（2）得 

 

gg −− εAAmAm~            （3） 

     

   矩阵 AA g−
称为分辨矩阵或分辨核。它是一个算子，表为 

                    AAR g−≡                     （4） 

如果 m~IR = ，则 的分量与 的分量一一对应，估计模型完全分辨。否则，估计模型就是

（3）式

m
真模型的线性组合。模型的分辨由数据量和数据的结构决定，而与数据的质量无关。

右边的第二项表示数据的误差对估计模型的影响。虽然我们不知道数据误差的细节，否则我

们就可以把他们从数据中消除掉，但通过统计分析可以得到数据误差引起的模型误差。设数

据的各分量间相互独立，第 i 个分量的标准误差为
idσ 。由（3）式得 

                         εΔ=Δ −gAm~  

εΔ=Δd  由（1）式知              

dAm Δ=Δ −g~                   ∴        

( )TgTgT −− ΔΔ=ΔΔ AddA估计模型的协方差矩阵为   mm )()~(~  

则第α 个模型分量的方差为

                         

 

j
g

ij

T
i

g
m ααα

σ )()()(2 −− ΔΔ= AddA  

( )∑
=

−=
1

2

β
αβ β
σ d

gA                                                （5） 

存在很大的数 大。这是我

们不希望看到的。以下讨论广义逆的求法。模型的方差不仅与数据的质量有关还与数据量及

 

由（5）可知，如果广义逆的分量中 ，则估计模型的误差就可能很

数据的结构有关。 
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讨论：从（4）看，模型的分辨与数据无关吗？ 
 
3.5 最小二乘估计 
    设数据分量的个数大于模型分量的个数。由于数据误差的存在，一般来说线性方程组

，严格的表示应该是Amd = 是不成立的 εAmd ＋= 。但在实际观测中我们并不知道准确

的误差，所以 Amd = 是超定的矛盾方程组，严格的意义下无解。但是我们可以求最小二乘

m意义下最大限度拟合数据的解 ~ 。先来看一个简单的例子。由两个物体，其质量分别为 1m

和 2m 。称第一个物体的重量是 克。称第二个物体的重量是2千克。两个物体一起称得

                  

1千 重

量为2千克。方程为 

               （6） 

                              （7） 

很明显，方程是矛盾的超定系统。因为不可能有第一个物体的重量是1千克，第二个物体的

重量2千克，两个物体一起的重量还是2千克。其中一定出现了测量误差。在不知道哪一次测

一点，表明方程系统不和谐。反演问题归结为以某种方式来协调这一方程组，求出一个最大

限度拟合观测数据的解。 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==+
==
==

2
2
1

321

22
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dmm
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dm

 

矩阵A 由下式给出 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

1
0
1

A                 

量错误的情况下，我们不可能去除某一个测量数据或去除某一个方程而偏重另两个方程。图

3是这一问题的图示。方程组（6）在 ),( 21 mm 平面上对应着3条直线。三条线不可能相交于

 4



 

图 3. 线性方程组(6)的几何解释  

 

通常的方法是求出一个模型m~ mAd ~− 的 范数最小。即 2L，使得

2~min mAd −                                         （8） 

满足条件（8）的解叫最小二乘意义下的解。以下来求线性方程组 
εAmd ＋=                                              （9） 

m~ 。把（8）写成下角标形式 满足条件（8）的模型

)~)(~( kikijiji mAdmAdS −−=                           

求导数 

0)~(2~ =−−=
∂
∂

kikijlij
l

mAdA
m
S δ                           

推得                     kik
T
lii

T
li mAAdA ~=

设 存在，则 1)( −AAT

dAAAm TT 1)(~ −=                                  （10） 
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所以方程组（6）的最小二乘解为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

2
2
1

121
112

3
1~m       （11）                          

3
2~

1 =m                           

3
5~

2 =m                           

图3中的小黑方块就是这一解，他离三条直线的距离最近。 
由（10）可知方程组（9）的最小二乘意义下的广义逆为 

                           TTg AAAA 1)( −− =

根据（4），分辨矩阵         

                               （12） IAAAAR == − TT 1)(

（12）告诉我们，如果 存在，则最小二乘解为完全分辨。 1)( −AAT

 
2．2 最小范数估计 

Amd =    设模型参数的分量个数大于数据分量的个数，并设方程组 是和谐的。在此情况

下， 不存在。由于方程数小于未知数个数，方程的解有无穷多个。举个例子，两

个物体 和 的总重量为2，求 ， 的重量。系统方程为 

1)( −AAT

1m 2m 1m 2m

221 =+ mm                                       （13） 

则  

                         ( )11=A

                         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
11

AAT

其逆不存在。图4是方程（13）的解的图示。很明显在直线上的任意点都是方程（13）的解。 
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此类问题属于不定方程组解的问题。不定方程组的求解不能用最小二乘准则，因为方程组是

图 4. 方程(13)的解的几何解释 

和谐的， 0mAd ＝~− 。一般来说，不定方程组有无穷多组解。我们的准则是求最小 范数2L

m~ m~2min mAmd = 满足条件 的解 ，即求方程组 的解 。 

    求
2m Amd =的极小值，满足条件 。属于条件极值问题。根据拉格朗日参数法，  

               令     )(2 AmdΛm −+= TS              (14) 

 其中                              (15) 

为拉格朗日  

jijiii mA−  

                    

)( 21 n
T λλλ L=Λ  

 乘数矢量。用下角标表示

                     (2 dmS += λ )

求导数并令其为零得 

 ikik
k

Am
m
S λ−=

∂
∂ 2  

ikik Am λ=2                                               

即                                        （16） 

进而得                                    

ΛAm T=2  

ΛAAAm T=2
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                                             （17） ΛAAd T=2

设矩阵 的逆存在，由（17）得 TAA

                                            （18） dAAΛ 1)(2 −= T

将（18）代入（16）得 

dAAAm 1)(~ −= TT                     （19）                     

（19）即为模型参数的最小 范数的解。将其应用于（13）得 2L

121 == mm                                            （20）

 

矢量的范数 

范数的概念是绝对值的推广，一个标量，用 ⋅ 表示。设 ba, 是相

对于数域 F 的线性空间中的任意矢量，矢量的范数具有如下性质 

1． 等号才成立仅当 ,,0 0aa =≥  

2． aa αα = ， F∈α  

3． baba +≤+  

n 维实空间
nR 中的任意矢量a 的 pL 范数定义为 

         
ppn

L
a

p

1

1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=α
αa  

由（19）得广义逆 

                                       （21） 1)( −− = TTg AAAA

分辨矩阵为           

                                         （22） AAAAR 1)( −= TT

2．3 混合问题 
在运用最小二乘准则时我们假设数据量大于模型参数，方程是超定的矛盾方程组，并

且 存在。在求最小范数解时，我们假定方程组是和谐的，但没有足够的数据量来
1)( −AAT
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确定模型参数，方程组是不定方程组，但 存在。但是在实际问题中，更一般的情

况是，由于误差的存在对于某些模型参数我们有矛盾的数据，而对于另一些模型参数我们又

没有足够的数据对其进行估计，并且 和 都不存在，问题是病态的。即使

矩阵的逆存在，方程组也可能是条件病态的，就是说，数据矢量的微小变化引起模型参数的

巨大变化，数据的误差在模型空间中被放大了, 解是不稳定的。对于这些情况，之前定义的

最小二乘准则和最小范数准则都不能解决。我们必须另辟蹊径解决这些问题。Levenberg
（1944）提出了阻尼最小二乘法。从数学的观点考虑，病态的结果是矩阵 的零或接近零

的奇异值引起的。 

1)( −TAA

1)( −AAT 1)( −TAA

A

设矩阵M有本征值 nλ 和本征向量  nv

nnn vMv λ=                                     （23） 

)( IM γ+ )( γλ +n  则矩阵 的本征值是

nnn vvIM )()( γλγ +=+                                 （24） 

这意味着，矩阵的本征值可以通过在其对角线元素上增加一个正的值而加大。这一特性被用

来定义阻尼最小二乘解 

dAIAAm TT 1)(~ −+= γ                                 （25） 

由于矩阵 的本征值大于等零，如果AAT γ 的值大于零，则矩阵 的零或接近零的本

征值的影响就被消除了。 

)( AAT

证明 AAT
的本征值 0≥  

证： nnn
T vAvA λ=Q ，则 

2
nnn

TT
n vAvAv λ=  

   0
)(

2

2

2 ≥=
n

n

n

n
T

n
n

v

Av

v
AvAv

＝λ ， 证毕。 

 

    由（25）表征的解可由求下式的极小值获得 
22 ~~ mmAd γ+−=S        （26）                           

以下脚标形式表示 

22 ~)~( ijiji mmAdS γ+−=                    

求导数并令其等于零得 

0~2))(~(2~ =+−−=
∂
∂

kikjiji
k

mAmAd
m
S γ                  
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dAmIAA TT =+ ~)( γ即                                     

dAIAAm TT 1)(~ −+= γ所以                             （27） 

γ由（6）可知，解（27）尽可能的拟合数据同时模型的范数又不会太大。所以 的作用是一

个调和因子。我们来求（27）的另一种表示形式，令 

                                    （28） TT AγI)A(AY 1−+=

推得                   TT AAγI)YAA(A =+

                       TT AAγI)AY(AA =+

                                 (29) TT AAγIAAAY 1)( −+=

将（28）带入（29）得 

                  TTTT AAγIAAAγIAAA 11 )()( −− +=+

所以              AγIAAγIAAA 11 )()( −− +=+ TT

转置得                 （30） 11 )()( −− +=+ γIAAAAγIAA TTTT

所以（27）可写为另一种形式 

dIAAAm 1)(~ −+= γTT                 （31）                    

为计算方便，根据不同的问题选择不同的解的形式，尽可能的选择界数小的矩阵求逆。同时

我们看到，在阻尼系数不为零的情况下，最小二乘解与最小阻尼解是相同的。 
    阻尼最小二乘法的广义逆为  

                                    （32） 1)( −− += IAAAA g γTT

或者                                 （33） TT AIAAA g 1)( −− += γ

分辨矩阵为 

                                    （34） AIAAAR 1)( −+= γTT

或者                                 （35） AAIAAR TT 1)( −+= γ

在讨论最小二乘解的时候我们知道其解是完全分辨的，亦即分辨矩阵为单位矩阵。但

由（35）可知，只要阻尼因子不为零，阻尼最小二乘的分辨矩阵不可能是单位矩阵，也就不

可能完全分辨。这意味着阻尼最小二乘解降低了分辨。阻尼因子γ 越大，分辨就越低。另一

方面，由于矩阵 的奇异值（零或接近零的值）只出现在广义逆元素的分母里，当A γ 增大

时分母就越大，从而减小了模型参数的误差。所以，γ 不仅在最小二乘与最小范数之间起调

和作用，真正的意义是在模型参数的分辨与误差之间调和。 
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γ =0 时，会发生什么情况。 思考：当

 
2．4 最小二乘解中的协调性问题 

对于矛盾超定的方程组，最小二乘方法是乎提供了一个客观公正的解。然而，实际上

还是存在一些问题。我们先来看一个例子。方程组（6）的第三式的两边都乘上2得， 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==+
==
==

2
2
1

321
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11

dmm
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dm

⇔    （36） 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′==+
=′==
=′==

4222
2

1

3321

222

111

ddmm
ddm
ddm

数学上这两个系统是完全等价的。他们的系统矩阵为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

1
0
1

A   ，                  （37） 
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⎟
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⎜
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⎝

⎛
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2
1
0

2
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1

A

带撇的量是变换后的系统。利用（10）很容易求出两个系统的最小二乘解 

 

dm ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

121
112

3
1~ dm ′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=′

254
245

9
1~，           （38） 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

35
32~m ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

914
95~m           ，               （39） 

问题出现了，数学上两个等价的系统其最小二乘解怎么会不相同呢！任意的系统变换都会出

现不同的最小二乘解。所以，最小二乘解并不像表面上看起来那样客观公正。那么问题到底

出现在哪里呢。 
最小二乘准则是解矛盾的超定方程组。为什么会出现矛盾的方程呢。其根本原因是我

们并不知道真正的误差到底是多少。和谐的方程应该是 
                                     （40） εAmd +=

由于我们不知道误差矢量ε，于是我们就简单的求解方程 
                                           （41） Amd =

。去掉误差的方程（41）是矛盾方程！问题就出现在误差传播项 上了。还是以系统（6）

为例。假设物体 的称重为1千克是准确的， 为两千克也是准确的。那么误差就出现在

第三次称重上。和谐的方程应该是 

εA g−

1m 2m

                  （42） 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+==+
==
==

3321

22

11

2
2
1

εdmm
dm
dm

13 =ε其中 。如果（42）的第三式两边乘上2，那么误差项也乘上了两倍，方程就还是和谐

的。但误差被放大了两倍。但在求新的系统最小二乘解的时候，没有考虑到误差的放大。从

而使得数据空间中的标度发生了变化。所以，变换后的系统与原来的系统并非真正等价！由

于误差的存在而产生了矛盾方程系统，最终导致最小二乘解对标度操作的依赖性。 
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下面我们在一般意义上进一步详细讨论变换后的系统最小二乘解的性质。最初的系统

为 
                                (43) Amd =
 

我们记住，由于我们去除了误差项，所以（43）并不严格成立，它是矛盾的超定系统。我们

对模型参数进行变换 
                                   （44） Smm =′
对数据进行变换 
                                    （45） Qdd =′
设变换矩阵S的逆存在。（43）通过变换后为 

                         （46）  dQdmQAS ′==′−1

系统（43）的最小二乘解为 

dAAAm TT 1)1( )(~ −=         （47）                   

令                             （48） 1−=′ QASA

方程组（46）变为 
mAd ′′=′                                    （49） 

其最小二乘解为 

dAAAm ′′′′=′ − TT 1)(~           （50）                 

将（44），（45），（48）代入（50） 

QdQASQASQASSm TTTTTT −−−−−= 111)2( )(~     （51）                

令                                （52） TTTT −−−−−= SQASQASSY 111 )(

则                                    ISYQASQASS =−− )( 1TTTT

所以                                   （53） 1)( −= QAIQAY TT

利用（52）（53），（51）简化为 

QdQAQAQAm TTTT 1)2( )(~ −=               （54）                  

比较两个解（54）和（47），只要 ，这两个解就不相等。但从（54）可知，模型的

变换不会影响最小二乘解的结果，只要模型空间的变换是可逆的。这很好理解，因为最小二

乘法则是最大限度的拟合数据，而不要求模型的范数最小。影响结果的是数据空间的变换，

除非数据空间的变换是幺正变换。从线性代数我们知道，幺正变换是使矢量旋转，矢量的长

度不变。也就是变换后空间的标度没变。以上分析表明，对于矛盾的超定系统，数据空间的

变换会影响空间标度。导致变换前的结果与变换后的结果不一致。 

IQQ ≠T

 
2．5 最小范数解中的协调性问题 
    像最小二乘解一样，最小范数解同样存在协调性问题。以不定方程（13）解为例，最小
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范数解为 

1~,1~
21 == mm                                   （55） 

作模型空间的变换 

22

211

mm
mmm

=′
+=′

                                      （56） 

对于新的模型矢量，方程系统变为 

                                             （57） 21 =′m

2m′变换后的方程系统的解更加不定，因为系统对参数 没有任何约束。（57）的最小范数解

为 

0~,2~
21 =′=′ mm                                     （58） 

这一解在图4中表为空心正方形。很明显，变换前与变换后的解是不相同的。其原因与最小

二乘解中的相似，变换（56）改变了模型空间中的标度。两个空间对距离的度量是不相同的。

所以它们的解是不相同的。我们可以像在最小二乘解的讨论时一样，作一般的变换分析。由

于阻尼最小二乘解是最小二乘与最小范数之间的协调，在阻尼系数不为零的情况下，最小二

乘解与最小范数解是相同的。所以，更一般的讨论应该放到阻尼最小二乘中去做。 
 
2．6 阻尼最小二乘解中协调性讨论 

SmmQdd =′=′ ,    忽略误差，方程系统为 ，令Amd = ，并且设 存在。变换后

的系统为 。变换前的阻尼最小二乘解为 

1−S

QdmQAS =′−1

dAIAAm TT 1)1( )(~ −+= γ                                    （59） 

变换后的阻尼最小二乘解为 

QdQASSQAQAm TTTTT 1)2( )(~ −+= γ         （60）                

比较（59）与（60）可知，除非数据空间和模型空间都是幺正变换，否则它们不相等。从(60)

还可看出，在m 空间中，阻尼项是′ Iγ ，变换回到m 空间后，阻尼项变成 。一般来说，

阻尼最小二乘解在数据空间和模型空间变换后不是不变量。 

SSTγ

    在实际处理资料时我们并不能判断变换前后的两个解哪一个更合理，它们在数学上是平

等的。这个问题非常严峻。变换前后的解必须一致是反演的基本要求。否则就有无穷多个不

同的解，而且它们都是平等的。于是，我们必须寻求一种合理的法则，使得变换后其解不变。

设 ， ，（60）变为 QQW T
d = SSW T

m =

                        （61） dWAWAWAm d
T

md
T 1)(~ −+= γ

解（61）是最小二乘解更一般的表达形式，称为广义最小二乘解。它可以通过求解下面的价

值函数的极小获得 

 13



                 （62） mWmAmdWAmd m
T

d
TS γ+−−= )()(

其中 和 都是对称矩阵。这是最小二乘准则更一般的表达形式。 dW mW

我们讨论在模型空间和数据空间作变换后 和 作什么样的变换才能使得变换后

的解不变。设数据空间和模型空间的变换为

dW mW

SmmQdd =′=′ , ，并设 ，

则 ，代入（62）得 

存在和 11 −− SQ

1−=′ QASA

            （63） mSSWSmmAdQWQmAd ′′+′′−′′′−′= −−−− 11 )()( m
TT

d
TTS γ

令                           （64） 
1

1

−−

−−

=′

=′

SWSW

QWQW

m
T

m

d
T

d

带入（63）得 

             （65） mWmmAdWmAd ′′′+′′−′′′′−′= m
T

d
TS γ)()(

由此可知， 和 只要按照（64）进行变换，价值函数的形式和值都不变。变换后 的

广义阻尼最小二乘解为 

m′dW mW

                         （66） dWAWAWAm ′′′′+′′′=′ −
d

T
md

T 1)(~ γ

容易验证，变回到 空间后，（66）就变为（61）。这就满足了变换前后的解相同的要求。

阻尼因子

dm和

γ 可以归并到权矩阵 中，现在总结一下，变换前后的解相同的条件， mW

SmmQdd =′=′ ,（i）坐标变换 ，设 ，新的系统矩阵  1−=′ QASA存在和 11 −− SQ

(ii) 加权矩阵的变换  
1

1

−−

−−

=′

=′

SWSW

QWQW

m
T

m

d
T

d

(iii) 价值函数  mWmAmdWAmd m
T

d
TS +−−= )()(

变换后的价值函数  mWmmAdWmAd ′′′+′′−′′′′−′= m
T

d
TS )()(

(iv) 求价值函数的极小值 
    现在再回到2.4中举的例子, 看看如何具体解决变换前后解不一致的问题。当时的解释

是，数据空间变换后，误差随之而变，由于没有进行协调，从而造成了变换前后数据空间的

标度不一致，最终导致解的不一致。在那个例子中， ，0W ＝m IW =d ，数据空间的变换

矩阵为 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
1

1

00
010
001

－Q             ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

200
010
001

Q           （67） 

 
变换前的价值函数为  

              （68） )()( AmdAmd −−= TS

根据条件（ii）和（iii）, 变换后的价值函数应为 

                       （69） )()( 1 mAdQQmAd ′′−′′′−′= −−TTS

而不是       )()( mAdmAd ′′−′′′−′=′ TS

这就是变换前后解不一致的根本所在。用误差矢量表示（69）得 

                       （70） εQQε ′′= −− TTTS

根据方程（42），变换后的误差 2211 , εεεε =′=′ ， 33 2εε ＝′ ，误差被放大了两倍，。再看（70），

把（67）代入（70） 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′=

3

2

1

321

3

2

1

321

2
12

1

ε
ε
ε

εεε

ε

ε
ε

εεε ＝S     （71）            

上式表明， 把放大的误差调整回去了。从而没有改变变换后的空间度量。 1−− QQ T

    上述分析告诉我们，在实际工作中应尽量采用原始测量数据来建立方程系统。如果有必

要做数据和模型的变换，那么权重矩阵 和 要按照条件(ii)作相应的变换。否则将会

改变数据误差，导致数据空间标度的改变。 

dW mW

    具体工作中如何选择 和 ，没有固定的法则，并且带有很大的主观性。一般来说，

它们应该包含模型和数据的统计先验信息，对数据和模型参数进行加权。以后在讲到弱非线

性问题的反演时，我们再讨论它们的具体选择。 

dW mW

 
2．7 矩阵的奇异值分解 

求解线性方程系统 的关键是求广义逆 。有了广义逆，不仅能够得到估计

模型，而且能够评估模型。利用最小二乘准则，我们已经知道广义逆的求法。但在解的非唯

一性以及数据的误差分析上没有很清晰的图象。通过矩阵的奇异值分解，能够帮助我们解决

这些问题。 

g−AAmd =

mn×设矩阵 为A 阶矩阵。根据Lanczos（1961）的方法，构造一个对称矩阵 。它由

矩阵 和 构造而成， 

S
TAA
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0A
A0

S T                （2.72） 

mn×矩阵S是 阶对称方阵。根据线性代数，S有)()( mnmn +×+ 个相互正交的本征矢量

αw ),,2,1 mn( = Lα + αλ 是实数，满足 ，本征值

),,2,1( mni += Lααα λ wSw =                            （2.73） 

由于本征矢量 有 个分量，我们把它分成两部分， ，即 αw αα vu 和mn +

                                 （2.74） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

α

α
α v

u
w ＝

其中 是数据空间中的 维矢量， 是模型空间中的 维矢量。如此分解后，（2.73）可

表为 

n mαu αv

                                     (2.75) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

α

α
α

α

α λ
v
u

v
u

0A
A0

T

对于非零本征值 αλ ，由（2.75）得到关于矢量 的耦合方程 αα vu 和

                                   (2.76) ），＝，（ pT L21α
λ
λ

ααα

ααα

⎩
⎨
⎧

=
=

vuA
uAv

对于零本征值， 之间解耦，设非零本征值的个数为αα vu 和 p ，则 

                          （2.77） 
),1(,

),1(,

mp

mp
T L

L

+==

+==

α

α

α

α

0uA

0Av

由(2.76)进一步得到 

                                      （2.78） 
ααα

ααα

λ

λ

uuAA

vAvA
2

2

=

=
T

T

由于 是对称矩阵，所以存在 个相互正交的归一化本征矢量组 mAAT

),2,1( mL=ααv ， 

),2,1( mL=ααv 在模型空间中构成一完备正交基 并且其本征值是大于等于零的实数。

                       （2.79） ),,2,1,(, mT L== βαδαββα vv

p pm −），，，＝（ pL21αλα其中有 个单位矢量对应于非零本征值 ， 个单位矢量对应于零
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本征值。这样，模型空间就被分为两个子空间。一个由非零本征值的本征单位矢量组

),2,1( pL=ααv ),1( mp L+=ααv生成，另一个由零本征值的本征单位矢量组 生成。

并且这两个子空间是相互正交的。 

同样， 是对称矩阵，所以存在 个相互正交的归一化本征矢量组  nTAA

),2,1( nL=ααu ， 

),2,1( nL=ααu 在数据空间中构成一完备正交基 并且其本征值是大于等于零的实数。

                            (2.80) ),,2,1,(, nT L== βαδαββαuu

p pn −），，，＝（ pL21αλα其中有 个单位矢量对应于非零本征值 ， 个单位矢量对应于零

本征值。这样，数据空间也被分为两个子空间。一个由非零本征值的本征单位矢量组

),2,1( pL=ααu ),1( np L+=ααu生成，另一个由零本征值的本征单位矢量组 生成。

并且这两个子空间是相互正交的。 

),2,1( mL=ααv 为列向量构成矩阵 以

)( 1 mvvvV LL α=                                     （2.81） 

),2,1( pL=ααv），，，＝（ pL21αλα 为列向量构成矩阵 以非零本征值 的本征矢量

)( 1 pp vvvV LL α=                        (2.82)               

),1( mp L+=ααv 为列向量构成矩阵 以零本征的矢量

)( 10 mp vvvV LL α+=                     (2.83) 

( )0VVV p=则                                         (2.84) 

),2,1( nL=ααu 为列向量构成矩阵 同样，以

)( 1 nuuuU LL α=                                      (2.85) 

),2,1( pL=ααu），，，＝（ pL21αλα 为列向量构成矩阵 以非零本征值 的本征矢量

                                     (2.86) )( 1 pp uuuU LL α=

),1( np L+=ααu 为列向量构成矩阵 以零本征值的矢量

)( 10 mp uuuU LL α+=                     (2.87) 
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( )0UUU p=则                                         (2.88) 

根据（2.79）(2.80)得 

                                     (2,89) 
IVVVV
IUUUU

==

==
TT

TT

                                         （2.90） 
IVV

IUU

=

=

p
T
p

p
T
p

 

但是                                       （2.91） 
IVV

IUU

≠

≠
T
pp

T
pp

由（2.76）（2.77）得 

( ) ( ) ( )0ΛUAVAVVVAAV pppp === 00                 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
0Λ

UU p
p 0                                (2.92) 

其中 是以pΛ ），，，＝（ pL21αλα 为对角元素的对角矩阵。根据（2.89），用 右乘（2.92）

得 

TV

                                 (2.93) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= T

T
pp

p
0

0 V
V

00
0Λ

UUA

最后得 

                                       (2.94) T
ppp

T VΛUVΛUA ==

其中                                         （2.95） ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
0Λ

Λ p＝

表达式（2.94）即为矩阵 的奇异值分解（SVD），A A），，，＝（ pL21αλα 被称为矩阵

的奇异值。 
 

2.8 SVD广义逆 

    在介绍SVD之前，我们先讨论矩阵奇异值分解的意义。奇异值分解后，数据空间U 被分

为两个子空间 和 , 模型空间V 也被分为两个子空间 和 。 0U 0VpU pV

),2,1( nL=ααu由于本征矢量 在数据空间中构成一完备正交基,数据空间中的任意

矢量a 都可以用这组基展开 

001111 )()( αUαUuuuua +=+++++= ++ ppnnpppp αααα LL   (2.96) 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

p

p

α

α
M
1

α     ,               (2.97) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+

n

p

α

α
M

1

0α

是 在 空间中的坐标， 是a 在 空间中的坐标 a 0α 0Upα pU

),2,1( mL=ααv同样 在模型空间中构成一完备正交基,模型空间中的任意矢量b可

以用这组基展开 

001111 )()( βVβVvvvvb +=+++++= ++ ppmmpppp ββββ LL   (2.98) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

p

p

β

β
M
1

β     ,              (2.99) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

+

m

p

β

β
M

1

0β

pβ 是 在 空间中的坐标， 是b 在 空间中的坐标 0β 0VpVb

    由（2.76）（2.77） 

                  ppppp βΛUβAVβAVAb =+= 00

ppp uuu λβλβλβ +++ L222111＝           (2.100) 

(2.100)表明，算子 把模型空间的任意矢量只映射到数据子空间 ，而没有 空间分

量。又由于 ,实际上算子 只把模型子空间 中的矢量映射到数据子空间 ，

而且映象和像源之间是一一对应的。它们之间是广义的“满射”。 

A 0UpU

A0AV =0 pV pU

                                          (2.101) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

p

p

β

β
M
1

β
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

pp

p

λβ

λβ
M

11

α
A 

A-g

0V ， 是算子 的盲点，它们之间没有任何联系。如果 是线性方程系统 的解，

那么 也是它的解，其中 是子空间 中的任意矢量。所以，模型子空间 的

存在是线性方程系统解不唯一的根源。另一方面，如果数据 中含有 分量，那么任何模

型矢量m 都不可能满足线性方程系统，因为算子 只把模型矢量 映射到 空间。所以

子空间的存在是线性方程系统矛盾的根源。如果数据d中含有 分量，方程组

就是矛盾线性方程系统，不可能有严格的解。图5是模型空间在算子的作用下与数据空间之

间的关系。 

A m0U dAm =

00βVm + 00βV 0V 0V

0Ud

A m pU

0U 0U dAm =
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pU  

U0 

pV  

V0 

A 

g−A

 

 
 

通过算子 映射到数据空间 是“满射”，那么就一定存在广义逆 

算子 把数据空间 映射到模型空间 。我们来求这样的逆算子。设数据 的展开为 

           (2.102) 

则                                             (2.103) 

根据（2.101），数据矢量 逆射到模型空间 中的像是 

               

图5 模型空间在算子A的作用下与数据空间的关系，

黑色区是不被算子点亮的盲点 

ApV pU既然模型空间

g−A pU pV d

 ( ) ( ) 00

1

1

1

1 αUαUuuuud +=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
+

+ pp

n

p

np

p

p

α

α

α

α
MLML  

ppαUαUd =− 00  

ppαU pV

 ( ) pp

pp

pp αΛVvvm 1
11

1
~ −=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
λα

λα
ML           (2.104) 

由于 ,利用（2.103）得 

                                          (2.105) 

将（2.105）代入（2.104）得 

IUU =p
T
p

 )( 00αUdUα −= T
pp  

~ )(                         00
1 dUdUΛV −= − T

pppp  

由于   ,得到 

                         

m

0UU ⊥p

dUΛVm T
pppp

1~ −=                      (2.106) 
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所以算子 的广义逆算子为 A

                                             (2.107) T
ppp

g UΛVA 1−− =

姑且把它称为SVD广义逆。 
    求SVD广义逆归根到底是求本征值和本征矢量问题。 

 

习题：已知线性系统 ,求该系统的广义逆。写出数据在 和 空间中的分量。 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=
=+

1
2
1

3

3

21

m
m
mm

0UpU

 
2.9 SVD广义逆反演的意义 

nmp ==    先考察第一种情况， 都不存在。这时00 VU 和 , 是满秩的归一化正

交矩阵， ,广义逆为 

pp VU 和

IVVVVUUUU ==== T
ppp

T
p

T
ppp

T
p

                      （2.108） 111 −−−− == AVΛUUΛVA ）＝（ T
ppp

T
ppp

g

线性方程组的解为 

dAm 1~ −=                                                  （2.109） 

解是完美的。 

mnp <=    第二种情况， 存在，但 不存在。方程系统是和谐的，0V 0U , 满秩，

, ，但 ，这时 

pU

IVV =p
T
pIUUUU == T

ppp
T
p IVV ≠T

pp

                                （2.110）  IUΛVVΛUAA == −− T
ppp

T
ppp

g 1

设 存在，由（2.110） 
1)( −TAA

                    
1)( −− = TTg AAAAAA

所以                                      （2.111） 
1)( −− = TTg AAAA

方程系统的解为 

dAAAdAm 1)(~ −− == TTg
                 (2.112)                   

与（2.19）比较可知，此时的解就是最小范数解。 

 

＊讨论：从图5讨论最小范数解 

nmp <=    第三种情况， 存在， 不存在。此时方程是矛盾的超定系统,0U 0V ， 满秩，

, ，但 ，这时 

pV

IUU =p
T
pIVVVV == T

ppp
T
p IUU ≠T

pp
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                            （2.113） IVΛUUΛVAA == −− T
ppp

T
ppp

g 1

设 存在，由（2.113） 
1)( −AAT

               AAAAAA TTg 1)( −− =

所以                                      （2.114） TTg AAAA 1)( −− =

方程系统的解为 

dAAAdAm TTg 1)(~ −− ==                  (2.115)                   

与（2.10）比较可知，此时的解就是最小二乘解。 

    第四种情况， 存在， 存在。此时0U 0V mnp ，< ， 与 都不存在。

此种情况就是图5. 由图5知，不管哪种情况都是求方程

1)( −AAT 1)( −TAA

pp dAm = 的解，所以 

0dAmd =− p                       (2.116)     

由于子空间 与子空间 相互垂直， 是 空间中的矢量， 是 空间中的分量，

所以 与 垂直，范数

0U 0d 0UpU pAm pU

pAmd −0d pAm 最小。图6使这种情况的图示。因此，这种情况下的

SVD广义逆解仍然是最小二乘解，尽管 与 都不存在。另外， 的存在意

味着解的不唯一，但 不含 分量，所以是最小范数解。 

1)( −AAT 1)( −TAA 0V

0Vpm

0U

pU

pAm

pAmd −

d

0d

图 6  SVD 广义逆解的几何解释 

 
2.10  SVD广义逆解的分辨与误差分析 
    由（1.4）知SVD广义逆的分辨矩阵为 
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                      (2.117) T
pp

T
ppp

T
ppp

g VVVΛUUΛVAAR === −− 1

由（2.3）得到 

εAmVVm gT
pp

−+=~                                        (2.118) 

当 空间不存在时， ，不管 是否存在解都是唯一的。当 存在时，虽然解

不唯一，但SVD广义逆只给出 空间中的解，毫不理会 空间的存在。这时的解是真模

型的加权平均。由于 , 

IVV ＝T
pp0V 0U 0V

0VpV

0mV =~
0
T pm − p个约束方程，所以模型参数只有 个是独立的。如

果模型参数是按真实物理量那样排列的，比如模型参数代表介质的速度，并按深度排列，那

么分辨矩阵的形状就很重要。在不能完全分辨的情况下，我们总希望非零值集中在分辨矩阵

的对角线附近，那么某一深度的速度就是真模型在同样深度附近的加权平均。另外，分辨矩

阵的对角元素之和（矩阵的迹）等于 p p，我们可以把对角元素分成 组，每组的对角元素

之和等于1，模型参数也相应的分成 p 组，那么每组的平均模型参数就是一个独立的估计值。 

dAm g−=~    利用SVD广义逆还可以评价数据的质量。由于 ，则 

dUUdAAmAd T
pp

g
p === −~                         (2.119) 

矩阵 为数据的分辨矩阵，当 不存在时， ，理论数据与观测数据完全拟

合。否则，理论数据就是观测数据的加权平均。由于 ,

T
ppUU IUU ＝T

pp0U

0dU =p
T
0 pn − 约束条件，所以理论

数据只有 p 个分量是独立的。 
     以下我们来讨论模型的误差。由（2.5），模型的协方差矩阵为 

( )TgTgT −− ΔΔ=ΔΔ AddAmm )()~(~                 （2.120） 

模型的方差 

                          (∑
=

−=
1

22

β
αβ βα
σσ d

g
m A )

假设数据是相互独立的，并且每个数据的方差都相同，为 ,那么（2.120）可简化为 2
dσ

( )Tgg
d

T −−=ΔΔ AAmm 2)~(~ σ                 

                            T
ppp

T
pppd VΛUUΛV 112 −−= σ

                                            (2.121) T
pppd VΛV 22 −= σ

αλ由（2.121）可知，如果奇异值 接近零，则模型的方差就会变得很大。为了减小模型的方

差，可以将小的奇异值去除，并设定它们为零。但 p 值也相应的减少，这样就降低了模型

和数据的分辨。实际工作中，要处理好分辨与误差的关系，鱼和熊掌不可兼得，在它们之间
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要做出合理的权衡。 
 
2.11 阻尼最小二乘法 

在SVD广义逆解的分辨与误差分析中知道，如果出现接近零的奇异值，模型的方差就会

变得很大。为了压制误差的放大，采用删除小的奇异值，令其为零的办法。这样虽然能够减

小误差，但同时也降低了模型和数据的分辨。这种办法显得有点武断，理论上也缺乏严谨性。

另外一种办法就是采用阻尼最小二乘法。其基本思想是压制小的奇异值，使误差控制在可接

受的范围。实际上我们在2.3节混合问题中已经得到了这个结果，只不过那时我们没有把问

题看得那么透彻。由（2.31），模型的解为 

0)(~ 1 ≥+= − γγ ，dIAAAm TT               （2.122） 

广义逆为                         (2.123) 1)( −− += IAAAA γTTg

把 的表达式(2.93)代入（2.123）得 A

( )TT
ppp

Tg
0

2
0

12 )( UUUIΛUAA −−− ++= γγ                  

( )TT
ppp

T
ppp 0

2
0

12 )( UUUIΛUUΛV −− ++= γγ                       

                       T
pppp UIΛΛV 12 )( −+= γ

T
p

p

p
p

g U
IΛ

Λ
VA

)( 2 γ+
=−               （2.124）                   

为阻尼最小二乘逆。 

dU
IΛ

Λ
Vm T

p
p

p
p )(

~
2 γ+

=                                (2.125) 

为阻尼最小二乘的解。 

设               (2.126) ppp

pnp

pp βUαUUUddd 0

1

0

1

0 +=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+=

−α

β

α

α
MM

代入（1.125）得 

p
p

p
p α

IΛ
Λ

Vm
)(

~
2 γ+

=                             (2,127) 

说明，m~ m~仍然是矢量。由于阻尼参数的任意性，一般情况下 不是最小范数解。容易证明，

当 时，m~0＝γ 是 空间中的最大范数解。 pV

另外， 

02

2

2 )()(
~ dα

IΛ
Λ

Udα
IΛ

Λ
AVdmAd +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−=

+
−= p

p

p
ppp

p

p
p γγ

－         (2.127) 

m~0
~ dmAd ≠−0≠γ由（2.127），当 , 说明 也不是最小二乘解。 时，
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根据推导（2.121）同样的假设，解的协方差矩阵为 

T
p

p

p
pd

T V
IΛ

Λ
Vmm 22

2
2

)(
)~(~

γ
σ

+
=ΔΔ                  (2.128)                  

                           

0≠γ ，就能在一定的程度上压制误差的放大。 当奇异值接近零时，只要

    阻尼最小二乘准则的分辨矩阵为 

T
p

p

p
p

g V
IΛ

Λ
VAAR

)( 2

2

γ+
== −              (2.129)                 

分辨矩阵的迹为 

∑ +

p

1
2

2

＝

的迹＝
α

α

γλ
λ

R                   (2.130)                 

0>γ p, 就小于的迹R , 就会降低模型的分辨。 所以只要

R 的迹。） （习题：求分辨矩阵

 
γ 如何选取，带有一定的主观性。仍然是模型的分辨与误差之间权衡取舍。 实际问题中

 
2.12 SVD逆的协调性问题 

令数据空间的变换为 , 模型空间的变换为Qdd =′ Smm =′ ,并且设 , 存在。原

空间的本征值问题为 

1−S1−Q

                          (2.131) 
⎩
⎨
⎧

=
=

ααα

ααα

λ
λ

vuA
uAv

T

由于 是模型空间中的矢量， 是数据空间中的矢量，所以 αv αu

αα Svv =′               ,            (2.132) Quu =′

代入（2.131） 

                          (2.133) 
⎩
⎨
⎧

′=′
′=′

−

−

ααα

ααα

λ
λ

vuQSA
uvQAS

1

1

T

令 ，如果要求变换后的SVD逆协调，那么就必须令 , 即 1)( −=′ QSAA TT1−=′ QASA

                           (2.134) SASQQA TT 1)( −=

由（2.134）可知，除非 和S都是幺正变换，否则（2.134）不可能成立。幺正变换是空

间的旋转，不会改变空间的标度。因此，一般情况下，SVD逆是不协调的。 
Q
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习题：用方程组 和 验证SVD逆不协调。 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=
=

2
2
1

21

2

1

mm
m
m

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=
=

422
2

1

21

2

1

mm
m
m

 
2.13 非线性问题中的迭代 
    以上探讨的都是线性方程组的反演方法。但是地球物理反演中的大部分问题都是非线性

的。对于非线性问题，可采用线性迭代的办法，逐步逼近非线性问题的解。 
    设价值函数为 

2)(afb −=S                   

                          （2.134） ( 2)(aii fb −= )

其中 为观测数据，),2,1( nibi L= ),2,1( miai L= 为模型参数。 是关于模型 的非线

性函数。更一般的情况，可以把 看成一个关于a 的非线性算符。为讨论简单起见，我们

把它看成一个关于a 的函数。反演问题是求满足价值函数 极小值的模型

aif

if

a~S 。(2.134)是 范

数极小，实际问题中，可以根据不同的问题，提出不同的价值函数，然后求满足价值函数极

小值的模型。设有一个初始模型 , 首先对 进行线性化 

2L

)0(a if

)(
)(

)()( )0()0(

)0(

jj
j

i
ii aa

a
f

ff −
∂
∂

+≈
=aa

a
aa      (2.135)                   

)0(

)(

aa

a

=
∂
∂

=
j

i
ij a

f
A令    , ，

)0(
jjj aam −=)( )0(aiii fbd −=    (2.136) 

将（2.135）代入（2.134）得 

                                             (2.137) 2)( jiji mAdS −≈

这是我们熟悉的最小二乘准则，根据（2.10）其解为 

dAAAm TT 1)(~ −=                                            （2.138） 

由于最初的问题是非线性的，要求出满足（2.134）的价值函数极小值的解，就必须迭代，

逐步逼近。设由（2.138）第一次迭代的结果为 ，根据（2.136）模型的第一次逼近则

为              

)(~ 0m

)0()0()1( ~
jjj maa +=                         (2.139) 

第二次迭代，以 为初始模型，重复（2.135）－（2.138）的步骤，得到模型的二次逼近

解。直到满足我们给定的收敛准则。 

)1(a

    在实际问题中，以上的迭代过程可能不收敛，这取决于初始模型的选择、数据的质量等

诸多因素。一个改进的办法是 
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)0()0()1( ~
jjj maa ε+= 10 ≤< ε                                 (2.140) ，

ε就是减小每一次迭代后修正的步长，使搜索变慢。实践证明，对有些问题即使 取得很小，

迭代仍然不收敛。 

    另一种完全不同的思路是采用梯度法或叫最速下降法。给定初始模型 ，求该点处评

价函数的最速下降方向，并在该方向上寻找局部最小值，步步逼近最优解。 点处的最速

下降方向是评价函数的负梯度 

)0(a

)0(a

ja
S

∂
∂

－ , 根据（2.134）得 

)0()0(

)(
))((2 )0(

aaaa

a
a

==
∂
∂

−
∂
∂

j

i
ii

j a
f

fb
a
S

＝－                         (2.141) 

                             iji Ad2=

所以，评价函数的最速下降方向与 平行。梯度法总是可以收敛的，但可能收敛的非常

慢。另一方面，最小二乘迭代如果收敛，收敛的又过快，以致漏掉最佳解。在接近收敛时，

最速下降方向 与最小二乘迭代解m

dAT

~dAT
几乎垂直。为了证明这点，作 与m~dAT

的点乘    

dUΛVVUdmdA T
ppp

T
ppp

TT 1)(~)( −Λ=⋅            

dUdU T
p

TT
p )(=                   (2.142) 

设      ，代入（2.142）得 ppp

pnp

pp βUαUUUddd 0

1

0

1

0 +=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+=

−α

β

α

α
MM

2~)( p
T αmdA =⋅               

根据（2.136）d的定义，它是观测值与理论值的差，接近收敛时，d 的绝对值应该很小，

作为 在 空间中的坐标，其绝对值就更小。所以，最速下降方向 与最小二乘迭代

解m

pα

dAT
pd U p

~ 几乎垂直。 
如果能找到一个在它们二者之间的方向，那么迭代收敛的速度将适中。Marquardt(1963)

指出了这一方向。那就是阻尼最小二乘法迭代的方向。由（2.27） 

dAIAAm TT 1)(~ −+= γ                               （2.143） 

dAm T1~ －γ→0=γ ∞→γ时，（2.143）就是最小二乘解，当当 时， 。所以，只要适当的

选择阻尼系数，迭代就能迅速收敛。 
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习题：利用走时进行地震定位时常碰到求如下价值函数的极小值 
2

1

2 )(∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

n Tt
＝α α

αα

σ
χ a

                 

其中 是第 个观测走时， 是第α个理论走时，α ),,,( 4321 aaaa=aαt αT 的分量代表震源的空

间坐标和发震时刻，在此问题中它们是待求的模型参数。把该问题线性化，并写出线性方程

系统。 
 
3. 非线性反演 
    对于线性离散系统，可以用以上介绍的SVD逆或阻尼最小二乘法求解。对于非线性问题，

解决的方案是用线性迭代，逐步逼近非线性问题的解。一般来说，迭代是否收敛以及收敛到

什么样的解与初始模型的选择密切相关。本章将介绍一种全新的方法，它不仅适用于线性系

统的反演，同样适用于非线性系统。虽然对于非线性系统同样需要迭代，但与初始模型的选

择的关系不像以前介绍的方法那么密切。对于连续性问题，处理方法与离散问题具有相同的

思路。其解是完全和谐的。本方法由Tarantola和Vallete(1982)首先提出，并在地球物理反演

中得到广泛的应用。我们把这种反演方法叫着Tarantola方法。 
 
3.1 离散问题 

基本假设：观测数据和模型参数是随机变量，它们满足高斯分布。 
 
以前介绍的方法都是把模型参数和数据截然分开，这样处理隐含着一个假设，数据能够

用模型参数显式的表示。对于更一般的情况，有时模型参数不能显式的表示数据，以前的方

法就会遇到困难。为了解决这些困难，在此我们可以考虑数据和模型分量的联合空间，把数

据与模型分量视为平等的地位。设联合空间的矢量为 

                           （3.1.1） ( )Tmn mmmddd LL 2121=x

x 的各分量都被认为是随机变量，并设x 中的各分量满足高斯分布并存在先验均值 。 由

于我们事先并不确切的知道 的真正均值，所以 也是随机变量序列。假设我们已经知道

的协方差矩阵 ，称其为先验协方差矩阵。 

0x

x 0x

0x 0C

实际问题中，观测数据往往是由一次实验获得的，我们并不真的知道这次观测数据的平

均值，例如一次地震记录到的波形数据。但是，如果我们的观测仪器正常，再根据以往的观

测经验，我们就有把握地说，观测数据在其平均值附近，或者说在观测误差之内。如果我们

第一次看地震图，那是无论如何也无法判断其是正确的记录还是一条坏的记录（比如仪器出

了问题，记录到的一张图），等到我们的经验积累到一定程度的时候，也许一眼就能判断出

这条记录能不能用了。所谓经验，是我们过去读了很多图，也就相当于相同的实验重复做了

很多次，才有了误差的标准，逐渐成为我们判断是非的准则。这些经验就成为我们判断将来

事物的先验信息。既然我们并不确切的知道 中数据分量的平均值，那么其均值就可以被看

作随机变量，而观测数据就是 中数据分量平均值的先验估计值。x中的模型分量的先验均

值取先验估计模型或叫初始模型的值。设观测数据序列为

x
x

),,,( 002010 nddd L=d ，先验模
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型参数序列为 ，则 的先验均值为  ),,,( 002010 mmmm L=m x

              。 ( )Tmn mmmddd 00201002010 LL=x

先验信息中，数据的误差，数据间是否独立等是我们在反演前必须知道的，这些信息是在反

演中得不到的。对于非线性问题，先验模型也非常重要。对于非线性问题，由于不是在全模

型空间搜索，而是采取迭代的办法，这样就有可能迭代收敛到局部极小。不同的初始模型就

有可能收敛到不同的结果。所以，要根据已有的信息，尽可能的给出物理上合理的初始模型。 
 

离散问题广义最小二乘准则 
 

),,1( ni L=0)( =xif正问题：        ,   
 

                x  （随机变量序列）。 ),,,( 21 mnxxx += L 
 

反问题：已知 的先验均值 x （随机变量序列），以及关于 x 的先验协方差

，在约束条件 , 

x 0 0

 
),,1( ni L=0C 0)( =xif 下求满足高斯概率密度  

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−⋅= − )()(

2
1exp)( 0

1
00 xxCxxx Tconstρ 

 
 
 

xx ~= 。 极大值的解
 
 

正问题中 一般应理解为非线性算符，作用对象为 ，函数只是它的特殊形式。以上

准则就是在约束条件 , 

xif

),,1( ni L=0)( =xif 下求满足 极小值的)()( 0
1

00 xxCxx −− −T

xx ~= 。这实际上是一定条件下的广义最小二乘准则。 
定义价值函数 

                                (3.1.2) )()( 0
1

00 xxCxx −−= −TS

                      )())(( 0
1

00 jjijii xxxx −−= −C

根据拉格朗日条件极值的求法，定义 

                    )()())(( 0
1

00 xC iijjijii fxxxxL λ+−−= −

则 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
∂
∂

0)(

0

xi

k
f

x
L

                                         (3.1.3) 

即 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
∂

∂
+−−

0)(

0
)(

)()(2 0
1

0

x

x
C

i

i

j
jjjij

f
x

f
xx λ

                           (3.1.4) 

由（3.1.4）的第一式得 

ik
i

j
jkk C

x
f

xx 00

)(
2
1)(

∂

∂
−=−

x
λ              (3.1.5)                   

j

i
ij x

fF
∂
∂

=
)()( xx           (3.1.6) 令                 

由于 是算子，作用对象为 , 所以 也是算子，符号 表示算子与 有关。 if x x)(xijFijF

ikjijkk CFxx 00 )(
2
1)( xλ−=−           (3.1.7) 则                 

j
T

ijkilkkklk FCFxxF λ)()(
2
1))(( 00 xxx −=−                    (3.1.8) 

用（3.1.8）减去（3.1.3）的第二式得 

j
T

ijkilklkklk FCFfxxF λ)()(
2
1)())(( 00 xxxx −=−−             

{ })())(())()((2 0
1

0 xxxFCxF lkklkjl
T

j fxxF −−−= −λ             (3.1.9) 

将（3.1.9）代入（3.1.5）得 

( ) { })())(()()()()( 0
1

000 xxxFCxFx lmmlmjl
TT

ijkikk fxxFFCxx −−=−
−

        

 

( ) { })())(()()()( 0
1

000 xfxxxFxFCxFxFCxx −−+=
−TT       （3.1.20） 即     

值得提醒的是，（3.1.20）中的 表示 是一个与x 有关的算子，其定义为（3.1.6），

如果 是非线性算子，一般来说 也是非线性算子。虽然（3.1.20）的等式两边都含有未知

数 ，但在非线性问题中它为我们提供了一个迭代公式。如果第 次迭代得到的解为 ，

（3.1.20）式的左边就给出第 次的迭代解。于是有 

)(xF F

Fif

n )(nxx

1+n

( ) { })())(()()()( )(
0

)()(1)(
0

)()(
00

)1( nnnnTnnTn xfxxxFxFCxFxFCxx −−+=
−+     (3.1.21) 

如果是线性问题，即 其中算子 与 无关,  （3.1.20）给出解 0Fxxf ==)( F x

                                  (3.1.22) ( ) 0
1

000
~ FxFFCFCxx −

−= TT
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所以，对于线性问题无需迭代。 

Qxx =′     现在讨论协调性问题。设坐标变换为 , 并设 存在，则 。根据

协方差的定义   

xQx ′= −11−Q

        〉−−〈= T))(( 000 xxxxC

                 TT −− 〉′−′′−′〈= QxxxxQ ))(( 00
1

                 T−− ′= QCQ 0
1

代入价值函数（3.1.2）得 

                )()()()( 0
1

000
1

00 xxCxxxxCxx ′−′′′−′=−−= −− TTS

价值函数的形式不变，所以（3.1.20）的解是谐调的。 

    （3.1.20）表达的是混合空间的结果，我们也可以把它表达为另一种形式。设  

         (3.1.23) 

( ) ( )
( ) (
( ) ( )
( ) ( )Tm

T
mnnn

T
n

T
n

T
m

T
mnnn

T
n

T
n

mmmxxx

dddxxx

mmmxxx

dddxxx

00201020100

00201002100

2121

2121

LL

LL

LL

LL

==

==

==

==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+++

+++

m

d

m

d

m
d

x

)

也就是把x 分为理论数据和理论模型两个分量， 分为观测数据和先验模型两个分量。先

验协方差为 

0x

                              (3.1.24) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= mmmd

dmdd

00

00
0 CC

CC
C

其中 为观测数据的协方差矩阵， 为先验模型的协方差矩阵， 和 为观测数

据与先验模型交叉协方差矩阵。算子 可表为 

dd
0C mm

0C md
0C dm

0C

)(xF

( ))()()( xFxFxF md=                             (3.1.25) 

其中 和 的分量分别定义为 )(xFd )(xFm

j

id
ij d

fF
∂
∂

=
)(x

j

im
ij m

fF
∂
∂

=
)(x

,              (3.1.26)                 

令        )()()( 0 xFCxFxS T=
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( ) ( )
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Tm

Td

mmmd

dmdd
md

)(
)()()(

00

00

xF
xF

CC
CC

xFxF        3.1.27） 

 
把（3.123）－（3.125）代入（3.1.20） 

( )
( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ − )()()()(
)(
)(

0

0

00

00

0

0 xf
mm
dd

xFxFxS
xF
xF

CC
CC

m
d

m
d 1 md

Tm

Td

mmmd

dmdd

 

所以 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

++=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

++=

−

−

)()()()()()(

)()()()()()(

0

0
000

0

0
000

xf
mm
dd

xFxFxSxFCxFCmm

xf
mm
dd

xFxFxSxFCxFCdd

1

1

mdTmmmTdmd

mdTmdmTddd

 

（3.1.28) 
对于非线性问题，需要迭代。解释与（3.1.21）相同。 
                                                                  
对于线性问题 

( ) ( )( ) ( )00000
~ mFdFSFCFCdd 1 mdTmdmTddd ++−= −                    (3.1.29) 

( ) ( )( ) ( )00000
~ mFdFSFCFCmm 1 mdTmmmTdmd ++−= −                  (3.1.30) 

( ) ( )
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Tm

Td

mmmd

dmdd
md

F
F

CC
CC

FFS
00

00  

从（3.1.29）（3.1.30）可知，对于线性问题，理论数据和理论模型之间完全解耦。 
    以上讨论的是最一般的情况，给出的解是（3.1.27）－（3.1.29）。在实际的地球物理反

演问题中，观测数据和先验模型是相互独立的，并且多数情况下，理论数据可用模型参数显

式表示。下面就几种常见的情况进行讨论。 
1) 观测数据与先验模型参数相互独立 

    在此情况下， ,  0CC == mddm
00

( ) ( )TmmmmTdddd )()()()()( 00 xFCxFxFCxFxS +=                （3.1.31） 

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=

−+

−+

)()()()()(

)()()()()(

)(

0

0)()()()(
00

)1(

)(

0

0)()()()(
00

)1(

nnmndnTnmmmn

nnmndnTndddn

xf
mm
dd

xFxFxSxFCmm

xf
mm
dd

xFxFxSxFCdd

1

1

 

（3.1.32） 
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对线性问题 

正问题： ，算子 不含 的分量。 0
m
d

Fmdf =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=),( md,F

即    0mFdF =+ md

反问题解： 

( ) ( )TmmmmTdddd FCFFCFxS 00)( +=  

( ) ( 0000 )~ mFdFSFCdd 1 mdTddd +−= −                        （3.1.33） 

( ) ( 0000
~ mFdFSFCmm 1 mdTmmm +−= − )                     （3.1.34） 

2) 观测数据与先验模型参数相互独立，数据可用模型参数显式表示 

0mgdmdf =−= )(),(在此情况下， ，正演形式 0CC == mddm
00 , 即 

)(mgd = ),,2,1( ni L= 或  ，)(mii gd =                  （3.1.35） 

根据定义（3.1.26）推得 

j

i
ij m

gG
∂

∂
=

)(mIxF =)(d
， ，)()( mGxF −=m                （3.1.36） 

将（3.1.35）（3.1.36）代入（3.1.31）－（3.1.34）得 

)()()( 00 mGCmGCxS Tmmdd +=                        (3.1.37) 

{ }

{ }⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=

−+−−=

−+

−+

))(())(()()(

))(())(()(

0
)()()(

0
)()(

00
)1(

0
)()()(

0
)(

00
)1(

mmmGmgdmSmGCmm

mmmGmgdmSCdd

1

1

nnnnnTmmn

nnnnddn

(3.1.38) 

 
对于线性问题 

    由 ，推得 0
m
d

FGmd =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− )( GIF −= ，其中算子 不含 的分量。所以， md,G

    ，  IxF =)(d GxF −=)(m

    正问题：  Gmd =
    反问题解： 

                              (3.1.39) ddTmm
00 CGGCS +=

( 0000 )~ GmdSGCmm 1 −+= −Tmm                       (3.1.40) 

( ) mGGmdSCdd 1 ~~
0000 =−= − －dd                   (3.1.41) 
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利用等式 

    （3.1.42 ( ) 1
0

11
0

1
0

1
000 )()()()( −−−−− +=+ ddTmmddTddTmmTmm CGCGCGCGGCGC

（3.1.40）可写为另一形式 

( ) ( )00
1

0
11

0
1

00 )()()(~ GmdCGCGCGmm −++= −−−− ddTmmddT    （3.1.43） 

0m =0如果令 , , 1
0 )( −= dd

d CW 1
0 )( −= mm

m CWγ AG = , , 则（3.1.43）与（2.61）相同。相

当于谐调的阻尼最小二乘解。 
（课堂讨论：初始模型对解的影响。） 

由于线性问题无需迭代，初始模型不是必须给出的，这对所有的线性问题都成立。所以，

对所有的线性问题都可以设 ，但模型参数的先验协方差一般是要给出的。否则，对

模型范数的要求将改变，反演结果可能是条件病态的（很小的观测数据误差引起很大的模型

参数误差，参照阻尼最小二乘法的讨论）。对于非线性问题，由于 是迭代的起点，所以

必须给出。 

0m =0

0m

 
3） 无观测数据 

无观测数据是反演的特例，在地球物理反演中一般不会遇到。但为了比较系统的讨论广

义最小二乘法反演方法的特点，我们不妨简单讨论这一有趣的问题。实际上，这是方程的求

根问题。 
 

  在此情况下， , 根据（3.1.31）（3.1.32）可知 0CCC === ddmddm
000

正问题：  0)( =mf

反问题解： 

j

im
ij m

fF
∂
∂

=
)(m( Tmmmm )()()( 0 mFCmFxS = ) ，其中             （3.1.44） 

( ) { })())(()()( )(
0

)()()()(
00

)1( nnnmnTnmmmn mfmmmFmSmFCmm 1 −−+= −+  （3.1.45） 

 
4） 分辨和协方差 

直接讨论非线性系统迭代结果的分辨和协方差有一定的困难。理论上不是不能做，但实

际上我们没有必要那样做。如果一个非线性问题迭代收敛，就意味着收敛前的几次迭代结果

相互之间相差很小。如果以这些点中的任意一点对非线性方程进行泰勒展开，展开到一级项

就应该有足够的精度，非线性问题就被线性化了。所以，收敛前的几次非线性迭代就相当于

线性迭代，其误差是二级以上的小量。因此，如果非线性迭代收敛，其结果就可以用线性系

统中的评估方法对其进行评估。我们还是从一般的问题入手。线性系统的正问题为 

                                （3.1.46） 0Fxxf ==)(

其中算子 与 无关。根据（3.1.20），其反问题的解为 F x
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                                 (3.1.47)  ( ) 0
1

000 FxFFCFCxx −
−= TT

下角标形式为 

mlmkl
T

kjijii xFFCxx 0
1

000 )( −−= FFC        

mlmkl
T

kjijmim xFFCx 0
1

000 )( −−= FFCδ  

( ) mlmkl
T

kjijim xFFC 0
1

00 )( −−= FFCδ  

mim xB 0=                         （3.1.48） 

其中                   lmkl
T

kjijimim FFCB 1
00 )( −−= FFCδ

即                   （3.1.49） FFFCFCIB 1
00 )( −−= TT

由（3.1.48）可知，矩阵 是数据的分辨矩阵。我们已经有了关于 的先验协方差，现在来

求关于 的协方差，被称为后验协方差。根据协方差的定义 

B 0x

x

〉〉〈−〉〈−〈= ))(( jjiiij xxxxC               

由（3.1.48）得 

〉〉〈−〉〈−〈= ))(( 0000 njnnjnmimmimij xBxBxBxBC               

jnnnmmim BxxxxB 〉〉〈−〉〈−〈= ))(( 0000                  

jnmnim BCB 0=                  

即              TBBCC 0=

利用（3.1.49）化简为 

0BCC =                   （3.1.50）                

    我们讨论的是混合空间的后验协方差矩阵，它包含了后验的数据协方差和后验的模型协

方差，根据这些协方差我们可以评估模型的误差和分辨。 
因为 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

mmmd

dmdd
md

Tm

Td

mmmd

dmdd

mmmd

dmdd

mmmd

dmdd

00

00

00

00

00

00

)(
)(

CC
CC

FFS
F
F

CC
CC

CC
CC

CC
CC

C 1  

所以 

)())()(( 00
1

000
mdmdddTmdmTddddddd CFCFSFCFCCC ++−= −               （3.1.51） 

)())()(( 00
1

000
mmmdmdTmmmTdmdmmmm CFCFSFCFCCC ++−= −                （3.1.52） 

)())()(( 00
1

000
mmmdmdTmdmTddddmdm CFCFSFCFCCC ++−= −                （3.1.53） 
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)())()(( 00
1

000
mdmdddTmmmTdmdmdmd CFCFSFCFCCC ++−= −               （3.1.54） 

( ) ( )
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Tm

Td

mmmd

dmdd
md

F
F

CC
CC

FFS
00

00  

我们还可以定义一个与 等价的分辨矩阵 B

                                             （3.1.55） FFFCFCA 1
00 )( −= TT

其越接近单位矩阵，分辨就越高。以下讨论中我们会看到它的实际意义。对于非线性系统，

如果迭代收敛，把最后一次计算得到的 代入以上各式中，就可以对计算模型进行评估。 F
 

设观测数据与先验模型参数相互独立，数据可用模型参数显式表示。则 ，

， ， , 

0C =dm
0

0C =md
0 Gmd = )( md FFF = IF =d

， ，代入（3.1.51）－（3.1.55）

得 

GF −=m

ddTmm
00 CGGCS +=                                    (3.1.56) 

dddddddddddd
00

1
00 )( CAICSCCC −=−= −                     (3.1.57) 

mmmmmmTmmmmmm
00

1
00 )( CAIGCSGCCC −=−= −             (3.1.58) 

mmdmmmdddm
00

1
0 CAGCSCC == −                           (3.1.59) 

ddmdddTmmmd
00

1
0 CACSGCC == −                         (3.1.60) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

mmmd

dmdd

AA
AA

A                                     (3.1.61) 

 
我们来考察矩阵 各分量的意义。由（3.1.40）知，线性系统的解为A

( )0000
~ GmdSGCmm 1 −+= −Tmm               (3.1.62) 

的解，ε为误差项。则 设真模型 是线性方程 rm εGmd +=0

( )εGmGmSGCmm 1 +−=− −
000

~ rTmm           

( ) εSGCmmGSGC 11 −− +−= TmmrTmm
000                 

( ) εAmmA mdrmm +−= 0                              (3.1.63) 

(3.1.63)右边的第二项表示数据误差对解的影响，算子 把数据误差传递给模型参数。不

妨把算子 称为误差传播算子。（3.1.63）右边的第一项表明反演模型是真模型的线性组

mdA

mdA
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m~合。如果 ，则反演模型IA =mm
完全分辨。所以，算子 是模型的分辨矩阵。 mmA

    由（3.1.41）推知 

( )0000
~ dGmSCdd 1 −=− −dd  

( )000 )( dmmmGSC 1 −+−= − rrdd        

( ))( 000
rrdd mmGdGmSC 1 −+−= −  

( ))() 0000
rddrdd mmGSCddSC 11 −+−= −−  

( ))() 0000
rddrdd mmGSCddSC 11 −+−= −−  

)()( 00
rdmrdd mmAddA −+−=       (3.1.64) 

其中 为无误差的真数据。(3.1.64)表明，如果
rr Gmd = IA =dd

，则计算数据完全分辨。所

以 是数据分辨矩阵。算子 反映先验模型误差对计算数据的影响。利用（3.1.56）可

以把（3.1.57）－（3.1.60）表为另一种形式 

ddA dmA

                mmmmmmTmmmmmm
00

1
00 )( CAIGCSGCCC −=−= −

                                   (3.1.65) Tmmdd GGCC =

                                      (3.1.66) mmdm GCC =

                                     (3.1.67) Tmmmd GCC =

证（3.1.66）： 

根据（3.1.56） 代入（3.1.59）化简后，既得（3.1.66）证毕。 Tmmdd GGCSC 00 −=

由（3.1.65）－（3.1.67）可知， 携带了模型评估的所有信息。其对角线表征后验

模型m

mmC

~ 的方差， 表征后验模型的分辨。对于非线性问题，如果观测数

据与先验模型参数相互独立，并且数据可用模型参数显式表示，把最后一次得到的 代入

到 和 中，就可以对计算的后验模型进行评估。 

GSGCA 1
0

−= Tmmmm

G
mmC mmA

3.2  连续问题 
3.2.1  连续函数的展开 
    在离散问题中，要求模型参数是有限维的。在连续问题中需要反演的模型参数是连续函

数。通常的做法是把连续函数离散化，然后用离散问题反演方法。比如做全球层析成像，在

球面上用球谐函数展开，在深度上用多项式展开。在做一维深度反演时，利用样条函数模拟

地震波速度随深度的变化。连续函数的展开需要用到基函数，理论上需要展开到无穷多项，
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但在实际问题中是不可能展开到无穷的，这就需要截断，由此引出截断问题。样条函数虽然

不存在截断问题，但如果参数用的太少，就不可能很好的模拟一个连续函数。 
本节将采用不同的思路，而直接反演连续函数模型。在讨论这个问题时，需要用到希尔

伯特空间的概念。先定义函数的内积，设有两个连续的平方可积函数 ，

，内积定义为 

),,( 1 nxxf L

),,( 1 nxxg L

                       （3.2.1） nnv n dxdxxxgxxfgf LLL 111 ),,(),,(∫=⋅

函数 的范数定义为 ),,( 1 nxxf L

nv n dxdxxxff LL 11
22 ),,(∫=                （3.2.2）                   

以下为了书写方便，略去积分限，必要的时候再加上。有了长度(范数)和内积的概念, 连续

平方可积函数就可以看作空间中的矢量。 希尔伯特空间被定义为完备的酉空间。在一定的

条件下一个连续函数就是希尔伯特空间中的一个矢量, 连续平方可积函数就是满足条件的

希尔伯特空间中的矢量。 既然希尔伯特空间是完备的, 就一定能够找到一组归一化的相互

正交的基函数 

{ }LL ),()()( 21 xxx n,, ϕϕϕ ,  

ijji δϕϕ =⋅ )()( xx                                 (3.2.3) 

希尔伯特空间中的任一函数 都可用这组基来展开 ),,( 1 nxxf L

LL ++++= )()()()( 2211 xxxx ααϕϕϕ aaaf                 

或表示为         (拉丁字母下脚标求和)   (3.2.4) )()()(
1

xxx iiaaf ϕϕ
α

αα ==∑
∞

=

根据基函数的正交性可知 

                                       （3.2.5） dVffa iii )()( xx ϕϕ ∫=⋅=

序列{ 称为函数 在此基下的坐标。 }ia )(xf

( ) )()()()()()( xxxVd iiii ′=′′′′′−′′=′− ∫ ϕϕϕϕδδ xxxxx例如     

根据线性代数，希尔伯特空间中的任一算子 在此基下的矩阵可表示为 )(xB

( ) ( )dVBB jijiij ∫ ∗⋅=∗⋅= )()()()()( xxxxx ϕϕϕϕβ                     (3.2.6) 

算子 中的 有两个含义，其一表示算子)(xB B Bx 可能是x 的函数，其二表示算子 只作用到

自变量为 的函数上，算子后面的星号“ ⋅x ∗”表示“作用于”，符号“ ”表示内积。 
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( ) )()()()()()( xxxxxx fBggfB ∗′=′∗    例如， ，算子 并不作用到 上。 )(x′g)(xB

）（ xx ′−δ′    在函数希尔伯特空间中带参变量 x 的 函数的作用相当于单位算子。定义希

尔伯特空间中的单位算子 I ，            

)()()()()( xxxxxx fVdfIffI =′′′−=∗=∗ ∫δ  

)()()( xxx BIBBI =∗=∗                         （3.2.7） 

I 在基下的矩阵为 根据（3.2.6）, 单位算子

( ) dVI jijiij )()()()( xxxx ϕϕϕϕδ ∫=∗⋅=                

    像定义函数希尔伯特空间中的单位算子一样，我们定义函数希尔伯特空间中的协方差算

子 ， )(xB

                              （3.2.8） ∫ ′′′=∗ VdfCfB )(),()()( xxxxx

其中 为函数 的协方差函数。根据定义可知，协方差算子是线性算子。 ),( xx ′C )(xf

    定义协方差逆算子  )(1 x−B

              （单位算子）              (3.2.9) IBBBB =∗=∗ −− )()()()( 11 xxxx

由(3.2.8)和(3.2.9)得 

{ } )()(),()()()()( 11 xxxxxxxx fVdfCBfBB =′′′∗=∗∗ ∫−−               

令                                       (3.2.10) )()()(1 xxx ygB =∗−

∫ ′′′=∗= VdyCyBg )(),()()()( xxxxxx则                    （3.2.11） 

所以，协方差逆算子作用到一个函数上得到的结果要解（3.2.11）的积分方程。 

由（3.2.6）得知协方差算子在基{ }iϕ 下的矩阵为 

( ) dVVdCBB jijiij ′′′=∗⋅= ∫∫ )(),()()()()( xxxxxxx ϕϕϕϕ      （3.2.12） 

协方差逆算子在基下的矩阵为 

( ) ∫ ∗=∗⋅= −−− dVBBB jijiij )()()()()()( 111 xxxxxx ϕϕϕϕ        

 
如此, 任一希尔伯特空间中的函数就有唯一的一个无穷维的数组矢量

与之对应.。 被称为函数 的坐标矢量。 设函数

的坐标为 ， 的坐标为 。a 与 的内积定义为 

)(xfT
iaaa )( 21 LL T

iaaa )( 21 LL

b ba)(xf )(xg
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                                iibaba ==⋅ ∑
∞

=1β
ββba

则                           )()( xxba gf ⋅=⋅

所以，两个函数的内积就对应于两个函数坐标矢量的内积。 任一希尔伯特空间中的线性算

子都有一个矩阵与其相对应。所以, 函数的坐标矢量也构成一希尔伯特空间。 两个空间是

同构的。 既然如此, 那么连续模型函数的反演问题就可以在无穷维的数组空间中讨论。 以
下我们将遵从这一思路来讨论连续模型的反演问题。 
 
    有了以上的数学准备，我们来描述连续模型参数的正演和反演问题。 

    设数据是离散的用 表示，具有先验均值),,1( ni L= ),,1( ni L=id id0 和关于 的先

验协方差矩阵 。连续模型用 表示，具有先验均值 以及关于 的先验协

方差函数 ，正演条件为              

id0

)(xm )(0 xm )(0 xm
0dC

),(
0

xx ′mC

                  ，( ) 0)(, =xd mfi ),,1( ni L=              （3.2.13） 

)(~ xm 。 ，在广义最小二乘准则下求模型函数的解

设模型空间{ 构成一完备的希尔伯特空间，存在一组正交完备基}

}

)(xm

{ LL ),()()( 21 xxx i,, ϕϕϕ 。那么模型函数 在此基下就可表为 )(xm

)()( xx iipm ϕ=                                           （3.2.14） 

∫=⋅= dVmmp iii )()()()( xxxx ϕϕ                            (3.2.15) 

先验均值 可表为 )(0 xm

)()( 00 xx iipm ϕ=                                          （3.2.16） 

∫=⋅= dVmmp iii )()()()( 000 xxxx ϕϕ                            (3.2.17) 

先验协方差函数对应的先验协方差算子 在此基下的矩阵为 )(0 xB

dVVdCC jmiijp ′′′= ∫∫ )(),()(
00

xxxx ϕϕ                          （3.2.18） 

则， 就是关于 的先验协方差矩阵。 ip00pC

（习题：证明 是关于 的协方差矩阵。） ip00pC

先验协方差逆算子 在此基下的矩阵为 )(1
0 x−B
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∫ ∗= −− dVBC jiijp )()()( 1
0

1
0

xxx ϕϕ                                  （3.2.19） 

在希尔伯特空间中，应该把 看作算子 作用到模型 上。对 的求导))(( xmf )(xm mf

m
mf
∂

∂ ))(( x
m

mf
∂

∂ ))(( x
应理解为Freshet导数， 也是一个算子，作用到与它有相同自变量的函

数上。Freshet导数定义为 

m
m
mfmfmmf Δ∗

∂
∂

=−Δ+
)()()(           

 

( ) m
dx
d

dx
md

dx
dm

dx
mmd

Δ∗=
Δ

=−
Δ+

dx
xdmxmf )())(( = , 根据定义 。所以Freshet

导数为

例如：

dx
d

 。 

       

将（3.2.14）代入（3.2.13）后，由于函数组 iϕ 是已知的，所以正演条件可等价的表为 

( )           0,,,,,, 121 =LL xni ppdddf ),,1( ni L=         （3.2.20） ，

令                       （3.2.21） ( )Txn ppddd LL 121=y

先验均值为 

                     (3.2.22) ( )Tn ppddd LL 0201002010 =y

则先验协方差矩阵为 

                             (3.2.23) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0

0
0

p

d

C0
0C

C

此处已假设先验均值中的数据与模型参数不相关。 

)(~ xm 的问题可等价的表为 在广义最小二乘意义下，求模型函数

 
 
 

连续模型离散化后的反演广义最小二乘准则 
 
 
 
 
 

( ) 0,,,,,, 121 =LL xni ppdddf ),,1( ni L=正问题：     ，

  令        （各分量为随机变量序列） ( T
xn ppddd LL 121=y )

n1           d ，( )Tdd L= ( )Tpp L= 21p  
 41

反问题：已知 y 的先验均值 （随机变量序列），以及关于 的先验协方差

矩阵 ，在约束条件

0y 0y

0C 0)( =yif ),,1( ni L, = 下求满足高斯概率密度 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

以上表述与离散问题中的表述形式上完全相同，所不同的是随机序列是无穷维的，先验

协方差矩阵也是无穷维。因此，它们的解在形式上也应该完全相同。当然，我们并不是真的

去解这些无穷维的问题，我们只是想通过这种离散的形式来利用以前我们讨论过的离散结

果。最终目的还是要获得连续问题的解。为了彻底解决这个问题，我们还需要几个重要的表

达式。 

    设有函数 以及 ，利用（3.2.14）－（3.2.17）求它们的偏微商表达式 )(mgi ),( mfi d

)())(()()( xxp j
i

j

i
ij m

mg
p

mgG ϕ∗
∂

∂
=

∂
∂

=                                (3.2.24) 

)())(,(),(),( xxddpd j
i

j

im
ij m

mf
p

mfF ϕ∗
∂

∂
=

∂
∂

=                  

I
d
mfF

j

id
ij ∗

∂
∂

=
))(,(),( xdpd                  (3.2.25) 

( ) ( )∫∫ ′′′−′′′′′′∗
∂

∂
=− VdmVdm

m
mgppG jjj

i
jjij )()()()()())(()( 00 xxxxxxp ϕϕϕ    

( )∫∫ ′′′−′′′′′′∗
∂

∂
= VdmVdm

m
mg

jjjj
i )()()()()()())((

0 xxxxxxx ϕϕϕϕ   

 

( )()())((
0 xxx mm

m
mgi −∗
∂

)∂
=                      (3.2.26) 

    首先讨论连续模型在广义最小二乘准则下反演问题是怎么表述的。根据 （3.2.21）－ 
(3.2.23)    

)()( 0
1

00 yyCyy −− −T  

( ) ( ))()()()( 01

1

0
0

0 ppdd
C0

0C
ppdd 00 −−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−= −

−

p

dTT  

 42



)()()()( 0
1

0
1

00
ppCppddCdd 00 −−+−−= −−

p
T

d
T               （3.2.27） 

下脚标形式为 

)()())()(())()(( 0
1

00
1

0
1

0 000 jjijpiijjijdiijjijpii ppCppddCddyyCyy −−+−−=−− −−−  

又根据（3.2.16）－（3.2.19） 

)()( 0
1

0 0 jjijpii ppCpp −− −  

( ) ( )VdmmdVBVdmm jjii ′′′′−′′′′∗′′′−′= ∫∫∫ − )()()()()()()()()( 0
1

00 xxxxxxxxx ϕϕϕϕ  

( ) ( )∫∫∫ ′′′′′−′′′′∗′′−′= − VdVdVdmmBmm jjii )()()()()()()()()( 0
1

00 xxxxxxxxx ϕϕϕϕ  

( ) ( )∫∫ ′′′′−′′′′∗−= − dVVdmmBmm jj )()()()()()()( 0
1

00 xxxxxxx ϕϕ  

( ) ( )( )∫ ∫ ′′′′−′′′′∗−= − dVVdmmBmm jj )()()()()()()( 0
1

00 xxxxxxx ϕϕ  

( ) (∫ −∗−= − dVmmBmm )()()()()( 0
1

00 xxxxx )

)

 

( ) ( )()()()()( 0
1

00 xxxxx mmBmm −∗⋅−= −                   (3.2.28) 

利用（3.2.27）,(3.2.28)就可以将连续模型在广义最小二乘准则下反演的问题表述如下 
 

连续模型反演广义最小二乘准则 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
连续问题通过基函数展开离散化后就可以利用离散问题的结果得到其解。 

根据（3.1.31）－（3.1.34）以及“连续模型离散化后的反演广义最小二乘准则”表述得 

j

id
ij d

fF
∂
∂

=
)(y

,   
j

im
ij p

fF
∂
∂

=
)(y

                       （3.2.29） 

正问题：    ，( ) 0)(, =xd mfi ),,1( ni L=  

  令        d （随机变量序列）。 ( T
nddd L21= )

反问题：已知d的先验均值 （随机变量序列），以及关于d 的先验协方差矩阵

，在约束条件

0d 0

( ) 0)(, =xd mfi0dC ),,1( ni L=, 下求满足高斯概率密度 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −∗⋅−+−−−⋅= −− )()()()(

2
1exp),( 0

1
000

1
00 mmBmmconst T ddCddmdρ

dd ~= )(~)( xx mm = 。 极大值的解 和
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( ) ( )Tm
p

mTd
d

d )()()()()(
00

yFCyFyFCyFyS +=                （3.2.30） 

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=

−+

−+

)()()()()(

)()()()()(

)(

0

0)()()()(
0

)1(

)(

0

0)()()()(
0

)1(

0

0

nnmndnTnm
p

n

nnmndnTnd
d

n

yf
pp
dd

yFyFySyFCpp

yf
pp
dd

yFyFySyFCdd

1

1

 

（3.2.31） 
对线性问题 

正问题： ，算子 不含 的分量。 0
p
d

Fpdf =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=),( pd,F

反问题解： 

( ) ( )Tm
p

mTd
d

d FCFFCFS
00

+=  

( ) ( 000 0
)~ pFdFSFCdd 1 mdTd

d +−= −                        （3.2.32） 

( ) ( 000 0

~ pFdFSFCpp 1 mdTm
p +−= − )                     （3.2.33） 

根据（3.2.14）－（3.2.19）以及（3.2.24）－（3.2.26），代入（3.2.29）－（3.2.33）就得到

连续问题的解。以下分几种情况讨论。 
1) 一般情况 

用下脚表表示 

)())(,())(,(),( xxdxdpd j
i

j

im
ij m

mf
p
mfF ϕ∗

∂
∂

=
∂

∂
=I

d
mfF

j

id
ij ∗

∂
∂

=
),(),( dpd ,     

（3.2.34） 

),(),(),(),(
00

pdpdpdpd m
jlklp

m
ik

d
jlkld

d
ikij FCFFCFS +=  

))(,())(,(
0

xdxd ′′′= mFCmF d
jlkld

d
ik  

)(
))(,(

)(),()()())(,(
0

x
xd

xxxxxxd ′∗
∂

′∂
′′′′′′′′′′′′′′′∗

∂
∂

+ ∫∫ l
j

lmkk
i

m
mf

VdVdC
m
mf ϕϕϕϕ   

m
mf

C
m
mfmFCmF j

m
id

jlkld
d

ik ∂

′′∂
∗′′′∗

∂
′∂

+′′′=
))(,(

),())(,())(,())(,(
00

xd
xxxdxdxd   (3.2.35) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−′−′∗
∂

′∂
+−

+= −+

))(,())()(())(,()))((,(

))(,())(,(

)()(
0

)(
)(

0
)()()(

)()(1)()(
0

)1(
0

xdxxxdxd

xdxd

nn
l

n
n

l
m

n
m

nnd
lm
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(3.2.36) 
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(3.2.37) 

用 )(xiϕ 乘（3.2.37）再利用（3.2.14）－（3.2.19）得 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−′−′∗
∂

′∂
+−′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∗

∂
′∂

+= −+

))(,())()((
))(,(

)))((,(

),(),())(,()()(

)()(
0

)(
)(

0
)()()(

)()(1
)(

0
)1(

0

xdxx
xd

xd

dxxxdxx

nn
j

n
n

j
k

n
k

nnd
jk

nn
ijm

n
in

mfmm
m

mf
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m
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（3.2.38） 

0
)( dd −k

对于非线性问题，（3.2.36）和（3.2.38）是迭代过程。如果收敛则 将趋于平稳。 

对线性问题 

正问题：  0
p
d

FFpd =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= )(),( md

if

即                   （3.2.39） 0=+ j
m

ijj
d

ij pFdF

算子 和 不含d和 的分量。 d
ijF m

ijF p

利用（3.2.34），一般的线性系统（3.2.39）可表为 

0)())(,(
=∗

∂
∂

+ xxd m
m
mfdF i

j
d

ij                  

或                    （3.2.40） 0)()( =∗+ xx mgdF ij
d

ij

m
mfg i

i ∂
∂

=
))(,()( xdx 不含模型函数 和d的分量。 )(xm其中算子

 
反问题解： 

)(),()(
00

xxxx ′∗′∗+= jmi
d
jlkld

d
ikij gCgFCFS      （3.2.41） 

{ )()( }~
00

1
0 0

xx ′∗′+−= − mgdFSFCdd lm
d

lmkl
d

kjijdii              （3.2.42） 

( ) { })()(),()()()(~
00

1
0 0

xxxxxxx ′∗′+′∗′−= − mgdFSCgmm jk
d
jkijmi    (3.2.43) 
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线性问题无需迭代。 
 
2) 数据可以用模型函数显式表示 

根据（3.1.35）－（3.1.41）可知 

正问题： ，  ),,1( ni L=0)( =− pii gd

变换后 

0))(( =− xmgd ii ，              （3.2.44） ),,1( ni L=

 
反问题解： 

)())(()( xxp j
i

ij m
mgG ϕ∗
∂

∂
=ij

d
ijF δ= ， ，)()( pp ij

m
ij GF −=     (3.2.45) 
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m
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m
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m
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m
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m
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x
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               (3.2.46) 
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  (3.2.47) 

⎭
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x
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m

mgddmS

m
mg

Cmm

n
n

kn
kk

n
jk

n
j

m
n

  (3.2.48) 

 
对于线性问题 

           )()())(( xxx mgmg ii ∗=

正问题：                         （3.2.49） )()( xx mgd ii ∗=

其中算子 不含模型函数和数据分量。 )(xig

反问题解： 
由（3.2.45）得 

)())(( xx
i

i g
m
mg

=
∂

∂
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代入（3.2.46）－（3.2.48）得 

)(),()(
00

xxxx ′′∗′′′∗′+= jmiijdij gCgCS                (3.2.50) 

{ } )(~)()()(~
00

1
0 0

xxxx ′∗′=′∗′−−= − mgmgdSCdd ikkjkijdii         (3.2.51) 

( ) { })()(),()()()(~
00

1
0 0

xxxxxxx ′∗′−′∗′+= − mgdSCgmm kkjkmj   (3.2.52) 

 
3) 无数据 

正问题： 

     0))(( =xmfi ，                     （3.2.53） ),1( ni L=

根据 (3.2.35)（3.2.38）可知 

m
mf

C
m

mfS j
m

i
ij ∂
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∂
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=
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x
xxx

                     (3.2.54) 
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n
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         (3.2.55) 

 
4) 分辨和误差分析 

如果迭代收敛，收敛前的几次迭代结果应该非常接近，就可以做线性化近似。所以最后

模型的评估就可以用线性系统中的评估方法。 

0))(( =− xmgd ii  设数据可以用模型函数显式表示，正问题为：

根据（3.1.58）模型的后验协方差矩阵 为 pC

njpmnlmlkikpijppij CGSGCCC
000

1−−=                （3.2.56） 

设后验协方差函数为 ，根据协方差算子的定义（3.2.8）和（3.2.12） ),( xx ′mC

∫∫
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)()()( xxxx ′=′− ii ϕϕδ)(x′jϕ上式左乘 )(xiϕ 得 ，右乘 ，并利用

),())(())((),(),(),(
000

1 xxxxxxxxxx ′′′∗
∂

′′∂
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′′∂
∗′′−′=′ −

m
m
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m
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m
mgCCC      
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),(),(
0

xxxx ′−′= m
m AC                  （3.2.57） 

 
其中 

),())(())((),(),(
00

1 xxxxxxxx ′′′∗
∂

′′∂
∂

′′∂
∗′′=′ −

m
m

lm
l

m
m C

m
mgS

m
mgCA       (3.2.58) 

m
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C
m

mgCS j
m

i
ijdij ∂

′′∂
∗′′′∗

∂
′∂

+=
))((

),())((
00

x
xxx

                   (3.2.59) 

(3.2.57) －（3.2.59）右边各量用（3.2.46）－（3.2.48）最后一次迭代的值。 
xx ′=    后验协方差函数既是分辨的度量又是后验模型方差的度量，当 时，它表示该点的

方差，当 时，它为模型的分辨。计算结果通常像图7。 xx ′≠
 
 
 

图 7 模型的分辨图 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.3 举例 
1) 无网格走时反演 

∫=
)( )(

1

vs
ii ds

v
t

x
),,1( ni L=         (3.3.1) 正演条件为： ，

其中 为速度函数。积分限 表示积分路径与介质的速度有关。 )(xv )(vs

写成算子的形式为 

∫ ∗=
)(

)(
ms

ii mdst x ， ，                 (3.3.2) ),,1( ni L=

)(
1)(
x

x
v

m = 为波幔度函数。 其中

反问题：有一组观测数据 ，0
it ),1( ni L= ，其先验协方差矩阵为 。先验模型函数为0d

ijC
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)(~ xm)(0 xm ，先验协方差函数为 ，求波慢速函数),(0 xx ′mC 。 

 
这是一个模型函数，数据可用模型函数显式表示的连续函数反演问题，目标函数为波幔

度
)(

1)(
x

x
v

m = 。由于算子 含有模型函数，所以该问题属于非线性反演。反演公式应

该用(3.2.45)－(3.2.48)。 

∫
)(ms

ids

先求Freshet导数。令 ，根据Freshet导数定义 ∫ ∗=
)(

)())((
vs

ii mdsmg xx

∫∫ ∗−Δ+∗
Δ+ )()(

)())((
ms

i
mms

i mdsmmds xx  

)()())(( 2

)()(

momdsmmds
ms

i
ms

i Δ+∗−Δ+∗= ∫∫ xx  （应用费尔马原理） 

∫ Δ∗=
)(ms

i mds  

所以得 

∫=
∂

∂

)(

))((

ms
i

i ds
m
mg x

                               (3.3.3) 

根据(3.2.46)得 

     ∫ ∫
′′ ′

′′′′′′+=
)( )(

),(00

ms ms
ji

md
ijij sdsdCCS xx

根据(3.2.47)得 
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根据(3.2.48)得 
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j
mn sdmtmSsdCmm xxxxx  

根据(3.2.57)得模型函数得后验协方差 

∫∫
′′

−

′′

′′′′′′′′′−′=′
)(

1

)(

),(),(),(),( 000

ms
j

m
ij

ms
i

mmm sdCSsdCCC xxxxxxxx  

以上的积分都是对射线路径的积分。 
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习题：当目标函数为速度 时，写出反演公式及后验协方差函数。 )(xv

 
 
 
 
 
 

费尔马原理  
 给定震源，接受点以及地震波速度。定义地震波走时 
 

∫=
)( )(

1

vs

ds
v

T                       
x 

 ，走时T 是射线路径 的泛函。 s
 T 取极值的路径。 费尔马原理：物理上可行的路径是使泛函
     泛函极值的必要条件是：泛函T 的变分为零。 
 
 
 
2) 面波群速度反演 

假设面波行走的路径为地球上的大圆弧。 

∫=
s

ii ds
v

t
)(

1
x

，  ),,1( ni L=正演条件为：

其中 为面波群速度， 为第 i 条路径的群速度走时。积分路径为震中点到地震台站

之间的大圆弧。 

)(xv it

),,1( ni L=反问题：已知某一区域一组观测的面波群速度走时数据 ，0
it 、观测数据的协方

差矩阵 ，以及先验群速度 和关于先验群速度的协方差函数 。求目

标函数 。 

),(0 xx ′vC0t
ijC )(0 xv

)(xv

 
3.4 多个模型函数的情况 

以上讨论的是一个模型函数的情况。在实际问题中会碰到一个物理模型用多个连续函数

来描述的情况。比如反演速度随深度的变化，一般是把深度按间断面分层，每层可以用一个

速度函数来描述。又比如，我们不仅要反演地震P波速度，同时还要反演S波速度和密度。

这样就可能需要三个模型函数。先讨论两个模型函数的情况，然后再推广到多个。 

设模型函数为 和 。它们属于同一个希尔伯特空间，具有先验均值 ，

，以及关于 和 的先验协方差函数 和 。为简单起

)(0
1 xm)(1 xm )(2 xm

),(0
1 xx ′mC ),(0

2 xx ′mC)(0
2 xm )(0

1 xm )(0
2 xm
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),,1( ni L=见，设两个先验模型函数之间不相关。数据是离散的， , id ,  先验均值为 。

先验协方差矩阵为 。设先验均值 与先验模型函数之间不相关。 

0
id

0d
ijC 0

id

正演条件为 

),,1( ni L=0))(),(,( 21 =xxd mmfi                           （3.4.1） ，

设 和 在基函数下展开为 )(1 xm )(2 xm

)()( 1
1 xx iipm ϕ= ，                      （3.4.2） )()( 2

2 xx iipm ϕ=

)()( 1
0

0
1 xx iipm ϕ= ，                     （3.4.3） )()( 2

002
0
2 xx iipm ϕ=

则正演条件可表为 

),,1( ni L=         0),,,,,,( 2
2

2
1

1
2

1
121 =LLL ppppdddf ni  （3.4.4） 

关于 和 的协方差矩阵为 1
0ip 2

0ip

     VdVdCC j
m

i
p
ij ′′′= ∫∫ )(),()( 00

11 xxxx ϕϕ

VdVdCC j
m

i
p
ij ′′′= ∫∫ )(),()( 00

22 xxxx ϕϕ  

则数据和模型分量的协方差矩阵分别为 ， ， ，总的先验协方差矩阵为 0
1
p
ijC 0

2
p
ijC0d

ijC

                                 （3.4.5） 
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1
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1
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                  （3.4.7） T
n ppppddd )( 2
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2
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1
02

1
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0
10 LLL=b
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( ) ( ) ( )TmpmTmpmTddd )()()()()()( 2021010
21 bFCbFbFCbFbFCbF ++=  （3.4.8） 
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fF
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21
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1 xdbb j
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j
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mmf
p
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（3.4.10） 
根据（3.1.20）得 
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所以 
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按照一个模型函数中的同样做法，把（3.4.8），（3.4.11）－（3.4.13）返回到连续模型中去。

得 
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根据获得(3.2.38)同样的步骤，可得 
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（3.4.17） 

 
 
由此可以推广到一共有 个模型函数的情况。假设先验模型函数之间相互独立，第αk 个模

型函数的先验协方差函数为 。 ),(0 xx ′mCα

 
1) 一般情况 

),,1( ni L=0))(,),(,( 1 =xxd ki mmf L       (3.4.18) 正问题：  ，

反问题的解： 

设第α 个模型函数 的先验均值解为 ，关于 的先验协方差函数为

。则 

)(xαm )(0 xαm )(0 xαm

),(0 xx ′mCα
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对于非线性系统，（3.4.19）(3.4.20)是迭代解。 
 
线性系统的解 

正问题： ，0)()(),,,(
1

1 =∗+= ∑
=
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d

ijki mgdFmmf
α

α
α xxd L ),,1( ni L=   （3.4.22） 

α

α

m
fg i

i ∂
∂

=     其中算子 不含有模型函数和数据分量。 

反问题的解： 
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2) 数据可以用模型函数显式表示 

),,1( ni L=0))(,),(())(,),(,( 11 =−= xxxxd kiik mmgdmmf LL  (3.4.26) 正问题： ，

反问题的解： 
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对于非线性系统，（3.4.28）(3.4.29)是迭代解. 
 
线性系统的解 
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3) 无数据 
此情况，可以用来求微分方程的解。 

),,1( ni L=0))(,),(( 1 =xx ki mmf L    正问题：        ，

    反问题解：  
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非线性系统必须迭代。 
 
4) 多模型函数反演的分辨与误差 

先讨论两个模型函数的情况。设数据可以用模型函数显式表示。 

0))(),(( 21 =− xx mmgd ii      正问题为：
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p
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模型函数及相关的量按照(3.4.2) －（3.4.10）表示后，设矩阵 的元素由1G 构成，

矩阵 的元素由
j

i

p
g

2∂
∂ ( )21 GGG =2G 构成，则 。由于先验模型函数相互独立，则 

，令后验协方差矩阵为 ，根据（3.1.58）后验协

方差矩阵可表示为 
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返回到连续模型，根据求(3.2.57)相同的步骤，就得到两个模型函数时后验协方差及交叉协

方差函数 
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第一个模型函数 的后验协方差函数为 )(1 xm
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第二个模型函数 的后验协方差函数为 )(2 xm
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两个模型函数的交叉协方差为 
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由S的对称性推知 

),(),( 2112 xxxx ′=′ mm CC  

 
根据以上的分析很容易证明，当模型函数一共有 个时，第αk 个模型函数的后验协方差函

数为 
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（3.4.36） 

第α β 个模型函数的后验交叉协方差函数为 个模型函数与第
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  (3.4.38) 

 
对于非线性问题，（3.4.36）－（3.4.38）中的模型函数取最后一次的迭代值。当 时，

表示第

xx ′=

xx ′≠),( xxmCαα α 个模型函数在x 点的方差。当 时，取定x ， 表示模型),( xx ′mCαα
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函数在 点的分辨。由（3.4.37）可知，虽然假定了先验模型函数之间相互独立，但后验模

型函数之间是有可能相关的。 
x

 
3.5 混合问题 

描述一个物理系统有时仅用离散参数还不够，同时还需要用连续函数。这是模型参数的

混合问题。比如，利用走时资料进行震源参数反演，这是离散模型参数的反演问题，有4个
离散参数，震源的坐标和发震时刻。如果把地震波速度和震源参数联合反演，速度模型用连

续函数表示，那么反演就成了混合问题。又比如，面波波形反演，介质速度模型的描述在有

些层可用离散参数，在有些深度上可以用连续模型（比如上地幔过渡带），这也是模型参数

的混合问题。 

为简单起见，首先考虑一组离散模型参数和一个模型函数的情况。数据是离散的， , 

,  先验均值为 ，先验协方差矩阵为 。离散模型参数用

表示，具有先验均值 和先验协方差矩阵 。模型

函数用 表示，具有先验均值 和关于 的先验协方差函数 。设先

验均值 与先验模型参数及函数之间不相关，离散模型参数与模型函数之间也不相关。正

问题为 
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),,1( ni L=0))(,,( =xhd mfi ，                    （3.5.1）              

如果模型函数像（3.2.14）那样用基函数展开，其坐标为 ，则正问题可表述为离散模型的

形式 

ip

                 

),,1( ni L=0),,,,,,,,( 2111 =LLL pphhddf sni                （3.5.2） ，

先验均值函数 用（3.2.16）展开，其坐标为 ，先验协方差函数 像（3.2.18）

那样用矩阵表示，  。令 
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则数据和模型分量的先验协方差矩阵分别为 ， ， ，总的先验协方差矩阵为 0d
ijC 0h

ijC 0p
ijC

                                 （3.5.5） 
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令       
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根据（3.1.20）得 
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所以 
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把（3.5.6），（3.5.8）－（3.5.10）返回到连续模型中去。得 
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由此可以推广到一共有 个模型函数的情况。假设先验模型函数之间相互独立，第αk 个模

型函数的先验协方差函数为 。 ),(0 xx ′mCα

 
1) 一般情况 

),,1( ni L=0))(,),(,,( 1 =xxpd ki mmf L                       (3.5.16) 正问题：  ，

反问题的解： 

设第α 个模型函数 的先验均值解为 ，关于 的先验协方差函数为

。则 
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对于非线性系统，（3.5.17）(3.5.20)是迭代解。 
 
线性系统的解 
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ijF 不含有模型参数和函数以及数据分量。 

反问题的解： 
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2) 数据可以用模型函数显式表示 
正问题： 
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反问题的解： 
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对于非线性系统，（3.5.28）(3.5.30)是迭代解. 
 
线性系统的解 

正问题：          (3.5.31) 0)()(),,,,(
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其中算子 ， 不含模型参数和模型函数以及数据分量。 h
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                  (3.4.31) 
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3) 混合问题反演的分辨与误差 
    先讨论一组离散模型参数和一个模型函数的情况。设数据可以用模型函数显式表示。 

),,1( ni L=0))(,,( 1 =− xmhhgd kii L      正问题为： ，

设先验模型协方差函数为 ，模型参数先验均值 的协方差矩阵为 。模型

函数及相关的量按照(3.4.2) －（3.4.10）按基函数展开表示后，参考（3.1.58），设矩阵 的

元素由
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∂ ( )21 GGG =构成，矩阵 的元素由2G 构成，则 。由于先验模型函数相互

独立，则 ，令后验协方差矩阵为 ，根据（3.1.58）

后验协方差矩阵可表示为 
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返回到连续模型，根据求(3.2.57)相同的步骤，就得到模型函数后验协方差及交叉协方差函

数 
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模型函数的后验协方差为 
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离散模型参数与模型函数交叉协方差函数为 

),())(,()( 00 1 xxxhx ′∗
∂

′∂
∂
∂

−= − ml
kl

j

kh
ij

hm
i C

m
mgS

h
gCC                   (3.5.39) 

 
根据以上的分析很容易证明，当模型函数一共有 个时，正演条件为k
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第α β 个模型函数的后验交叉协方差函数为 个模型函数与第
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离散模型参数的后验协方差矩阵为 
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第 i 个离散模型参数与第α 个模型函数交叉协方差函数为 
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对于非线性问题，（3.4.36）－（3.4.38）中的模型函数取最后一次的迭代值。当 时，

表示第

xx ′=

xx ′≠),( xxmCαα α 个模型函数在x 点的方差。当 时，取定x ， 表示模型

函数在 点的分辨。由（3.4.37）可知，虽然假定了先验模型函数之间相互独立，但后验模

型函数之间是有可能相关的。 

),( xx ′mCαα

x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
几点说明 

 在连续模型函数的反演中，所有的偏导数都是Freshet导数，它们都是算子。算子的作用

符“∗”作用到与算子有相同自变量的对象上。左作用与右作用的意义相同。 
 本讲义采用下脚标求和规则。所有公式中如果有相同的拉丁字母下脚标，表示求和。相

同希腊字母的下脚标，不求和。 
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附录 

A. 数学准备 
符号规则：黑体小写拉丁字母代表矢量，黑体大写拉丁字母代表矩阵（非一维）。 
          带下角标的非黑体拉丁字母代表分量。 
 

A.1 张量算符及下角标求和规则 
下角标求和规则：下角标相同的两个拉丁字母代表求和。下角标为希腊字母不求和。 

例： ，其中n是矢量 ，b的维数。 nn

n

ii bababababa +++== ∑
=

L2211
1α

αα a

kjikjiij BABA == ∑
=1

)(
α

ααAB      

    ；  ijij
T Aa=)( aA

几个重要的运算符 

ijδ a.  算符 

定义：   
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji
ji

ij ,0
,1

δ

ijij aa =δ ，传递性。把角标 i 传给 j。 例：      
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ijkε b. 算符 

定义：  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

213132321,1
231312123,1

,0

，，取值

，，取值

任意两个下角标相同

ijk
ijkijkε

miljmjliijklmk δδδδεε −=例：   

3,1=i c. kjijki baε=× )( ba   ,  ,  迪卡尔坐标 iiba=⋅ba  

j

k
ijki x

a
∂
∂

=×∇ ε)( a 3,1=i，迪卡尔坐标   d. 

i

i

x
a
∂
∂

=⋅∇ a 3,1=i，     迪卡尔坐标  

wvuvwuwvu )()()( ⋅−⋅=××例题：证明  

mlklmjijk wvu εε      证：等式的左边=  

                   = mljklmijk wvuεε  

mljjlimjmil wvu)( δδδδ −=                    

                    illmim wvuwvu −=

右边=⋅−⋅= ii wv )()( vuwu                   。   证毕。 

fff
vvv

2)( ∇−⋅∇∇=×∇×∇  习题： （1）证明 

0)( =×∇⋅∇ f
v

0)( =∇×∇ ϕ       （2）证明  ，

A2. 线性代数 
a. 线性空间 

 加法运算 
在非空的集合 V 中，给定了一个对应规则，即一个算法，它使 V 中的任意两个元

素 对应到 V 中的一个元素c，记为ba, cba =+ 。这算法遵守： 

（i）  abba +=+

)()( xbaxba ++=++（ii）  

（iii）V 中存在元素θ：是对 V 中的任意元素 ，x xxθ =+  

,)( V∈−x θxx =−+ )(（iv）对于 V 中每一个 , 存在 x  使  
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 数乘运算 
V∈a F∈λ在集合 V 中，给定一个对应规则，对任意取定的 ， (数域) ，对应 V

中的一个元素 ，记为 ya =λy ，这算法遵守： 

baba λλλ +=+ )(（i）  

aaa μλμλ +=+ )(（ii）  

aa )()( λμμλ =（iii）  

aa =1（iv）  
 线性空间 

ba + λ若取定数域 F，在非空集合 V 中，规定了加法运算 和对域 F 中的数 的数乘

运算 aλ ，则 V 是域 F 上的线性空间或称向量空间。记为 V(F)，V 中的元素通常称

为向量。 
 向量组的线性无关 

给定 V 中的一组向量 ，如果其中至少有一个，比如 ，能表为组

中其余向量的线性组合：

maaa L,, 21 1a

mmaaaa λλλ +++= L33221 。我们说向量组

是线性相关的。 maaa L,, 21

定义：对于向量组 ，如果maaa L,, 21 θaaaa =++++ mmλλλλ L332211 ，仅当

021 ==== mλλλ L 时成立，则称这向量组是线性无关的。 

 基和坐标 
定义：线性空间 V 中，如果他的极大线性无关组所含向量的个数是 n, 就称 V 是 n

维线性空间。V 中任意一个极大线性无关组 称为 V 的一组基。V 中

的任意一个向量a 都可以用基来线性表示 

},,{ 21 naaa L

nnaaa aaaa +++= L2211  

系数组 称为a 关于基 的坐标。 ),,( 21 naaa L },,{ 21 naaa L

只要线性空间 V 中含有一个非零向量a ， 就是一个线性无关组，空间的维

数就 ；当线性无关组含有无穷多个向量时，空间就是

}{a

1≥ ∞维的；当 V 中仅含有零

向量时，自然就称他为 0 维空间。 
b. 线性变换 

 中的变换 )(FVn

)(FVn )(FVn∈ℜ= xy )(FVn∈x中的变换ℜ定义为： 。 ，
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 线性变换 

定义：若ℜ是 的变换，他把 V 中的每一个向量 变换到 ，并满足               )(FV x V∈ℜx

x yxy )()( xx ℜ=ℜ λλ+ℜ=ℜ )+( ℜ F∈λ  ； ，

则称 是 V 的线性变换或称线性算子。 ℜ
 

 线性变换的坐标表示 
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