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一个用于边坡稳定分析的通用条分法 
 
张鲁渝 

(后勤工程学院 军事土木工程系，重庆  400041) 

 

摘要：介绍了通用条分法的基本方程。与经典公式的不同在于，它直接将条间力合力的大小和方向作为未知数，

通过定义不同的条间力倾角函数，可以方便地模拟各种严格条分法，如 Spencer法、Morgenstern-Price法以及基于

力平衡的简化法，如不平衡推力法、陆军工程师团法、罗厄法等。方程的求解采用了 Rapid Solver 法，算例分析

表明，通用条分法 GLE具有较高的数值精度和实用价值，且方程形式简单、易于编程。 
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GENERALIZED LIMIT EQUILIBRIUM METHOD FOR SLOPE  

STABILITY ANALYSIS 
 

ZHANG Lu-yu 
(Department of Civil Engineering，Logistical Engineering University of PLA，Chongqing 400041，China) 

 

Abstract：The basic equations of generalized limit equilibrium method (GLE) are introduced，in which the 
difference from the classical methods is that the value and direction of interslice force are regarded as unknowns. 
The Rapid Solver is adopted to solve equations. Through defined function of interslice force angles，GLE can 
emulate rigorous methods such as Spencer and Morgenstern-Price methods，as well as other simplified methods 
satisfying force equilibrium，such as the unbalance thrust force method，Corps of Engineers，and Lowe-Karafiath 
method and etc.. The results show that GLE is a practical method with high precision and has the advantages of 
simple formulation to program easily. 
Key words：slope engineering；generalized limit equilibrium method；slope stability；limit equilibrium 
 

 
1  引  言 

 
极限平衡法可分为简化法和严格法 2类。对于
同一算例，满足力和力矩平衡条件的严格法给出的

安全系数基本相同，偏差一般不会大于 5%[1]；而只

满足力平衡或力矩平衡的简化法的计算结果离散性

较大，且仅满足力平衡的方法比仅满足力矩平衡的

方法离散性更大。各种简化方法反映了早期手算的

需要，随着计算机软硬件技术的飞速发展，在边坡

稳定分析中以精度更高的严格法代替简化法已成为

必然。 
    严格法最终可归结为包含 2个未知数的非线性
方程组的求解，此时会遇到数值收敛问题。许多学

者对此做了有益的尝试，如文[2]提出的 Rapid Solver
法，其基本原理是寻找力平衡曲线 ，f(Ff  )λ 与力
矩平衡曲线 )( m λ，Ff 的交点 ，F(  )λ ，F 为坡体的
安全系数，λ是与条间力倾角函数有关的常数。它
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有效地将二维迭代过程转化为一维迭代，在国外应

用较广。文[3，4]从二维迭代入手，推导了可用于
Newton-Raphson迭代所需的导数公式，可实现二阶
收敛，是一种较为快速的收敛法。上述 2种方法各有
千秋，前者编程实现简单，对迭代初值要求不高，

但求解速度与精度相对后者较低；后者需要用到根

值附近的导数值，且实现编程又较前者复杂。 
本文首先介绍了通用条分法GLE(generalized limit 

equilibrium method)的基本方程[5]。它直接将条间力

合力的大小和方向作为未知数，通过定义不同的条

间力倾角函数，可以方便地模拟各种严格条分法，

如 Spencer 法[6]、离散化的 Morgenstern-Price(M-P)
法(M-P的积分形式见文[7，8])及各种基于力平衡的
简化法，如不平衡推力法、陆军工程师团法、罗厄

法等。方程的求解基于 Rapid Solver法，本文详细
地给出了 Rapid Solver法的求解过程。算例分析表
明，GLE具有较高的数值精度和实用价值，且方程
形式简单、易于编程。 
 
2  基本理论 

 
严格法要求土条满足所有的静力平衡条件，即

2个力平衡条件及 1个力矩平衡条件[5]。以土条为隔

离体，其受力分析如图 1所示。 
 

 

图 1  土条受力分析图 

Fig.1  Force acting on a typical slice 

 
为简化书写，省去了各分量下标 i (土条编号)。
符号含义如图 1所示：F 为安全系数； aS 为条底可
获得的抗剪力， ϕtana NclS ′+= ， c，ϕ， l分别
为条底粘聚力、摩擦角、长度； mS 为条底发挥的抗
剪力； αU 为孔隙水压力；W 为土条重力；N ′为条

底有效法向力；α 为条底倾角；h为土条平均高度；

LZ ， RZ 为土条左、右端水平条间力； Lh ， Rh 表征
条间力作用位置； Lθ ， Rθ 为土条左、右条间力水平
倾角。 
2.1 平衡方程 
2.1.1 土条底线平行方向的力平衡方程 

0sin)cos()cos( RRLLm =−−−−+ αθαθα WZZS (1) 

根据莫尔–库仑强度准则，有 
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将式(2)代入式(1)得 

−−=′ )cos(tan RRm θαϕ ZN  

mLL sin)cos( cWZ −+− αθα            (3) 

2.1.2 土条底线法向方向的力平衡方程 
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将式(4)代入式(3)，得 
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(5) 

2.1.3 土条的力矩平衡方程 
以土条底线中点为取矩中心，建立土条的力矩

平衡方程为 
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整理并简化式(6)，可得 
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2.2 垂直条间力倾角的假定 
在说明这个问题之前，有必要明确为什么要进

行条间力倾角假定。如果滑体共被划分为n个土条，
则可建立的方程总数及未知数总数见表 1，2。如无
特别说明，下文条间力均指垂直条间力。 
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表 1  可建立的方程总数 

Table 1  Equations associated with given methods 

方程数 建立方程的条件 

2 n 2个方向的力平衡方程，式(1)，(4) 

n 每个土条的力矩平衡方程，式(6) 

n 条底切向力与法向力的莫尔–库仑准则，式(2) 

4 n 方程总数 

 
表 2  未知数总数 

Table 2  Unknowns associated with given methods 

未知数个数 未知数 

1 安全系数 F，假定各土条 F相同 

n 条底法向有效力 N′ 

n 条底切向力 Sm 

n－1 垂直条间力 Z 

n－1 垂直条间力倾角θ 

n－1 垂直条间力作用点 

5 n－2 未知数总数 

 

由表 1，2分析可知，已建立的方程总数为 4n，
而未知数总数却为 25 −n 。很显然这是个超静定问
题，要想求解，必须对 2−n 个未知数进行假设，使
其变为静定可解。由此，条间力倾角的假定便成为

求解方程组的必然。通常假定条间力的倾角满足形

式为 
)(  xfλθ =                   (8) 

式中：θ 为条间力倾角，共有 1−n 个。因各θ 间具
有相同的 λ (表征了条间法向力与切向力所满足的
比例关系)，即只有 2−n 个独立的未知数得到假定，
此时方程组的方程总数与未知数总数相等。 )(xf 是
一已知函数， )(xf 的不同也就成了各种极限平衡法
的区别。如 1)( =xf 时，为 Spencer 法。对于
Morgenstern-Price 法， )(xf 可取多种函数形式，如
图 2，3所示。 
 

   
 

图 2  半正弦函数 
Fig.2  Half-sine function 

 

图 3  自定义函数 
Fig.3  User-defined function 

 
图 3所示自定义函数具有非常有用的功能，利
用它可以模拟实现多种需要条间力函数的条分法，

如陆军工程师团法、罗厄法，以及不平衡推力法。

具体如何应用详见算例分析。 )(xf 的构造如图 4所
示，可得 
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式中：x为条间力水平坐标，a为坡角水平坐标，b
为坡顶水平坐标。 

 
图 4  条间力倾角的计算示意图 

Fig.4  Calculation diagram of interslice force angles 
 
3  数值迭代求解步骤 

 
如图 5 所示，本文给出的通用条分法与经典的

Morgenstern-Price法的区别仅在于数值迭代求解上，
而基本理论与M-P法实质并无区别。 

(1) 假定条间力倾角函数 )(xf 。 
(2) 确定安全系数 F 的迭代初值及 λ值。从坡
脚第 1条土条开始，已知第 1条土条的 LZ 等于 0，

LZ 的作用点位置 Lh 也等于 0，可由式(5)，(7)分别
求得第 1条土条的 RZ 及作用点 Rh ，并以此作为第 2
条土条的 LZ 及 Lh 。以此递推，可求得最右端土条(坡
顶)的 RZ ， Rh 。 

(3) 对于最右端土条的 RZ ， Rh ，如满足力平衡
条件，则 RZ = 0，此时力平衡对应的安全系数为 fF ，
否则调整 F ，按式(5)递推求解，直到 RZ = 0，得到

fF 。如满足力矩平衡条件， Rh = 0，此时力矩平衡

f (
x)

 

f (
x)
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对应的安全系数为 mF ，否则调整 F ，按式(7)递推
求解，直到 Rh = 0，得到 mF 。通常 fF ， mF 并不相
等。注意本步骤中λ值不变，由此可得到力平衡点

)( fF，λ 及力矩平衡点 )( mF，λ 。判断是否为 0时，
一般要设定一个容差 ε ≤10－3。  

(4) 改变λ，按步骤(2)，(3)进行递推求解，得
到 1 组新的力平衡点 )( fF，λ 及力矩平衡点 ，λ(  

)mF 。 
(5) 求一系列λ值(一般 5 个左右)对应的力平
衡点及力矩平衡点，在λ -F坐标系中连接对应的点，
得到力平衡与力矩平衡曲线。两曲线交点的纵坐标

即为满足力平衡又满足力矩平衡的 F。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 5  通用条分法求解步骤框图 
Fig.5  The structure chart of solving GLE 

 
4  算例分析 

 
本文算例 1 沿用文[9]的考题，土质参数 c =29 

kPa，ϕ = o20 ，γ =18.8 kN/m3，算例 1～3的土质参
数及坡面几何参数均相同，且 3个算例坡面坡度均
为 2∶1，滑面几何参数分别如图 6～11所示。对于
组合滑面(算例 2)，其圆弧段圆心与算例 1相同。所
有算例的求解均采用作者编制的 ZSlope 稳定分析软
件[10]计算。 
通过对 3 种不同滑面类型的边坡进行稳定分
析，计算结果见图 9～11，结果分析见表 3。结果显 

 
图 6  圆弧滑面计算简图 

Fig.6  Calculation diagram for circle slip 
 

 
图 7  组合滑面的计算简图 

Fig.7  Calculation diagram for composite slip 
 

 
图 8  折线滑面的计算简图 

Fig.8  Calculation diagram for polyline slip 

 
示，本文建议的通用条分法具有较高的计算精度，

且其计算结果与相应经典方法相对误差均在 1%之
内。如果力平衡曲线与力矩平衡曲线有 2个交点，
取第 1个交点。同时也可看出，由于要计算一系列
λ所对应的力平衡点及力矩平衡点，需要大量的迭
代计算，因而计算效率较低，如果只求解单个滑面

的安全系数，则计算效率不是问题，但在成千上万

个滑面中搜索临界滑面时便会遇到麻烦。 
不平衡推力法[11]在我国工业与民用建筑及铁

道部门广为应用。它仅满足力平衡，其基本假定是 

c = 29 kPa 
ϕ = 20° 
γ = 18.8 kN/m3 

c = 29 kPa 
ϕ = 20° 
γ = 18.8 kN/m3 

c = 29 kPa 
ϕ = 20° 
γ = 18.8 kN/m3 

假定条间力倾角函数 f (x) 

设定λ的值 

确定F的迭代初值 x及最
左端土条 ZL= 0，hL = 0 

连接相应的平衡点，形成力平衡曲线与

力矩平衡曲线，并求交点，交点纵坐标

即为最终安全系数 F 

按式(5)递推求解最右端
土条 ZR 

按式(7)递推求解最右
端土条 hR 

ZR=0 hR=0 

力平衡 Ff = F，得到力平
衡点(λ，Ff) 

力矩平衡 Fm = F，得到力
矩平衡点(λ，Fm) 

循
环

5
次

 

否 否

是 是 
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(a) f (x) = half-sine 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(b) f (x) = 1 

图 9  圆弧滑面计算结果 
Fig.9  Calculation results for circular slip 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(a) f (x) = half-sine 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(b) f (x) = 1 

图 10  组合滑面计算结果 
Fig.10  Calculation results for composite slip 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) f (x) = half-sine 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

(b) f (x) = 1 

图 11  折线滑面计算结果 

Fig.11  Calculation results for polyline slip 

 

表 3  各算例安全系数计算结果分析 

Table 3  Results of safe factors for all examples 

方法 误差/% 

1 2 3 4 算

例

GLE法(f (x)
为 half-sine)

GLE法
(f (x) = 1)

Morgenstern- 
Price法 

Spencer 
法 

方法 1
对方法

3 

方法 2
对方法

4 

1 2.085 2.077 2.079 2.096 －0.289 －0.906

2 2.179 2.215 2.182 2.237 －0.137 －0.983

3 2.024 2.058 2.033 2.074 －0.443 －0.771

注：Morgenstern-Price条间力函数为 half-sine。 

 
条间力合力的方向与相邻土条底面平行。应用 GLE
通用条分法实现不平衡推力法非常方便，只需根据

土条划分情况定义条间力倾角函数即可，条间力倾

角函数 )(xf 的构造见式(9)，图 12是根据算例 3得
到的条间力倾角函数。如在递推过程中不对条间力

为负的情况进行归零处理，则安全系数为 2.051，如
对条间力进行归零处理，处理后的安全系数为

2.004。陆军工程师团法、罗厄法条间力倾角函数的
构造与不平衡推力法类似，恕不赘述。 
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图 12  不平衡推力法条间力倾角函数 
Fig.12  Interstice force angle function for unbalance thrust  

force method 

 
5  结  论 

 
(1) 本文给出的通用条分法 GLE的基本方程，
与经典公式的不同在于，它直接将条间力合力的大

小和方向作为未知数。 
(2) 方程的求解基于 Rapid Solver法，此算法不
需要对方程求导，因而编程简单，但收敛速度较慢。 

(3) 通过不同条间力倾角函数的定义，利用本
文给出的公式可以方便地模拟各种严格条分法，如

Spencer法、Morgenstern-Price 法以及不平衡推力
法、陆军工程师团法、罗厄法，算例分析表明，本

文建议的方法具有较高的数值精度和实用价值。 
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