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分形几何在自然科学中的应用
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　　本文综述了分形几何在物理学、生物学、工程技术、生命科学、地震学等领域的应用。从中我们还可以发现大千
世界中数学的优美。

　　分形理论在自然界与社会活动中得到了广泛应用。

在自然科学的各个研究领域里，人们自觉地运用分形几
何学，从数理化、天地生到工农医等领域都获得了许多
新认识和新进展。如物理学中的湍流（流体的不规则运
动）与相变（物体由一种相态到另一种相态的转变）；化
学中的高分子链、多相催化剂表面特征、凝胶（溶胶或溶
液中的胶体粒子或高分子形成的空间网状结构）；天文
学中的星团分布、宇宙大尺度结构的形成；地学中的渗
流（流体在多孔介质中的流动），分形地貌、河流与水系；

生物学中的全息现象；医学中的人体组织结构，如血管、

肺、心脏等的分形描述；材料的损伤断裂……无不显示
出分形理论和方法的威力［１］。

１ 在物理学和工程技术中的应用
分形理论自产生之日起就得到了物理学家的高度

重视，并在物理学中得到广泛应用。其原因是分形几何
结构代表了自然界中普遍存在的更加接近于自然的物

质结构，它具有巨大的实用上的重要性；另一方面是因
为自然界中存在着两种基本对称性即平移对称性和扩

展对称性，对后者而言人们不甚清楚。近２０年来，分形
理论被推广应用到若干远离平衡态的不可逆生长过程

中，这些过程显示了自相似的扩展对称性。分形物理所
研究的内容主要包括分形结构晶格（原子在晶体中排列
规律的空间格架叫做晶格）或物质中的力、热、光、电性
能，另一是研究若干属于随机分形的具有统计自相似或
自仿射意义的物理现象。如分形凝聚，分形动力学，分
形中的相变，材料科学中的分形，物理中的多重分形。

图１和图２是文［２］和文［３］给出的电解实验和热对流
中的多重分形的模拟形体图。十分有趣的是，图１—２
揭示了热对流在黄金分割点的扰动和临界圆周映射具

有相同的多重分形结构。

图１　电解实验形体图

图２　热对流形体图

分形理论在机械工程及自动化中得以广泛应用，如
核动力工程、冶金、化工和制冷等工业中沸腾换热的分
形分析。近年来，随着纳米流体这一新领域的出现，使
沸腾换热情况变得复杂化。对此，传统经典模型已经束
手无策。一些经典理论与公式不能充分揭示沸腾换热
的物理机理。比如，对于活化密度，从实验得出的经验
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公式为［３］

　　　　　Ｎａ ～ （
Ｄｃ，ｍａｘ
Ｄｃ

）ｍ （１．１）

其中，Ｄｃ，ｍａｘ，Ｄｃ 分别为加热面上最大活化穴直径和活

化穴直径，Ｎａ 为加热壁面上的活化核心密度，ｍ（＝
０．６５）为经验常数，这个经验常数所隐藏的物理本质并
不清楚。为了进一步揭示那些隐含在这些经验常数背
后的更深层次的物理机理，深刻解释沸腾换热现象和机
理。分形几何理论与方法可能给我们提供一种新的思
路和方法，详见文［４］。

分形天线工程又是分形与电动力学相结合的一个

重要应用。文［５］介绍了分形天线工程的产生背景和发
展、研究领域与方法。分形天线工程主要分为分形单元
研究和分形阵列研究。分形单元研究主要集中在小型
化和多频特性方面；分形阵列研究主要集中于快速波束
成形算法、低旁瓣和宽带宽角扫描等方面的研究。同
时，分形还和天线研究领域的其他成果相结合，发展了
新的理论和方法。比如分形 ＦＳＳ，分形 ＰＢＧ，分形

ＲＦＭＥＭＳ天线系统和分形馈电网络等。

时至今日，人类社会经济活动对地下水资源的破坏
和危害越来越严重，而分形在岩石水力学中的应用也大
显身手。文［６］以分形几何理论和岩体裂隙系统统计地
质资料为基础，建立与描述岩体裂隙网络系统几何特性
的分形模型。对岩体裂隙网络系统的分形几何结构进
行研究，在物理本质上揭示了分形裂隙岩体水流动和溶
质传输机理。常用的裂隙长度与裂隙数目的分形几何
关系如下［７］：

　　　　　　Ｎ ＝ｃｒ－ｄｌ （１．２）

式中Ｎ 为裂隙的数目；ｃ为常数，它表征了岩体的裂隙
密度特性；ｄｌ 为裂隙长度分形维数。同样，裂隙开度与
裂隙数目的分形几何关系如下：

　　　　　　Ｍ ＝βｗ
－ｄｗ （１．２′）

式中 Ｍ 为裂隙的数目，β为常数，ｄｗ 为裂隙开度分形维
数。文［８］基于分形理论、Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ模拟方法和修正
的Ｈａｇｅｎ－Ｐｏｉｓｅｕｌｌｅ方程以及Ｄａｒｃｙ定律，建立了多孔介
质渗透率的分形解析表达式。Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ模拟结果与
分形解析得到的渗透率进行了对比，两者具有良好的一
致性，在多孔材料的热传导和渗流等方面取得了许多创
新性的研究成果。文［９］研究了微孔道分形网络中热和
气体传输特性，提出了多级分形网络的产生方法，建立
了热传导参数和气体流动阻力的分形描述机理，指出其
多孔介质的显微结构，包括孔径和孔隙界面，都显示出
分形特征，我们把这些介质叫做分形多孔介质。目前已
经证明，多孔介质的累积粒径分布（与工程表面的瑕点

和地球上的岛屿等一样）遵循下面的分形标度律：

　　　　Ｎ（Ｌλ）＝ （λｍａｘλ
）－ｄｆ （１．３）

这里λ表示孔径，ｄｆ 为孔隙面积分形维数。同时也已
经证实双向渗透的分散多孔介质是分形物体。不仅其
粒子团簇是随机分布的，双向分散多孔介质中的大孔和
微孔也是随机分布的（图３和４），图４是在双对数坐标
中累积粒径数与孔径的关系，ｄｆ＝１．８０，等于该回归直
线斜率的绝对值。

图３　累积粒径数与孔径关系图

图４　回归直线

文［１０］提出了一种模拟三维裂隙中流体流动的方
法，模型中采用了离散元和边界元方法，以便精确和有
效地处理介质三维复杂的几何形状和非均质特性。文
［１１］基于分形理论和达西定律，研究了孔隙的弯曲分形
维数和表面积分形维数与瓦斯渗透率参数之间的关系，

数值模拟了煤层孔隙的弯曲分形维数和表面积分形维

数对瓦斯渗透率参数的影响。这些研究成果不仅具有
重要的理论价值，而且在工程中也具有实际应用意义。

２ 在生物学和生命科学等领域中的应用
生物的生长尤其是微生物的生长形态极不规则，一

·９４·

　自 然 杂 志　第３４卷第１期 数林撷英　



般说来无法用正常的语言和用定量分析的方法来描述，

而分形理论作为一种非线性几何学工具，使定量描述微
生物生长成为可能。

文［１２］论述了分形理论在植物根系研究方面的应
用进展，以及利用分形维数研究植物根系分形特征的优
越性，并对分形理论在植物根系研究领域的应用前景进
行了展望。植物的根系结构是一个不规则的复杂结构，

难以定量测定。分维数可以作为衡量根丰度的一个指
标，分维数越大，植物根系分布就越均匀，且能反映植物
生长能力的大小。与常规的研究方法相比，利用分形方
法研究根系，具有工作量小、使用方便、精确度高的优
点，是一种非常适合研究根系复杂性的方法。

如所知，分形理论是一个非线性科学分支，近年来
它在形态学、生理学、生物化学、遗传学和病理学等方面
都得到了广泛的应用。文［１３］论述了血管网中分形问
题的研究意义、内容、进展及其相应的基本理论与实验
研究方法，重点评述了分形理论在血管网结构、血管生
成和血管病理中的研究进展，以及血管网结构对肿瘤血
管内物质输运的影响，分析了分形理论在血管网研究中
的难点，并归纳了该领域内若干可供探索的途径和新方
向。对血管网解剖结构显示，该系统有着非常不规则、

粗糙的形式，且血管生成过程本质上是非线性的，以至
于不能准确地应用传统的几何学方法来描述。

大量的实验发现血管网结构具有分形的特点，引入
分形的方法来定量描述它们的特征，有利于联系和比
较。血管网要同时满足分配和血液动力学两个功能。

首先保证这个系统能达到它所服务的每一处组织或者

器官，称为分配功能；其次是这个系统能够把血流速度
降到足够低以使血液和单个细胞间代谢产物可充分交

换，称为血液动力学功能。长期的探索，发现生物进化
的结果是使血管网维持血流流动的能量最小，达到最优
化。血管的分配功能必须使血管系统具有发达的分支
结构。若每次分叉遵循同样的规律，则整个血管网有自
相似性。由于每一血管段的直径和长度变化很大，且即
使两个血管网分叉的次数相同，每一层的血管也会有很
大的差别，这样基于分叉形成的自相似结构就变得不重
要，也可以说不具备严格意义上的分形，而是一种伪分
维。对称血管网主要是把血液均匀分布到周围组织，承
担着分配作用。

人动脉血管中大多数血管都是非对称的。对称的
分叉只在一部分小分支上出现，这也符合动脉血主要是
给不同组织供血的实际情况。非对称血管网可使更多
的血液输送到更长的路径。实际的血管网中都包括了
这两种类型的血管分叉。如图５和６所示［１４－１５］。

图５　对称的血管组织

图６　不对称的血管组织

分形血管网复杂的几何解剖结构和关联流动的影

响使得其内部的流动异常复杂，分叉分形网因与人体呼
吸道相似很早就得到研究者的关注，其内的流动和传质
都得到了充分的研究［１６］。肿瘤血管网与正常组织血管
网的几何结构有着显著性的差异，为使血管系统输运物
质达到最优化，每一个组织单元里应该有一个最短血管
路径的分维。肿瘤血管网的分维和最短血管路径的分
维与正常组织血管网都有很大的区别。在其他疾病中
血管网复杂性也会发生改变，因此其分维值有潜在的诊
断价值。研究者发现严重糖尿病患者视网膜血管分布
的分维值明显高于正常人，而在血管分布的分维值相同
时，血管间隙分维的差异可以明确疾病的分形。除了血
管病理以外，也有研究者尝试利用视网膜血管网分维作
为一种身份检测识别方法。因此若能进一步证明人体
视网膜血管网分维有特异性，将无疑是身份识别领域的
一个重大突破。

分形理论是以局部的某些特征来解释整体，它为微
生物的生长形态可以用分形维数来定量描述另辟蹊径。

我们就可能对微生物的菌落分形、菌丝分形的现象和机
制开展讨论，并认为环境因素，如土壤、水、恶劣环境和
抗生素环境均可对微生物的分形产生影响。从而为在
不同土壤团聚体粒径中微生物的分布特点研究找到相

关基础。某些研究成果还介绍了计算机在微生物分形
上的应用，指出了研究中有待解决的问题和与土壤科学
相结合的研究方向［１７－１８］。

３ 分形理论和多重分形分析应用于土
壤地理学和岩石地质学的研究

　　众所周知，分形理论是一种描述高度复杂但具有标
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度不变性的非线性科学。土壤与岩石的成因与空间变
异具有高度复杂性和随机性。分形理论在此领域内也
大有用武之地。

利用分形理论，对土壤地理学可以进行定量分
析［１９］。该项工作基于总部设在罗马的联合国粮农组织
和国际土壤学会的世界土壤资源报告，它指出把分形模
型应用于欧洲的土壤表面系统进行科学研究是可行的。

它首先研究并给出了土壤类别分布的幂律模型，及它们
与土壤肥沃地区的关系；随后把覆盖于欧洲表面４５种
最丰富的土壤作为样本，计算了它们的分形维数，其范
围限于３个数量级内。通过分析，揭示了一种土壤分布
的标度行为，它足以证明分布在整个欧洲的土壤类别之
分形特征，这些发现使人们认识到用分维数研究土壤类
别，将给欧洲土壤体系的复杂性分析提供重要作用。

文［２０］扼要综述了分形理论在土壤空间变异研究
中的应用，着重讨论了利用矩方法计算土壤属性的分维
数，介绍了利用多重分形分析法分析土壤空间变异的最
新进展。总之，分形理论已经成为量化土壤属性空间变
异性及尺度转换的重要工具。

文［２１］以“用多重分形分析法确定玄武岩地质磁黄
铁矿的微观结构”为题，探索与描述矿物颗粒的空间构
造，确定矿物分布结构，模拟岩石的成因过程。从它们
的切片和各种不同的模型即可判断矿物颗粒的几何特

征和矿物排列的空间复合状态。

位于中国西南部云南省的个旧市锡多金属矿物的

形成地是这项工作的考察点，该项目的目的是运用分形
和多重分形方法量化确定磁黄铁矿颗粒的分布模式，其
依据是７种玄武岩矿物截片样本所含的基本信息及其
微量元素的含量，在环境控制扫描型电子显微镜下所得
到的数字图像，如图７。

图７　环境控制扫描型电子显微镜下的数字图像

因为每幅图像中磁黄铁矿颗粒的界周和面积是分形

可测（ＤＡＰ）的，它们具有幂律关系，并具有标度不变性，可
用多重分形分析和矩方法对磁黄铁矿颗粒的空间变异进

行表征。从而可推断合理的玄武岩岩石学形成过程。在

这方面，分形与多重分形分析将提供新发现，特别是在矿
物微观结构的量化方面，也许它们与岩石块的地球化学
分析所揭示的岩石发展学有着极其密切的关系。

４地震学与分形
说到地震学与分形，其实在我们生活中最熟悉的一

个现实原形就是岩石的分形概念。当岩石破碎时，破碎
的岩石块的（等效）半径ｒ和岩石块的数目Ｎ（ｒ）之间
存在着分形关系：

　　　　　Ｎ（ｒ）～ｒ－Ｄ （４．１）

岩石是地质作用的产物，由一种或一种以上的矿物
或岩屑组成的有规律的集合体。它是组成地壳和岩石
圈的基本物质，如岩石圈中的花岗岩（图８）。

图８　岩石圈中的花岗岩

地球形成以来，在各种自然作用力下也象岩石一样
不断有破裂过程发生，那么，地球介质是否也和岩石的
分形一样，具有层次结构呢？地球物质不均一性的表现
是多方面的。不同圈层间、同一圈层的不同构造层间、

以及同一构造层内，它的化学不均一性都有所表现（图

９）。地球内部划分为地壳、地幔和地核三个圈层。地壳

主要由各种岩石组成，厚度各地有很大差异，大陆地区

较厚，海洋地区较薄。地幔的深度从５～７０　ｋｍ以下一

直到２　０００　ｋｍ，地核分为二部分，地下２　９００～５　０００　ｋｍ
深处，叫做外核，５　０００　ｋｍ以下的深部称内核。岩石圈
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是地球上部相对于软流圈而言的坚硬的岩石圈层。厚

６０～１２０　ｋｍ，为地震高波速带。包括地壳的全部和上地
幔的上部，由花岗质岩、玄武质岩和超基性岩组成。地
震的震源可以远远超过岩石圈的厚度。震源深度超过

３００　ｋｍ的，称为深源地震。目前世界上记录到的震源
最深的地震是１９３４年６月２９日发生于印度尼西亚苏拉
威西岛东的地震，震源深度７２０　ｋｍ，震级为６．９级。深
源地震常常发生在太平洋中的深海沟附近。在马里亚
纳海沟、日本海沟附近多次发生了震源深度达五六百公
里的大地震［２２］。

图９　地球的内部结构

一个岩石层在移动时碰撞到另外一个岩石层时就

会产生挤压和碰撞，当地下的岩层受力达到一定强度而
发生破裂，就会出现地质断层，断层沿着破裂面有明显
相对位置移动进而引发地震，就叫做断层型地震。根据
岩层沿破裂面的位移方式，又可将断层分为正断层、逆
断层和走滑断层。

较早的研究发现全球地震活动期间震级 ｍ 以上的
地震数目Ｎ（ｍ）与震级 ｍ 之间有如下关系式：

　　　ｌｇＮ（ｍ）＝ａ－ｂｍ （４．２）

其中ａ，ｂ为常数。（４．２）中的ｂ值是一个重要参数，地
震学家对此进行过深入研究。

据记载，１９２６～１９８６年日本东北地区所发生的大于

５．５级的地震震中分布，求得其分维数ｄ与ｂ值的关系
为ｄ＝２．３－０．７３ｂ。地震学中，地震断层面面积Ａ 与地
震矩Ｍ 的关系为

　　　　　Ｍ ＝μＡδ （４．３）

μ是地震断层附近岩石的剪切模量（材料的一种力学性

能指标），δ是地震时跨断层两侧的平均位移，它与断层
面积有关。根据地震的错位模型，可把上式进一步表示
为

　　　　　Ｍ ～Ａ３／２ ～ｒ３ （４．４）

其中ｒ可看作地震的断层长度。衡量地震所释放的能
量大小可以用地震震级和地震矩来表示。两者之间的
关系为

　　　　　ｌｇＭ ＝ｃｍ＋ｄ （４．５）

一般情形下，上式中的ｃ＝１．５和ｄ＝９．７也是常数。把
上面的４个式子联系起来可以导出

　　　 Ｎ（ｒ）＝Ａｒｒ－３ｂ／ｃ （４．６）

式中Ｎ（ｒ）表示地震时断层长度不小于ｒ的数目，Ａｒ
是个常参数。把ｃ＝１．５代入上式，上式可写成

　　　
Ｎ（ｒ）＝Ａｒｒ－ｄ

ｄ＝２｛ ｂ
（４．７）

这表明，在一群地震中，发震断层长度和断层数目
之间存在着幂律关系，即一群地震中，断层长度ｒ的分
布是分形的［２３］。

目前关于地震的主要理论支撑是固体力学，因为地
震从弹性能量的积累到突然释放，主要是一个力学过
程。因此从力学角度进行研究是很自然的。但是在断
层面上地震错动的理论模拟尚未在实用意义上展开，仍
缺乏理论指导。如果能把经典的传统方法与分形理论
相结合，无疑是有价值的。

（２０１１年１１月１日收到）
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自然信息

银河系星团证实爱因斯坦理论

　　要想测试一下万有引力的存在是一

件很简单的事。你只要从二楼的窗口迈

出去，看看会发生什么事就知道了。测

试阿尔伯特·爱因斯坦的重力理论———

即广义相对论则是一件非常麻烦的事。

该理论告诉我们一个物体的重量与它周

围的时－空密切相关，不可分隔。虽然在

太阳系的范围里，研究者们已经证明了

广义相对论，要在宇宙范围里证明它则

面临着更多的挑战，这也就是一些丹麦

的天体物理学家们现在正在做的事。

由哥本哈根大学尼尔斯·波尔研究

所Ｒａｄｅｋ　Ｗｏｊａｋ领导的研究小组设计了

一种试验，对一种广义相对论的经典预

言进行测试。该预言说当光从一个引力

场逃离时，它将会失去能量。场强度越

强，光遭受的能量损失越多。其结果，从

一个星系团———一个包含了数以千计的

星系的巨大天体的中心逸出的光子要比

从该星系团边缘逸出的光子失去的能量

更大，因为星系团中心地区的引力强度

最强。所以，从星系团中心发出的光比

从星团边缘发出的光波长更长，在光谱

上更偏向红光的一端。这种效应称为引

力红移。

Ｗｏｊｔａｋ和他的同事们知道在一个星

系团范围内测量引力红移是很难的，因

为这种效应很小，并需要与星系团里许

多单个星系的由轨道速度引起的红移，

以及宇宙膨胀引起的红移区分开来。研

究者们借助 Ｓｌｏａｎ 数字巡天 系 统，从

８　０００个星系团收集到的数据加以平均，

来逐步深入研究问题。“通过对星系团

中星系红移分布的性质的研究，而不是

孤立地关注星系团中单个星系产生的红

移，并希望以此方法来测量到引力红

移”，Ｗｏｊｔａｋ解释说。

研究者们发现从星系团发出的光产

生红移的程度与它们离星系团中心的距

离成正比，这与广义相对论的预言是一

致的。“我们能够测量出不同星系红移

之间的微小区别。从星系团中央区域的

星系发出的光必须‘匍匐’爬出引力场，

而与此同时从处在边缘的星系发出的光

就要容易得多”。Ｗｏｊｔａｋ说。这项发现

已经在Ｎａｔｕｒｅ上作了在线报道。

除了对广义相对论确认之外，研究

结果还对宇宙中的ｌａｍｂｄａ冷暗物质模

型给予强力支持。这是一种早已普及的

宇宙学模型，即宇宙里最大部分是由看

不见的、与构成恒星和行星的物质互不

干涉的材料构成。这项测试结果同样也

支持了暗能量，那种推动宇宙出现分裂

的、令人难以捉摸的力。

Ｄａｗｉｄ　Ｓｐｅｒｇｅｌ———一位普林斯顿大

学的天体物理学家———评论 Ｗｏｊｔａｋ和他

同事们的工作说：“条理清晰地综合了大

量的检测‘极其敏感效应’的数据”。Ｓｐｅｒ－

ｇｅｌ还说：“对爱因斯坦来说这是又一个胜

利。”这项星系团测试支持这种说法，我们

生活在一个具有暗物质和暗能量的奇怪

的宇宙里，但对爱因斯坦的引力理论来

说，在大尺度范围里也依然有效。

［双木 据ＳｃｉｅｎｃｅＮＯＷ，２０１１－０９－２８］
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