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第 111

1

章 绪论

1.11.11.1

1.1

引言引言引言

引言

随着现代工业、生产技术的发展．不断要求设计高质量、高水平的大型、复杂和

精密的机械及工程结构。为此目的，人们必须预先通过有效的计算手段，确切地预

测即将诞生的机械和工程结构在未来工作时所发生的应力、应变、位移。但是传统

的一些方法往往难以完成对工程实际问题的有效分析。弹性力学的经典理论，由于

求解偏微分方程边值问题的困难，只能解决结构形状和承受载荷较简单的问题，对

于几何形状复杂、不规则边界、有裂缝或厚度突变，以及几何非线性、材料非线性

等问题往往遇到很多麻烦．试图按经典的弹性力学方法获得解析解是十分困难的，

甚至是不可能的。因此，需要寻求一种简单而又精确的数值分析方法，有限单元法

正是适应这种要求而产生和发展起来的一种十分有效的数值计算方法。

这个方法起源于 20 世纪 50 代中期航空工程中飞机结构的矩阵分析。1960 年美

国的克劳夫（W. Clough）采用此方法进行飞机结构分析时，首次将这种方法起名为“有
限单元法”（The Finite Element Methods）。

有限单元法的基本思想：在力学模型上将一个原来连续的物体离散成为有限个具

有一定大小的单元，这些单元仅在有限个结点上相连接。对于每个单元，根据分块

近似的思想．选择一种简单的函数来表示单元内位移的分布规律，并按弹性理论中

的能量原理（或用变分原理）建立单元结点力和结点位移之间的关系，并在结点上

引进等效力以代替实际作用于单元上的外力。最后，把所有单元的这种关系式集合

起来，就得到一组以结点位移为未知量的代数方程组，解这些方程组就可以求出物

体上有限个离散结点上的位移。

有限单元法与有限差分法、古典变分法虽然都是近似解法，但近似的本质是不同

的。众所周知，微分方程式能正确反映所需分析的连续体的规律，差分法只是在数

学上将微分方程用差分方程代替，而后进行数值运算，因此差分法可看成是数学上

的近似。有限单元法则是在力学模型上作了近似（或者说是作了物理上的近似），它

得到的结果是模型化了的结构的数值精确解。由于有限单元的分割和结点的配置比

较灵活，即使边界较复杂，也可使边界结点落在实际边界上，因而可给出边界的较

好的逼近，且可以在应力集中区域配置较多的结点，以提高解的精度。这都是差分

法所不能做到的。有限单元法与古典变分法也有不同。古典变分法是用整体构造的

逼近函数（含有若干个待定系数）去计算能量泛函。由能量泛函小条件导出的是求

解待定系数的变分方程。而有限单元法是用分块（单元）构造单元的逼近函数（含

有若干个结点基本未知量），去计算每个单元的能量泛函，而后通过集合得到整体结

构的能量泛函，由能量泛函极小条件导出的是求解结点基本未知量的代数方程。鉴

于分单元构造逼近函数远比整体构造逼近函数方便，有限单元法的实用性便大大超

过了古典变分法。

有限单元法具有很多优点，主要有以下几点。

1、理论基础简明，物理概念清晰，且可在不同的水平上建立起对该法的理解。

既可通过直观的物理途径来学习和运用这一方法．也可以为该法建立严格的数学基

础。
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2、具有灵活性和适用性，应用范围极为广泛。它不仅能成功地处理如应力分析

中的非均匀材料、各向异性材料、非线性应力应变关系以及复杂边界条件等难题．且

随着其理论基础和方法的逐步完善，还能成功地用来求解如热传导、流体力学及电

磁场领域的许多问题。

3、该法在具体推导运算中，广泛采用了矩阵方法。矩阵代数能把繁冗的分析和

运算用矩阵符号表示成非常紧凑简明的数学形式，因而最适合于电子计算机存贮，

便于实现程序设计的自动化。

总之，有限单元法已被公认为应力分析的有效工具而受到普遍的重视和广泛应

用。有限单元法随着所取未知量的不同，有所谓位移法、力法和混合法。本书只讨

论最为普遍的位移法。

1.21.21.2

1.2

一个简例一个简例一个简例

一个简例

在讨论连续体问题之前，为了对有限元处理问题的方法有一个明确的概念，我们

先用一个大家在材料力学中所熟悉的例子，来说明如何确定单元的力学特性以及怎

样从单元特性集合得到结构特性（力-位移关系）。

图 1-1 是－个由两根杆件组成的简单桁架。杆件的横截面面积都为 A，弹性模量

为 E，长度分别为 l1 ，l2。假设取每根杆件作为一个单元，各杆端部的铰链作为结点 。

桁架共有两个单元，三个结点，结点和单元的编号如图 1-1（a）。

作用在结点上的外力（包括约束反力），称为结点载荷。在载荷作用下结点位置

的变动称为结点位移。图 1-l（ａ）所示的简单桁架的结点载荷分量为Ｘ1、Ｙ1、Ｘ2、

Ｙ2、X3、Ｙ3，桁架的结点位移分量为 u1、v1、u2、v2、u3、v3。

结点与单元之间的作用力称为结点力。要注意，结点力和结点载荷不要相混淆，

结点力是内力，结点载荷是外力。结点力要看是哪个单元与哪个结点相作用而确定。

现在来确定单元①的结点力与结点位移之间的关系。

图 1-1（ｂ）中Ｕ1
①、Ｖ1

①、Ｕ2
①、Ｖ2

①分别为结点 1 和结点 2 施于单元①的结

点力沿坐标轴 x 和ｙ方向的分量，ｕ1
①、ｖ1

①、ｕ2
①、ｖ2

①分别为结点 1 和结点 2
的位移沿 x 和ｙ方向的分量。这里上标表示单元的号码，下标表示结点的号码（下
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同）。结点载荷、结点力和结点位移均假设与坐标轴正方向一致为正。

因为杆件在结点处是铰接的，不存在结点力矩。每个结点的力和位移各有两个分

量．即每个结点具有两个自由度，整个单元共有四个自由度，因此需要用以下四个

方程来描述它的力－位移之间的关系：

(1-1)
















)1(
244

)1(
243

)1(
142

)1(
141

(1)
2

)1(
234

)1(
233

)1(
132

)1(
131

(1)
2

)1(
224

)1(
223

)1(
122

)1(
121

(1)
1

)1(
214

)1(
213

)1(
112

)1(
111

(1)
1

vkukvkukV
vkukvkukU
vkukvkukV
vkukvkukU

采用矩阵记号写成：

(1-2)





























































(1)
2

(1)
2

(1)
1

(1)
1

44434241

34333231

24232221

14131211

(1)
2

(1)
2

(1)
1

(1)
1

v
u
v
u

kkkk
kkkk
kkkk
kkkk

V
U
V
U

简写为：

(1-3)

     

         

         

1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 2 2

1 1 1 1 1
1 1 2 2

T

T

R k

u v u v

R U V U V







   

   
分别称为单元①的结点位移列阵和结点力列阵；ｋ①称为单元①的刚度矩阵。它

的元素 kij（ｉ，ｊ＝1，2，3，4）称为刚度系数。kij的物理意义表示由 j 自由度方向

产生单位位移，其余自由度方向的位移全为零时 i 自由度方向所需施加的力。

例如刚度矩阵 k 中的第一列各系数的物理意义说明如下：

若令（1－1）各式中

u①
1＝1

v①
1＝u①

2＝v①
2＝0

则得，

U①
1＝k11 V①

1＝k21 U①
2＝k31 V①

2＝k41

它们表示，当结点 1 沿 X 方向产生单位位移，而同时约束住 单元①的所有其

余的结点位移时，各结点施于单元①上的力（图 1-2）。这些力组成—个平衡力系。

它们表示单元①抵抗位移 u①
1的刚度。这些力很容易由材料力学知识求得。
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当位移 u①
1＝1，其余结点位移都等于零时，单元的长度将缩短 ，于是cos1 l

需要轴向压力为 ，这就是结点 1 作用于单元①上的力，它在 x 和 y
1

1
1

cos
l

EAl
l
EA 



方向的分量分别是：

2
11

1

cosEAk
l



21
1

cos sinEAk
l

 

结点 2 作用于单元①上的力，它的大小与之相等而方向相反，即

2
31

1

cosEAk
l

 

41
1

cos sinEAk
l

  

继续对位移 v①
1、u①

2、v①
2 做类似的分析，便可得到ｋ①中其他各列的元素。

将所有的结果汇集在一起，得到，

(1-4)

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1
2 2

1 1

1 12 2
1 1

2 21 1
12 2

2 21 1
2 2

cos cos sin cos cos sin
cos sin sin cos sin sin

cos cos sin cos cos sin
cos sin sin cos sin sin

U u

V vEA
lU u

V v

     
     

     
     

                               
单元①的刚度矩阵为，

（1-5） 

2 2

2 2
1

2 2
1

2 2

cos cos sin cos cos sin
cos sin sin cos sin sin

cos cos sin cos cos sin
cos sin sin cos sin sin

EAk
l

     
     

     
     

  
   
  
 
  

同理(只要在式(1-4)中令θ=π, ),可求得作用于单元②的结点力和结点位移1 2l l
之间的关系如下，
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（1-6）

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2
23 3

2 2
3 3

1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 0 0 0

U u

V vEA
lU u

V v

                           
简写成

（1-7）     222

2

222

2

222

2

δδδ

δ

kkk

k

RRR

R


式中， 是单元②的刚度矩阵， 、 分别是单元②的结点位移列阵和结点 2k  2  2R

力列阵。再次提醒注意，这里的上标代表单元号码。

＝ （1-8） 2k
2

1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

0 0 0 0

EA
l

 
 
 
 
 
 

在单元分析的基础上，由单元的力－位移关系，加以集合便可得到结构的力－

位移关系，即结构的结点荷载与结点位移间的关系。方程组（1－4）和（1－6）是

桁架被离散后的两个单元的结点力－位移方程，虽然它们在形式上并无直接的联系，

然而在杆件单元重新组合成整体桁架后，在荷载作用下，桁架是平衡的，位移也是

协调的。这两个条件反映在单元的连接点上，作用于结点上的结点荷载和结点力应

满足平衡条件，同时，在单元连接点处的结点位移，也应该满足位移的协调条件。

这样，单元与整体结构间的力学特性就被联系起来了。

图 1－1 中结构的结点位移分量ｕ1、ｖ1、ｕ2、ｖ2、ｕ3、ｖ3和单元结点位移分

量 、 、 、 、 、 （其中上标 I =1 或 2 表示单元的号码）之间的协 1
1u  1

1v  1
2u  1

2v  1
3u  1

3v
调关系为

（1-9）

   

       

   

1 1
1 1 1 1

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

2 2
3 3 3 3

u u v v

u u u v v v

u u v v

  
      
    

由根据各结点的平衡条件，例如将结点 2 单独取出，图 1-1（d）表示结点 2 在结

点荷载 X2,Y2和单元①、②施加给它的结点力分量 U①
2、V①

2 和 U②
2、V②

2（其大小

与两单元的对应的结点力分量相等，方向则相反）作用下处于平衡状态。

由平衡条件

∑X=0 得 X2= U①
2+ U①

2

∑Y=0 得 Y2= U①
2+V①

2

展开方程组（1-4），取其第 3、4 两个方程和展开方程组（1-6），取其第 1、2 两

个方程，分别代入（a）、 (b)式，并将位移协调关系（1-9）代入，得到结点 2 的两个

平衡方程：

X2= U①
2+ U①

2= 2 2
1 1 2 2 2 3

1 2

( cos cos sin cos cos sin ) ( )EA EAu v u v u u
l l

          

Y2= U①
2+V①

2＝
2 2

1 1 2 2
1

( cos sin sin cos sin sin )EA u v u v
l

        

类似的，可得到结点 1、3 的两组方程，将它们汇集后就得到如下整体桁架的六个结
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点荷载－结点位移方程：

X1= U①
1+ U①

1= 2 2
1 1 2 2

1

(cos cos sin cos cos sin )EA u v u v
l

       

Y1= V①
1＝

2 2
1 1 2 2

1

(cos sin sin cos sin sin )EA u v u v
l

       

X2= U①
2+ U①

2 = 2 2
1 1 2 2 2 3

1 2

( cos cos sin cos cos sin ) ( )EA EAu v u v u u
l l

          

Y2= U①
2+V①

2＝
2 2

1 1 2 2
1

( cos sin sin cos sin sin )EA u v u v
l

        

(1-10)
 

 

2
3 3 2 3

2

2
3 3

( )

0

EAX U u u
l

Y V

   

 
这些方程就是结构的力－位移关系。写成矩阵形式，有

2 2

1 1 1 1

2 21

1 1 1 11
2 2

2
1 1 1 2 1 2

2 22

1 1 1 13

3

cos cos sin cos cos sin 0 0

cos sin sin cos sin sin 0 0

cos cos sin cos cos sin1 1 0

cos sin sin cos sin sin 0 0

10 0

l l l l
X

l l l lY
X l l l l l lEA
Y

l l l lX
Y

     

     

     

     

 

   
 
 

       
   
 
 
   

1

1

2

2

3

3
2 2

10 0

0 0 0 0 0 0

u
v
u
v
u
v

l l

 
 
   
   
   
       
   
   
   
     
 
 

（1-11）
或简写成

（1-12）kkk

k

δδδ

δ

RRR

R


这就是有限单元法所要建立的基本方程，也称整体刚度方程。式中 R 为作用在

结点上的荷载（包括反力）组成的列阵，称为载荷列阵；δ是由基本未知量结点位移

所组成的列阵；矩阵 K 称为结构的整体刚度矩阵，由式（1－11）可知：
2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 2 1 2

2 2

1 1 1 1

2 2

cos cos sin cos cos sin 0 0

cos sin sin cos sin sin 0 0

cos cos sin cos cos sin1 1 0

cos sin sin cos sin sin 0 0

1 10 0 0 0

0 0 0 0 0 0

l l l l

l l l l

l l l l l lK EA

l l l l

l l

     

     

     

     

  
 
   
 
    

 

 


 










（1-13）
建立整体刚度矩阵是运用有限单元法解题的核心内容，一旦建立了整体刚度矩

阵 K 和载荷列阵 R，就等于列出了有限单元法的基本方程。结构的整体刚度矩阵是
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由单元刚度矩阵叠加组成的。从（1－13）式可以看出，其中上方虚线划出的正是单

元①的刚度矩阵，右下方虚线划出的单元②的刚度矩阵，而两个长方形重叠部分中

的元素，则是同位置上两个单元刚度矩阵的元素之和。因此，建立整体刚度矩阵的

问题，又回到先要分析单元的特性，即先求出单元的刚度矩阵。

结构的整体刚度矩阵具有许多特性：

（1）它是一个对称矩阵，且主对角线上的元数 Kii 总是正的。否则，作用力的

方向与由它引起的对应的位移的方向相反，这是不合理的。

（2）它是一个奇异矩阵，即矩阵 K 的对应行列式 |K| 的值等于零。这可以从行

列式的性质得到证明，其物理原因是结构的几何约束尚未设置，可能产生刚体位移。

只有加上几何边界条件（即位移边界条件），对刚体矩阵加以修改，排除刚体位移后 ，

才能解出唯一的全部位移分量。

整体刚度矩阵还有其它一些特性，我们将在后面的有关内容中加以讨论。

通过这一简单的例子，说明了刚度矩阵的物理意义以及从单元刚度矩阵集合成整

体刚度矩阵的概念。这些代有普遍性，可以推广到连续体问题中去。

1.31.31.3

1.3

有限单元法分析过程的描述有限单元法分析过程的描述有限单元法分析过程的描述

有限单元法分析过程的描述

对于一般连续体，有限单元法分析的过程可以归纳为四个部分。

1.3.11.3.11.3.1

1.3.1

结构离散化建立计算模型

上面已经提到，连续体的有限单元法可以通俗地看作是在力学模型上进行近似的

一种计算方法。而这个近似的计算模型就是原结构的离散化模型，它是由若干个尺

寸有限的单元在有限个结点上相互连接而成的。这个离散化模型的形式与单元的形

状、数目、大小、布置及结点的连接条件等因数有关。例如对平面问题，最简单的

离散化模型是由许多三结点的三角形单元在结点出彼此铰接而成，各单元在边界上

是不相联系的。图 1-3 是平面薄板的离散化模型。

当然，这样的离散化模型与原来的连续体有很大的近似。但是，如果单元内部

有合理的变形形式保证单元之间位移的协调性，将单元细分到一定程度时，就会得

到令人满意的结果。

1.3.21.3.21.3.2

1.3.2

单元分析

在位移法中，我们以结点位移为基本未知量。单元分析的任务就是要建立单元

结点力－结点位移的关系（也称单元刚度方程），即
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'kkk

k

δδδ

δ

R'R'R'

R'


其步骤可用框图表示如下：

（位移模式） （几何关系）（ 物理关系）（ 平衡关系）

结点位移 →→内部各点位移 → →应变 →→ 应力 →→结点力
δ→→→→→→→f→→→→→→→ε→→→→→σ→→→→R’

单元分析的主要工作有：

1. 选择位移模式

在结构的离散化完成以后，就可以对典型单元进行特性分析。在分析连续体问

题时，为了能用结点位移来表示单元内任意一点处的位移、应变和应力，必须对单

元位移的分布作一定的假设，也就是假设位移是坐标的某种简单的函数，这种函数

称为位移模式或位移函数。

位移函数的适当选择是有限单元法中的关键。在有限单元法的应用中，普遍的选

择多项式作为位移模式（具体情况见后面各章）。根据所选定的位移模式，就可以导

出用结点位移表示单元内任意一点位移的关系式，其矩阵形式是

（a）'NNN

N

δδδ

δ

fff

f


式中，f 为单元内任意一点的位移列阵； 为单元的结点位移列阵；N 称为形函'

数矩阵，它的元素是计算点的位置坐标的函数。

2. 分析单元的力学特性

利用几何方程，由位移表达式（a）导出结点位移表示单元应变的关系式

（b）δδδ

δ

BBB

B

εεε

ε


式中，ε是单元内任意一点的应变列阵；B 是应变矩阵。

利用物理方程，由应变的表达式（b）导出用结点位移表示单元应力的关系式，

（c）'SSS

S

δδδ

δ

δδδ

δ

BBB

B

DDD

D

σσσ

σ


式中σ是单元内任意一点的应力列阵，D 是与单元材料性质有关的弹性矩阵，

S=DB，称为应力矩阵。

利用虚功原理建立作用于单元上的结点力和结点位移之间的关系式，即单元的刚度

方程

（d）'kkk

k

δδδ

δ

R'R'R'

R'


式中，k 称为单元刚度矩阵，在以后将导出

（e）dxdydz DBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k

TTT

T

3. 计算等效结点力

结构经过离散化后，假定力是通过结点从一个单元传递到另一个单元的，但是

作为实际的连续体，力是从单元的公共边界传递到另一个单元的。因而，这种作用

在单元边界上的表面力以及作用在单元上的体积力、集中力等都需要等效的结点力

来代替所有作用在单元上的力。移置的方法是按照作用在单元上的等效结点力，在

任何虚位移上的虚功都相等的原则（虚功等效）进行的。

1.3.3 整体分析，即集合所有单元的刚度方程，建立整个结构的刚度方程

这个集合过程包括两个方面：一是由单元刚度矩阵 k 集合成整体刚度矩阵 K；

二是将作用于各单元的等效结点力列阵 R’集合成总的载荷列阵 R。于是可得整个结

构的刚度方程

（f）kkk

k

δδδ

δ

RRR

R


式中，δ为整个结构的结点位移列阵。这些方程在考虑了位移边界条件并作适当
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的处理之后就可解出所有的未知结点位移。

1.3.4 计算应力

从求出的整体结点位移列阵δ中，逐个单元地取出该单元的结点位移列阵δ’代回

公式（c），就可以求出各个单元任意点的力。

以上简单介绍了有限单元法解题的梗概，以便于大家对有限单元法建立一个完整

的概念，进一步的讨论见以后各章论述。
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第 222

2

章 平面问题的有限单元法

222

2

...

.

lll

l

三角形应变单元三角形应变单元三角形应变单元

三角形应变单元

用有限单元法分析平面问题，最简单最常用的单元是三结点三角形单元。因这种

单元中假设位移是线性变化的，单元内应变和应力都是常量，所以也称三角形常应

变单元。

2.1.12.1.12.1.1

2.1.1

连续体的离散化

将一个受力的连续弹性体离散化，就是将连续体划分为有限个互不重叠、互不分

离的三角形单元，这些三角形在其顶点（取为结点）处互相连接。所有作用在单元

上的载荷，包括集中载荷、表面载荷和体积载荷，都按虚功等效的原则移置到结点

上，成为等效结点载荷（移置方法见 2.5 节）。再按结构的位移约束情况设置约束支

承。划分单元后，对所有的单元和结点分别从 1 开始按顺序加以编号。这样就得到

了有限单元法的计算模型（图 2-l）。

2.1.22.1.22.1.2

2.1.2

位移模式

图 2－2 表示了一个典型的三角形单元 e，三个结点为 i、j、m，按逆时针方向排

列。每一结点具有两个位移分量。整个单元共有六个结点位移分量。用列阵表示为

2-1）' T T T
i j m i i j j m mu v u v u v          
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其中子矩阵

（ｉ，j，m） （a） Ti i iu v 

上式后面附有记号（ｉ，ｊ），表示这个公式实际上代表三个公式，其余两个公

式系由其中的下标：ｉ,j，m 轮换得来。以后经常采用这种记号。式中 是结点i iu v
（在 x 和 y 轴方向的位移）。

如果只知道结点位移，我们并不能直接求出单元内的应变和应力。因此，为了用

结点位移表示单元应变和应力，我们必须假定单元内部任意一点的位移分量为坐标

的某种函数，即需要假定一个位移模式（也就是说，对单元内的位移分布必须做一

个假定）。按此位移模式，单元内各点的位移可以由单元结点位移通过插值来获得。

现在，假定单元内各点的位移分量是坐标的线性函数，即设，

（ｂ）         654321 yxvyxu  
式中， 是待定常数。在ｉ，ｊ，ｋ三点，设它们的坐标分别为621 ,,,  

、 、 ，将其代入（ｂ）式，可得，),( ii yx ),( jj yx ),( kk yx

1 2 3i i iu a a x a y   4 5 6i i iv a a x a y  
（c）1 2 3j j ju a a x a y   4 5 6j j jv a a x a y  

1 2 3m m mu a a x a y   mmm yxv 654  

按线性代数中的克莱姆法则，从（c）式左边三个方程可以求得

， ， （d）1
1

2

i i i

j j j

m m m

u x y
a u x y

A
u x y

 
   
  

2

1
1 1

2
1

i i

j j

m m

u y
a u y

A
u y

 
   
  

3

1
1 1

2
1

i i

j j

m m

x u
a x u

A
x u

 
   
  

其中

（2-2）
1

2 1
1

i i

j j

m m

x y
A x y

x y

 
   
  

按解析几何，A 等于三角形 ijm 的面积。为使求得面积的值不致成为负值，结点

i、j、m 的次序必须是逆时针转向，如图 2－2 所示。

同理可以得到 a4、a5、a6，再代回（b），并稍加整理，得到单元位移模式（也称

位移函数）如下：

1 [( ) ( ) ( ) ]
2 i i i i j j j j m m m mu a b x c y u a b x c y u a b x c y u

A
        

（e）1 [( ) ( ) ( ) ]
2 i i i i j j j j m m m mv a b x c y v a b x c y v a b x c y v

A
        

式中，

， ，
j j

i j m m j
m m

x y
a x y x y

x y
 

   
 

1
1

j
i j m

m

y
b y y

y
 

    
 

1
( )

1
j

i j m
m

x
c x x

x
 

    
 

（ｉ, j ，m） （2-3）

从（2-3）式不难发现有，

0i j mb b b  

（f）0i j mc c c  

由（2－2）、（ 2－3）式可得，
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（2-4）
1 ( )
2 j m j mA b c c b 

为了简化位移模式（e）的表达式，如令

（i，j，m） （2-5）1 ( )
2i i i iN a b x c y

A
  

（e）式就可以写成

i i j j m mu N u N u N u  

（2-6）i i j j m mv N v N v N v  

式（2－6）所表示的单元位移，也可以该写成矩阵形式

（2-7）  δ'
v
u

f NNN

N

δ'δ'δ'

δ'

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

mmm

m

jjj

j

iii

i












式中 I 是二阶单位阵， 、 、 是坐标的函数，它们反映了单元的位移形iN jN mN
态，称为单元位移的形态函数，简称为形函数。矩阵 N 则称为形函数矩阵。

根据（2-6）式，在单元的边界上位移也是线性变化的。既然两个相邻的单元在其公

共结点上具有相同的结点位移，因此在它们的公共边界上，两个单元将具有相同的

位移，也就是说，所选择的位移模式保证了两个相邻单元之间位移的连续性（严格

证明见 2．2 节）。

2.1.32.1.32.1.3

2.1.3

用结点位移表示应变

有了单元的位移模式，就可利用平面问题的几何方程

x

y

xy

u
x
v
y
u v
y x


 



 
 
   

   
       
    

 
  

求得应变分量。将（2-6）式代入上式，就有

0 0 0

0 0 0

iji m

i

jji m

j

j ji i m m m

m

uNN N
vx x x
uNN N
vy y y

N NN N N N u
y x y x y x v



      
     

              
       
   
           

(g)
0 0 0

1 0 0 0 '
2

i j m

i i i

i i j j m m

b b b
c c c

A
c b c b c b


 
   
  

将(g)式简写为,
(2-8)'B 

式中 B 可写成分块形式,
（2-9） iii BBBB 

j m
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其子矩阵为,

（2-10）),,(0
0

2
1 mji

bc
c

b

A
B

ii

i

i

i


















公式（2-8）是用结点位移表示单元应变的矩阵方程，矩阵 B 称为单元应变矩阵。

由于单元面积 A 以及系数 bi，ci 等都是常量，所以矩阵 B 的元素都是常量，因此，

应变 的元素也是常量。也就是说，在每一个单元中，应变分量 都是常量， xyyx  ,,
故遍常称这种单元为常应变单元。

2.1.42.1.42.1.4

2.1.4

用结点位移表示应力

在求出单元应变之后，再利用物理方程，便可导出以结点位移表示应力的关系

式。

对于平面应力问题，各向同性弹性材料的物理方程为，

（h）














 DE

xy

y

z

xy

y

x

























































2
100

01
01

1 2

其中

（2-11）






















2
100

01
01

1 2






ED

D 称为弹性矩阵。把（2-8）式代入（h）式，得到

（2-12）DBDBDB

DB

δδδ

δ

σσσ

σ


令

（i）DBDBDB

DB

SSS

S


则（2-12）式可写成

(2-13)SSS

S

δδδ

δ

σσσ

σ


这就是单元应力与结点位移的关系式，其中 S 称为应力矩阵。应力矩阵 S 也可

以写成分块形式，

（2-14）   mmm

m

jjj

j

iii

i

mmm

m

jjj

j

iii

i

SSS

S

SSS

S

SSS

S

BBB

B

BBB

B

BBB

B

DDD

D

SSS

S


对于平面应力问题，S 的子矩阵可以写成，

（i，j，m） （2-15） 























ii

ii

ii

ii

bc

cb
cb

A
EDBS

2
1

2
112 2








对于平面应变问题，只要将上式中的 E 换成 ， 换成 ，便得到21
E


 21


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（2-16）(1 )
2(1 )(1 2 )i

ES DB
A


 


 

 

1

1
1 2 1 2
2(1 ) 2(1 )

i i

i i

i i

b c

b c

c b






 
 

 
  
 
  
  
   

一般平面通用计算程序，可按平面应力公式编制，当需要计算平面应变问题时，

只需将 E、 作上述代换即可。
从式（2－14）、（ 2－15）、（ 2－16）可以看出，应力矩阵 S 中的元素都是常量，所以

每个单元的应力分量也是常量。在一个变化的应力场中，相邻的单元一般具有不同

的应力，为此，在两单元的公共边界上，应力将有突变。但是随着单元的逐步取小，

这种突变将急剧减小，并不妨碍有限单元法的解答收敛于正确解答。

222

2

...

.

222

2

形函数的性质形函数的性质形函数的性质

形函数的性质

面积坐标面积坐标面积坐标

面积坐标

2.2.l2.2.l2.2.l

2.2.l

形函数的性质

如上节所述．形函数是定义于单元内部的、坐标的连续函数。在有限单元法中，

当单元形状和相应的形函数确定以后．剩下的运算可依照标准步骤和普通公式进行。

以后还将看到，一些复杂单元还可利用形函数表示单元各点在不同坐标系下的映射

关系（如等参数单元）。因此．在有限单元法中，形函数的作用是十分重要的。

现以三角形常应变单元的形函数为例,来推出形函数的性质如下。

三角形常应变单元的形函数

 ycxba
A

N iiii 
2
1 ( , , )i j m

其中

1
2 1

1

i i

j j

m m

x y
A x y

x y

 
   
 
 

由（2-3）式可知，常数 和 依次是 2A 的行列式的第一行 、, , , , ,i i i j j ja b c a b c , ,m m ma b c
第二行和第三行各元素的代数余子式。根据行列式的性质：行列式的任一行（或列）

的元素与其相应的代数余子式乘积之和等于行列式的值。而任一行（或列）的元素

与其它行（或列）的元素的代数余子式乘积之和则等于零。从而可推出

1．形函数 N 在结点 i 的值

（a）i i i
1( , ) a b x c y

2Ai i iN x y  （ ＋ ＋ ）＝1

而在其余两结点 j，m 上的值

（b）i i i
1( , ) a b x c y

2Ai i iN x y  （ ＋ ＋ ）＝0

（c）m m i i m i m
1( , ) a b x c y

2AiN x y  （ ＋ ＋ ）＝0

类似地有
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， ， （d）j i i( , ) 0N x y ＝ j j j( , ) 1N x y ＝ j m m( , ) 0N x y ＝

， ， （e）m i i( , ) 0N x y ＝ m j j( , ) 0N x y ＝ m m m( , ) 1N x y ＝

将上面（a）－（e）诸式汇总后合写为，

在结点 i 上 ＝1iN iN
在其余结点上 ＝0 （i，j，m） （2-17）iN

2．在单元任意一点上三个形函数之和等于 1。
证明如下：

i j m( , ) ( , ) ( , )N x y N x y N x y＋ ＋

i i i j j j m m m
1 a b x c y a b x c y a b x c y

2A
＝ （ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ）

  1002
2
1

 yxA
A

即

＝1 （2-18）i j m( , ) ( , ) ( , )N x y N x y N x y＋ ＋

由此可见，三个形函数中只有两个是独立的。

3．在三角形单元 i、j、m 的一边，例如 ij 边上，有

i
i

j i

x x( , ) 1
x x

N x y －
＝－

－

（f）i
j

j i

x x( , )
x x

N x y －
＝

－

＝0m ( , )N x y
也就是说，在 ij 边上的形函数与第三个顶点 m 的坐标无关。

证明：ij 边的直线方程为

j ii

i j i

y yy y
x x x x

－－
＝

－ －

利用（2-3）式即有

  ii
m

m yxx
c
by 

代人(2-5)式的 和 ，得m ( , )N x y j( , )N x y

   

  0
2
1

2
1,





















imimm

ii
m

m
mmmm

ycxba
A

yxx
c
bcxba

A
yxN

   

   

 








































i
m

jmmj

ij
m

m
ijijijj

ii
m

m
jjjj

xx
c

cbcb
A

xxc
c
bxxbycxba

A

yxx
c
bcxba

A
yxN

2
1

2
1

2
1,
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因为 ＝2A， ；j jb b cm mc  j ix xmc  －

故有 i
j

j i

x x( , )
x x

N x y －
＝

－

再由（2-18）式得

＝1－ － ＝1－i ( , )N x y jN mN i

j i

x x
x x
－

－

利用这一性质．易证相邻单元的位移，分别进行线性插值之后，在公共边上是连续

的。

如图 2－3 所示，单元 ijm 和 ijn 具有公共边 ij。由（f）式在 ij 边上

m n( , ) ( , ) 0N x y N x y 
不论按照哪个单元来计算，根据（2-6）式，公共边上的位移均由下式表示，

i ji jN N   

i ji jN N   

式中 ， 如（f）式所示。可见在公共边上的位iN jN
移 ， 的分布完全由公共边的两个结点 i，j 的位移所 
确定。所以相邻单元的位移是连续的。

2.2.22.2.22.2.2

2.2.2

面积坐标

应用面积坐标作为离散化模型中单元的局部坐标

进行单元分析是很方便的。

现在来引进面积坐标的概念。图 2－4 所示的三角形单元 ijm 中，任意一点

P（x，y）的位置，可以用如下的比值来确定，

i
i

AL
A

 j
j

A
L

A
 m

m
AL
A



式中 A 为三角形 ijm 的面积． ， ， 分别是三角形 Pjm，Pmi，Pij 的面积 。iA jA mA
这三个比值称为 P 点的面积坐标 .显然这三个面积坐标并不是完全独立的。由于

，所以有关系式i j mA A A A  

（2-20）1 kji LLL
这种面积坐标，只限于描述三角形单元内部任意—点的位置，在该三角形之外
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并没有定义．因此它只能作为单元的局部坐标。根据面积坐标的定义，就知道它是

一种大小大于 0 而不超过 1 的无因次坐标。以 为例，当 P 点和 i 点重合时，iL iA
＝A，故 ＝ l；当 P 点落在 jm 边上任一位置 ＝0，则有 ＝0；当 P 落在单元内iL iA iL
平行于 jm 边上任一条线时，它将根据 P 点到 jm 边垂距的比值决定 的大小。显然 ，iL
位于同一条平行于 jm 边的直线上任意点的 值相同。由此可知 的等值线将是一iL iL
组平行于 jm 边的直线．它的大小从 0 到 1．如图 2－4 图中虚线所示。当然 的这些iL
特点也将适用于 和 。iL mL

掌握面积坐标的上述特点后．极易写出三个给点的面积坐标是：

结点 I 1 0 0iL  jL  mL 

结点 j 0 1 0iL  jL  mL 

结点 m 0 0 1iL  jL  mL 

面积坐标只适合于单元分析而不能用于整体分析，因此还必须建立面积坐标与

直角坐标之间的关系。

三角形 Pjm 的面积是

)(
2
1

1
1
1

2
1 ycxba

yx
yx
yx

iii

mm

jj iii

i

AAA

A

于是面积坐标

i i i
1 a b x c y)

2A
i

i
AL
A

  （ ＋ ＋

类似地有

j j j
1 a b x c y)

2AjL  （ ＋ ＋

m m m
1 a b x c y)

2AmL  （ ＋ ＋

若用矩阵表示，即有

（2-21）
1

1
2A

i i i i

j j j j

m m mm

L a b c
L a b c x

a b c yL

     
        
    

    
这就是用直角坐标表示面积坐标的表示式。

将（2-21）各式与（2-5）式对比，容易发现三角形常应变单元中的形函数 ，iN
， 就是面积坐标 ， ， 。jN mN iL jL mL

为了得到用面积坐标表示直角坐标的关系式，则可由（2-21）式反解导出其逆

算式：
11

2
ii i i

j j j j

m m m m

La b c
x A a b c L
y a b c L

     
        

    
     

利用（2-3）式容易得到
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（2-22）
1 1 1 1

2
i

i j m j

i j m m

L
x A x x x L
y y y y L

   
         

         
或展开为

（2-23）













mmjjii

mmjjii

mji

yLyLyLy
xLxLxLx

LLL1

这就是用面积坐标表示直角坐标的代数算式。上式表明，直角坐标（x，y）表

示的多项式也可以用面积坐标表示为同阶的多项式。但面积坐标具有以下优点；他

们与三角形的形状和方向无关，而且积分运算十分简单。

下面介绍一些面积坐标的函数对直角坐标的求导和求积公式。当面积坐标的函数

对直角坐标求导时，可应用下列公式：

（2-24）













































































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
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
















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m
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j

i
i

m

m

j

j

i

i

i
m

i
j

i
i

m

m

j

j

i
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L
c

L
c

L
c

Ay
L

Ly
L

Ly
L

Ly

L
b

L
b

L
b

Ax
L

Lx
L

Lx
L

Lx

2
1

2
1

求面积坐标的幂函数在三角形单元上的积分值时。可以应用积分公式

（2-25）! ! ! 2
( 2)!i j mL L L dxdy A     
  


  

式中 为整常数。, ,  
求面积坐标的幂函数在三角形一边上的积分值时，可以应用积分公式

（i，j，m） （2-26）  


l ji ldsLL
!1

!!



式中 L 为该边的长度。

[注]式：（ 2-25），（ 2-26）的证明如下：

1．预备公式

     0,0
!1

!!
0

1 


  pna
pn
pndxxax

a pnpn

此式可由分部积分和递推方法验证。

设 为独立变量，则 变换式（2-22）可以把 x－y 平面上的任,i jL L 1 ,m i jL L L  

意三角形 ijm 变换成 平面上的三角形 i，j，m，如图（a）所示。i jL L
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ji

L

A

dLdLJdxdy i

 



1

0

1

0

其中

A

L
y

L
x

L
y

L
x

J

jj

ii 2















2．式（2-25）的证明

 

 

   

 
 

 

 !2
!!!2

1
!2

!1!
!1

!!2

1
!1

!!2

12

12

2

11

0

1

0

1

0

1

0

1

0



















 















 





















A

A

dLLLA

dLdLLLLLA

dLdLLLLLAdxdyLLL

iii

i

L

jjiji

L

jijiji
A

mji

i

i

3．式（2-26）的证明

由图（b）可知，在 ij 边上任意点 P 离开 i 的距离为 s，
1i jL L 

而

l
Li

s
ijm
pim

＝
的面积三角形

的面积三角形


所以

ii ldLdslLs  ,
所以
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     


l
ijjji ldLLLldsLL

1

0 !1
!!1




2.3 单元刚度矩阵

现在用平衡方程来推导单元的结点力和结点位移之间的关系。在有限单元法中，

通常用虚功方程推导比较方便。

图 2-5（a）示出了单元 e 的实际受力状态，它在等效结点力的作用下处于平衡

状态，这些结点力用列阵表示为

（a）   Tmmm

m

mmm

m

jjj

j

jjj

j

iii

i

iii

i

TTT

T

TTT

T

mmm

m

TTT

T

jjj

j

TTT

T

iii

i

VVV

V

UUU

U

VVV

V

UUU

U

VVV

V

UUU

U

RRR

R

RRR

R

RRR

R

R'R'R'

R'



（等效结点力 R’的进一步讨论见 2.5 节）。单元内任意点的应力为 。现假设单
元发生了虚位移（如图 2-5（b），结点 i、j、m 的虚位移表示为

（b） Tmmm

m

mmm

m

jjj

j

jjj

j

iii

i

iii

i

δvδvδv

δv

δuδuδu

δu

δvδvδv

δv

δuδuδu

δu

δvδvδv

δv

δuδuδu

δu

δδδ

δ


单元内任意点的虚应变为 s’。令实际受力状态（a）对虚位移状态（b）作虚功，

于是，作用在单元上的外力在虚位移上

所作的虚功等于体内应力在虚应变上所作的虚功。设单元的厚度为 t，则虚功

方程为

（c）tdxdysR TT    )(

又设单元内的虚位移 具有与实际位移相同的位移模式，即有'f
' ''f N

参照（2-8）式，单元内的虚应变就有

（d）' ''s B
将〔d〕式和（2-12）式： （c），并把 提到积分号的前面，（c）'DB  "( )t T

式可化成

（e）tdxdyδδδ

δ

DBDBDB

DB

BBB

B

)))

)

δδδ

δ

(((

(

RRR

R

)))

)

δδδ

δ

(((

(

TTT

T

TTT

T

TTT

T

 
由于虚位移 是任意的，（e）式两边与 相乘的矩阵应当相等，故得"t "( )t T
则（2-27）式可写成

（2-27）  δδδ

δ

DBtDBtDBt

DBt

BBB

B

RRR

R

TTT

T

dxdy

（2-28） tdxdyDBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k

TTT

T

（2-29）δδδ

δ

kkk

k

RRR

R


这就是表征单元的结点力与结点位移之间关系的刚度方程，k就是单元刚度矩阵 。

对于均质等厚度的三角形常应变单元，矩阵 D 和 B 中元素都是常量，t 也是常量．再
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注意到 ，于是（2-28）式可简化为  Adxdy

（2-30） tADBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k

TTT

T

与 1.2 节中曾讨论过的情况相类似，单元刚度矩阵 k 中任一列的元素分别等于该

单元的某个结点沿坐标方向发生单位位移时，在各结点上所引起的结点力。

将三角形常应变单元的刚度矩阵写成分块形式，有

（2-31）

   



















 

mmmmmm

mm

mjmjmj

mj

mimimi

mi

jmjmjm

jm

jjjjjj

jj

jijiji

ji

imimim

im

ijijij

ij

iiiiii

ii

mmm

m

jjj

j

iii

i

TTT

T

mmm

m

jjj

j

iii

i

666

6

333

3

333

3

333

3

TTT

T

333

3

666

6

666

6

666

6

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

AtAtAt

At

BBB

B

BBB

B

BBB

B

DDD

D

BBB

B

BBB

B

BBB

B

AtAtAt

At

BBB

B

DDD

D

BBB

B

kkk

k

其中 为 k 的子矩阵( , , , , , )rsk r i j m s i j m 
将式（2-10） 的（2-11）的 D 代人上式，可得平面应力问题三角形常应变单元的tB
子刚度矩阵公式为

（2-33）









































mjis
mjir

bbcccbbc

bccbccbb

A
Etk

srsrsrsr

srsrsrsr

n ,,
,,

2
1

2
1

2
1

2
1

)1(4 2 





对于平面应变问题，只须将上式中 E 换成 ； 换成 ，可得21
E



1



（2-34）






















































mjis
mjir

bbcccbbc

bccbccbb

A
tEk

srsrsrsr

srsrsrsr

n

,,
,,

)1(2
21

)1(2
21

1

)1(2
21

)1(2
21

)21)(1(4
)1(



















例 1 等腰直角三角形 ijm，厚度为 t，腰长为 a，两腰分别平行于 x、y 轴（见

图 2－6），则该单元的弹性常数 E、 
为已知，试写出它的单元刚度矩阵 k。解

这问题可看作平面应力问题。利用式（2-
31）和（2-33）求 k。

（1）求 ， （i，j，m）和 Aib ic
由（2-3）式

（i，j，m）i i mb y y 

i j mc x x  

可得

ib a 0jb  mb a 

0ic  jc a mc a 

（2）利用（2-33）式求子矩阵 ，再利用（2-3）形成 k，其结果为nk
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 


























































2
3

2
11

2
1

2
1

2
3

2
1

2
11

100
2

1
2

10
2

10

1

12 2
















对称

Etk

讨论

首先 k 为对称矩阵，但注意于矩阵 k。并不是对称矩阵。其次单元刚度矩阵尾

有一个重要性质：每一行（或列）元素之和为零。第三，k 为奇异矩阵．即{k}＝0， 是1k 

不存在的。第四，k 的元素决定于单元的形状、大小、方位和弹性常数．而与单元的

位置无关，即不随单元或坐标轴的平行移动而改变。

2.42.42.4

2.4

整体刚度方程的建立整体刚度方程的建立整体刚度方程的建立

整体刚度方程的建立

整体刚度矩阵整体刚度矩阵整体刚度矩阵

整体刚度矩阵

假设弹性体被划分为 个单元和 n 个结点，对每一单元都求出单元刚度矩阵后，en
就可得到 组形如（2-29）的单元刚度方程，把这些方程集合起来，便得到表征整en
个弹性体平衡的表达式——整体刚度方阵。

为此目的，我们首先引进整个弹性体的结点位移列阵 ，它是由各结点位移111

1

2n2n2n

2n

δδδ

δ



按结点的号码从小到大顺序排列组成的，即

（a） Tn
TTT

T

TTT

T

TTT

T

111

1

111

1

2n2n2n

2n

δδδ

δ

δδδ

δ

δδδ

δ

δδδ

δ

2

其中子矩阵

（b）  ),,2,1( niT
iii  vvv

v

uuu

u

δδδ

δ

是结点 i 的位移分量。

再引进整个弹性体的载荷列阵 ，它是移至到结点上的等效结点载荷，按结12 nRRR

R

点号码从小到大顺序排列组成的，即

(c) TT
n

TT
n RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

2112 

其中子矩阵

（d）  ),,2,1(
11

ni
Tn

e
i

n

e
i

T
ee








  


VVV

V

UUU

U

YYY

Y

XXX

X

RRR

R

iii

i

iii

i

iii

i

是结点 i 上的等效结点载荷。

为把 组形如（2-29）的单元刚度程en

（e）1666   δδδ

δ

kkk

k

RRR

R

111

1

666

6

集合起来．我们将各单元的结点力列阵 加以扩大，使之成为 2n×1 阶列阵：'
6*1R

（f）
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T
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T

mmm

m

mmm

m
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T

jjj

j

jjj

j
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T

iii
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)))
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RRR
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RRR

R





   

其中子矩阵

（g）  ),,( mjiT
i iii

i

iii

i

VVV

V

UUU

U

RRR

R


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是单元结点 i 上的等效结点力。

（f）式中“…”元素均为零，矩阵号正上方的上标 i，j，m 表示在分块矩阵意义下

见所占的列的位量。这里所写的 i、j、m 的次序恰好和结点号码排列的次序是一致的 ，

但实际排列也可能不一致，这时只要按照 i、j、m 所对应的结点号码“对号”即可。下

面构造刚度矩阵 时标号约定也是这佯，不再说明。nn 22 KKK

K

再将（e）式中 加以扩大，使之成为 2n×2n 前方阵 （也称单元贡献矩666

6

666

6

kkk

k

 nn 22 KKK

K

阵），即

（h）

n
m

j

i

kkk

kkk

kkk

nmji

mmmjmi

jmjjji

imijii

nn

1
1

22





























 












KKK

K

这样（e）式可改写为

（i）2 *2 2 *1 2 *1
e e e

n n n nK R 
考虑到 k 扩大以后，除了对应 i，j，m 双行和双列上的九个子矩阵外，其余都

是零，故上式左边的单元位移列阵 可用整体的位移列阵 替代。把（i）式2 *1
e

n 2 *1n
对 个单元作和，则得en

（j）2 *2 2 *1 2 *1
1 1

e en n
e e e

n n n n
e e

K R
 

 
上式右边是全部单元的结点力列阵经扩大以后叠加在一起的，它应等于（c）式

所表示的弹性体的载荷列阵。这是因为单元的结点力可分为两种类型：一类是由作

用在单元上的载荷经等效移置到结点上成为结点力，这通常也称为等效结点载荷；

另一类是由弹往体的内力即单元间相互作用的内力引起的等效结点力，这种由相邻

单元公共边内力引起的等效结点力，在集合叠加过程中互相抵消。因此（j）式右边

就是（c）式所表示的弹性体的载荷列阵，即

（k）2 *1 2 *1 1 n
1

[ ]
en

e T T
n n

e
R R R R



  ……

（j）式左边 是弹性体所有单元刚度矩阵扩大到 2n×2n 阶之后，作矩阵2 *2
1

en
e

n n
e

K



求和（即所有单元贡献矩阵之和），这个和矩阵称为整体刚度（或称总刚度矩阵），

通常都记作 K。写成分块矩阵的形式为
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（2-35）
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其中子矩阵

（2-36）)
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由于（h）式中很多位置上的子矩阵都是零，实际上（2-36）式不必对全部单元

求和．只有当 的下标 r＝s 或者属于同一单元的结点号时， 才不等于零，否则nK nK
都等于零。

引人整体刚度矩阵以后，（j）式可以写成

（2-27）RRR

R

KKK

K


这就是结构的整体刚度方程，它是包含有关于结点位移的 2n 个线性方程。实际

上，它就是对 n 个结点列出的全部 2n 个平衡方程。

从上面讨论可以看出，由单元刚度方程集合成结构的整体刚度方程，这个集合过程

包括两个方面：由单元刚度矩阵 集合成整体刚度矩阵 K，将作用于每个单元的等
'K

效结点力列阵 （实质上只是等效结点载荷列阵）集合成总的载荷列阵 R。'R
下面简要讨论整体刚度矩阵 K 的性质。

l．对称性

整体刚度矩阵 K 是对称矩阵，为此只要证明
T

n nK K
因为
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由于 K 是对称矩阵．故在实际计算时只需计算和存储在主对角线上以及在其一

边的元素。

2. 整体刚度矩阵 K 的主元素（主对角线上元素）总是正的。

K 中每一列元素的物理意义为：要使弹性体的某一结点在某个坐标轴方向发生

单位位移，而其他结点位移都保持为零时，在所有各结点上需要施加的结点力。

这可从式（2-37）中看出，如令结点 1 在坐标轴 x 方向的位移 ，而其余的结点1i 
位移， ＝0 便得到结点载荷列阵等于 K 的第—列元素的列阵，1 1 2 2nv v v  ……＝

即
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   TTT

T

2n,12n,12n,1

2n,1

1,11,11,1

1,1

2n2n2n
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414141
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313131

31
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K
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K
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K
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K
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K

KKK

K

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

 

由上述物理意义可知．K 中的元素，如 表示结点 2 在 x 方向产生单位位移，33K
而其他位移均为零时，在结点 2 的 x 方向上必须施加的力，它自然应沿着单位位移

方向，因而为正号。

3. 稀疏性及带形分布规律

整体刚度矩阵 K 是一个稀疏阵，如果遵守一定的结点编号规则，可使非零元素

集中在主对角线附近，呈带状。因为离散化后结构的任一结点只与围绕它的相连单

元发生联系，其它单元的结点位移不会引起该结点处的结点力，所以每一行 K 元素

中含有大量的零元素每一行的主元素到最后一个非零元素之间的所有元素总个数称

之为该行的半带宽，所有半带宽中最大者称为 K 的最大半带宽，一般最大半带宽用d
来记．其计算公式为

d＝（单元相邻结点码的最大差值＋1）×2 （2-38）
为节约计算机的存储单元，实际计算时应使 d 尽可能小。这就要求在结点编号时 ，

尽量使直接相邻的两结点（属于同一单元）的号码之差尽可能小（详见第三章）。

4. 整体刚度矩阵 k 是一个奇异阵，在排除刚体位移后，它是正定的。

因为由式（2-37）可知，假如弹性体内全部结点位移都为零或者为一组任意的刚

体位移（平动、转动），它们都应该对应着同样的不受力状态。若如此，式（2-37）

就成为一个齐次方程

121222   nnnn 000

0

δδδ

δ

KKK

K

而式中的未知量 又可以不为零（刚体位移），所以，此式中的系数矩阵 K 必
定是一个奇异阵。之所以会出现上述情况，是因为还末引入位移约束所致。对于按

位移求解的问题，位移边界条件往往是主要边界条件，必须引用的。如果问题本身

具有足够的明确的边界条件，就排除了整个结构发生任意刚体位移的可能性。这样，

只有当全部结点位移统统为零时．才对应不受力的状态。也就是说在排除刚体位移

后，K 是正定的。约束条件的具体处理方法见 2.6 节。

为了对总刚度矩阵的形成过程有个更清楚的概念，下面举个例子。

例 2 已知如图 2-7（a）所示的悬臂深梁，在右端面作用着均布拉力，其合力为 P。

采用如图 2-7（b）所示的简单网格，设 ＝1/3，厚度为 t，试求结点位移。

解：对于单元①，i.j.m 对应结点 1，2，3。
1i j mb y y    1j m ib y y   0m i jb y y  

A＝10i m jc x x   2j i mc x x    2m j ic x x  

本题属平面应力问题，K 的系数为 ，则
 2

9
324 1

Et Et
A



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单元贡献矩阵

注意这儿的上标代表单元的号码。

对于单元②，i，j，m 对应于结点 1，3，4。
0i j mb y y   1j m ib y y   1m i jb y y   

2i m jc x x    0j i mc x x   2m j ic x x  

单元贡献矩阵

总刚度矩阵为
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有了总刚度矩阵后，再形成载荷列阵，即可得整体刚度方程．经约束处理后就

可求解结点位移。这些到 2.6 节中再完成。

2.52.52.5

2.5

等效结点力等效结点力等效结点力

等效结点力

荷载列阵荷载列阵荷载列阵

荷载列阵

在有限单元法的分析中，根据离散思想，需将作用于单元的外力系（包括集中载

荷，表面载荷、体积载荷及单元间的相互作用力），都按虚功等效的原则，移置到结

点上成为等效结点力。所谓虚功等效，是指原力系与等效结点力在任何可能的微小

位移（虚位移）上所做的功（虚功）都相等。另外上节已经指出．整体刚度方程（2-37）

式右边的载荷列阵 R，实际上是由全部单元因载荷引起的等效结点力（也称结点载

荷）按结点号码顺序对叠加而成（因为相邻单元公共边内力引起的等效结点力，在

叠加过程中必然互相抵消，故只剩下载荷所引起的等效结点力），即

（a） Tn
TTT

n

e

e

ppp

p

ppp

p

ppp

p

ppp

p

ppp

p

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

21
1




其中单元的等效结点力 是由作用在单元的荷载——集中力 P，表面力 和体R p
积力 p 分别移置到结点上，再逐点加以合成得到的。

由虚功等效原则，有

（b）ptdxdyftdspff TTT    PPP

P

RRR

R

δδδ

δ

TTT

T

)(

上式等号左边表示单元等效结点力 所作的虚功。等号右边的第一项是集中了R
P 所作的虚功；第二项的积分沿着承受面力的单元边界进行，它表示对应单元上表面

力 所作的虚功；第三项的积分遍及整个单元，它表示体积力 p 所作的虚功；t 为单p
元的厚度。将 2.3 节中 代入，注意到结点虚位移列阵 中元素都是常量，  NNN

N

f  
可将其移到积分号前面，于是（b）式化成

（c）)()()( ptdxdyftdspf TTT    PPP

P

NNN

N

δδδ

δ

RRR

R

δδδ

δ

TTT

T

TTT

T

再注意到 是任意的，所以（c）式两边与之相乘的矩阵应当相等，故有 

（d）p p pR R R R     

其中 (2-39)T
pR N P 
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(2-40)T
pR N ptds  

(2-41)T
pR N ptdxdy  

, , 分别是单元的集中力，表面力，体积力移置到结点上得到的等效结PR 
pR 

pR 

点力。再将（d）式代入（a）式，荷载列阵可写成

（2-42）ppPpp

n

r
P

e

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R

RRR

R




)(
1

下面逐项加以讨论。

1．集中力的等效荷载列阵 pRRR

R

设三角形单元内任意一点 受到集中荷载 P 的作用，其沿 x,y 方向的分 ,M MM x y
量分别为 和 ，即xP yP

（e）x yP P P   
由（2-39）式

T
PR N P 

有

（f）
T

P i i j j m m i x i y j x j y m x m yR X Y X Y X Y N P N P N P N P N p N P        
故

(i,j,m) (g)i i xX N P i i yY N P

注意上式中的 ， ， 是它们在 M 点函数值。即 ，iN jN mN  i M MN x y

， 。 j M MN x y  m M MN x y
逐点合成各单元上集中力的等效结点力，按结点号码顺序（每个结点按自由度

顺序）排列，即可得到集中力的等效载荷列阵 。PR
实际计算中，在划分网格时一般将集中载荷作用点划成结点，这样集中力的等

效载荷列阵 就容易写出。pRRR

R

2．表面力的等效载荷列阵 pR
作用在单元边界上的表面力移置到结点可得到各单元的表面力等效结点力．在各结

点处合成以后，按结点号码顺序（每个结点按自由度顺序）排列，便组成弹性体的

表面力等效载荷列阵 ，即pR

（i） TT
np

T
p

T
p

n

r
pp RRRRR 




21

1

'

由于作用在单元边界上的内力．在合成叠加过程中互相抵消，因此上式中的结点只

是作用在弹性体边界上的外表面力所引起。

根据（2-40）式，单元 e 的表面力等效结点力为

（j）

ipi

p pj j

pm m

N ptdsR

R R N ptds

R N ptds

  
          

         




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假如在图 2-8 中，单元 e 只有 ij 边上作用有表面力 ，ij 边长设为 l，边上任意p
点 P 离开结点 i 的距离为 s，根据式（2-19），（ 2-20）有

l
sLN

l
s

l
slLN

jj

ii








的面积三角形

的面积三角形

的面积三角形

的面积三角形

ijm
Pim

1
ijm
Pjm

0m mN L 
代入(j)式得

0
1

l

pi
sR ptds
l

    
 

0

l

pj
sR ptds
l

  
0pmR  

上面结果与按静力原理将表面力 向结点 i 及 j 分解所得到的分力完全相同。p
3. 体积力的等效载荷列阵 Rp

与表面力的情况相类似．它是由单元体积力的等效结点力在备结点处合成以后，

按结点号码顺序（每个结点按自由度顺序）排列而成

（k） TT
pn

T
p

T
p

n

r

t
pp RRRRR 



21
1

单元 e 的体积力的等效结点力为

（l）

i
pi

p pj j

pm m

N ptdxdyR
R R N ptdxdy

R N ptdxdy





  
          

         





利用这些公式求载荷列阵，就要进行积分运算。这里我们指出，在线性位移模

式的情况下，按照静力学中平行力的合成分解原理得到的结点力，与按虚功等效原

则得到的结果完全一致。因此，在实际计算等效结点力时，可以直接应用静力学中

关于平行力分解的许多结果。

下面列出一些常见结果，便于应用。

1．设单元 e 只在 ij 边上受有沿 x 方向的载荷 P，其作用点距 i 及 j 的距离分别为 il
及 （见图 2-9）。移置到各结点的等效结点力为:jl
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0 0 0 0
T

j il lR P
l l

 
   

 

2. 如果 ij 边上受有沿 x 方向的按三角形分布的荷载，它在 i 点的集度为 q（见图

2-10），则有

2 10 0 0 0
2 3 3

TqtlR      
这就是说．应当把总载荷的三分之二移置到结点 i，三分之—移置到 j，结点力方

向与原载荷方向相同。据此．可以用叠加法求得边界上受任意线性分布载荷时的等

效结点力列阵。

图 2-11
3. 设有均质、等厚的三角形单元 ijm，它受有重力载荷 W。作用在三角形形心 C

（见图 2-11）．则有

 0 1 0 1 0 1
3

TWR  

即只须把三分之一的重力移到每个结点上。

2.62.62.6

2.6

约束条件的处理约束条件的处理约束条件的处理

约束条件的处理

整体刚度矩阵和载荷列阵建立以后，便可得到整体刚度方程

（2-37）RRR

R

KKK

K


由于在建立整体刚度矩阵 K 时，没有考虑弹性体具体的边界约束情况，K 必然

是奇异的。因此必须引入约束条件，在排除刚体位移．即消除 K 的奇异性后才能从

方程组（2-37）求解结点位移。在一般情况下，所考虑问题的边界往往已有一定的位
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移约束条件．否则， 适当指定某些结点的位移值，以避免出现刚体运动。经引用这

些边界条件以后．待求结点未知量的数目和方程的数目便可相应地减少。然而，常

用的且比较方便的做法是以某种方法引入己知的结点位移（包括零位移约束），而保

持方程原有的数目不变，只是修正 K 和 R 中某些元素，以避免计算机存储作大的变

动。

引入已知结点位移最常用的方法有两种。

一种方法是：若已知结点 i 在 y 方向位移 的值，则令 K 中的元素 为 1，iv 2 ,3i iK
而第 2i 行和 2i 列的其余元素都为零，R 中的第 2i 个元素则用位移 的已知值代入，iv
R中的其他各行元素都减去结点位移的已知值与原来K中这行的相应列元素的乘积。

为说明这一过程．现考察一个只有四个方程的简单例子：

（a）

11 12 13 14 1 1

21 22 23 24 1 2

31 32 33 34 2 3

41 42 43 44 2 4

K K K K u R
K K K K v R
K K K K u R
K K K K v R

     
     

                      
设已知结点位移为 , ，当引进上述已知结点位移后，方程(a)变成1 1u  2 2u 

(b)

11

2 21 1 23 322 24 1

32

4 41 1 43 342 44 2

1 0 0 0
0 0
0 0 1 0
0 0

u
R K KK K v

u
R K KK K v


 

 

    
                              

然后，就用这组维数不变的方程来求解所有的结点位移，其解答 ，1 1u 
， ， 仍为原方程的解答。这种方法又称为“化 1 置 0 法”。2 3u  1v 2v

另一种方法是：将 K 中与结点位移有关的主对角元素乘上一个计算机可接受的

充分大的数，例如 ，同时将 R 中的对应元素换上已知结点位移与同一个大数及1510
主对角元素的乘积。用此方法来修正上面的例子．方程（a）将成为

(c)

15 15
111 12 13 14 1 11

121 22 23 24 2
15 15

231 32 33 34 3 33

241 42 43 44 4

10 10

10 10

uK K K K K
vK K K K R
uK K K K K
vK K K K R





    
    

                        

  

  

为看出方程（c）的解答，我们展开(c)的第一个方程

(d)15 15
11 1 12 1 13 2 14 2 1 1110 10K u K v K u K v K     

因为

 4,3,210 1
15

1  jKK ji

在（d）式两边同除 后，即得 。同理可得 ， ， 仍为15
11 10K  1 1u  2 3u  1v 2v

原方解答。这种方法又称“乘大数法”。以上两种方法都保持了原来 K 矩阵的稀疏，

带状和对称等特性。

现在把 2.4 节中例题 2 做完。2.4 节中已经得到整体刚度矩阵 K，再由 2.5 节可

得载荷列阵

0 0 0 0 0 0
2 2

TP PR     
位移约束条件为 （见图 2.7（b）），将此约束条件引入整1 1 4 4 0u v u v   
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体刚度方程，对其用“化 1 置 0 法”处理后得到
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以上联立方程得
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2.72.72.7

2.7

解题步骤和注意事项解题步骤和注意事项解题步骤和注意事项

解题步骤和注意事项

2.7.12.7.12.7.1

2.7.1

解题步骤

利用三角形常应变单元解平面问题，其具体步骤归纳如下。

1. 将要计算的弹性体划分成三角形单元网格，对结点进行编号。建立坐标系，

列出结点坐标作为输入信息。

2. 单元编号，按逆时针顺序列出各单元三个结点的号码作为输入信息。

3. 计算载荷的等效结点力，列出结构载荷列阵作为输入信息。

4. 各单元按(2-3）式计算常数 ，再按（2-4）式计算单元面积 A。mmjjii cbcbcb ,,,,,
5. 按(2-33)或(2-34)和(2-31)式计算各单元的刚度矩阵。

6. 利用 (2-36）式形成整体刚度矩阵中的非零子矩阵。

7. 约束条件处理。此前应输入有关位移约束的信息。

8. 解线性方程组（2-37）．求出结点位移。

9. 各单元内应力计算。

各单元内应力可利用 进行计算。它只须从整体结点位移列阵 中取出各s   

个单元的结点位移列阵 ，逐个单元地按式(2-14）求出应力矩阵 S，便可代人上述 

公式求应力。

若需求出各单元的主应力和主方向，则可按下式计算：

2
2

minmax, 22 xy
yxyx 


 







 





（2-43）








 


xy

x




 maxarctan
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式中α为 与 x 轴的夹角。max
10. 结果整理。根据需要，对位移和应力结果绘制必要的图表，并进行分析，最

后给出结论。

通常步骤 4 至 9 均由计算机完成。

2.7.22.7.22.7.2

2.7.2

注意事项

1．对称性的利用

如果结构与载荷都有对称性可资利用，就能减少很多工作量。例如具有一个对

称轴的结构，若载荷也对称，可取其中的一半作为分析对象，此时，位干对称轴上

的结点无垂直对称轴方向的位移。如果对于 x,y 轴都对称，只需计算四分之—就行。

对于具有对称轴的结构．即使载荷不对称，也不反对称，此时，宁可将载荷分解为

对称和反对称两部分，分别计算，然后将结果叠加，这样在第二步计算（如反对称

部分）之前，只须修改少数几个数据——载荷列阵即可。

2．结点的选择和单元的划分

有限单元法中单元的划分是很自由的，形状和尺寸可自由调整。通常集中载荷的作

用点、分布载荷强度的突变点、分布载荷与自由边界的分界点、支承点等都应取为

结点。同时不要把厚度不同或材料不同的区域划在同一个单元里。另外，任意一个

三角形单元的顶点，必须同时也是其相邻三角形单元的顶点，而不能是相邻三角形

单元的边上点。单元的数量要根据计算精度要求和计算机的容量来确定。显然单元

划分得越小（单元数越多），计算结果就越精确，但数据准备的工作量也就越大计算

时间也就越长，且占用计算机的内存也就越多，甚至有可能超出计算机的容量。因

此在保证精度的前提下，力求采用较少的单元。在划分单元时，对于重要的或应力

变化急剧的部位，单元应划得小些，对于次要和应力变化缓慢的部位．单元可划得

大些，“中间地带”以大小逐渐变化的单元来过渡。此外，根据误差分析，应力及位

移的误差都和单元的最小内角的正弦成反比，所以单元的边长，力求接近相等，也

就是说单元的三条边长尽量不要悬殊太大。

3. 结点的编号

在结点编号时，应注意尽量使同一单元的相邻结点的号码差值尽可能地小些．以使

缩小刚度矩阵的带宽，节约计算机存储。如图 2-12，（ a）与（b）单元划分相同，（b）

的编号要比（a）的编号为好，即结点应顺短边编号为好。

4. 单元结点 i，j，m 的次序

前面提到为了在计算中保证单元面积 A 不致出现负值，结点 i、j、m 的次序必须是

逆时针转向。但这样做．在单元数量较大时，输入数据容易出错。实际上，i、j、m
的次序可以任意安排，只要在有关计算公式中．单元面积 A 取绝对值．便可得到正

确的结果。

5. 计算结果的整理

在位移方面一般无需进行什么整理工作。应力方面，因三角形常应变单元也是常应
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力单元，算出的应力，通常都作为单元形心处的应力。为了由计算结果推出弹性体

内某一点接近实际的应力值，通常可采用绕结点平均法或两单元平均法进行处理。

绕结点平均法是将环绕该结点的所有单元应力的算术平均值视为该结点的应力。两

单元平均法是将相邻单元应力的平均值视为其公共边界中点的应力值。实践证明这

两种方法均可得到满意的结果。

采用上述两种应力平均法时还必须注意两点：

（l）相连单元间的应力连续性只有当相连单元具有相同厚度和材料时才存在，平均

法才有意义。因此．对于那些不等厚度或不同材料的相连单元是不应当采用平均法

直接整理应力成果的。

（2）位于结构边界或介质间断线上的应力点是无法用两单元平均法得到应力值的，

若用绕结点平均法也因其相连单元太少而不能得到较佳的近似值。这种情况往往改

用内部应力点外推的办法去求它的近似值。以图 2-13 中的边界 0 处的应力为例，就

是先用绕结点平均法算出内点 1、2、3 处的应力，再用如下的抛物线插值公式推算

出来

  
  

   
   

  
  

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2

x x x x x x x x x x x x
f f f f

x x x x x x x x x x x x
     

  
     

上式中 为三个插值点 1，2，3 的坐标。 为相应的给定函数值，321 ,, xxx 321 ,, fff
将以上各值以及所要推算点的坐标 x 代入上式，便可求得函数的近似值。

2.82.82.8

2.8

解答的收敛性解答的收敛性解答的收敛性

解答的收敛性

我们知道，有限单元法的计算模型是用有限个自由度的单元集合体代替无限个自

由度的连续体，它的解在数学形式上就是用一个有限项的多项式来代替一个连续的

函数．因而所得的解必然存在着是否收敛于真实解的问题。我们总是希望所采用的

方法，随着网格的逐步细分，能得到收敛于问题真实解的解答。从前面关于有限单

元法的分析中可以看出，在单元形式确定以后，位移模式的选择是一个关键，因为

载荷的移量、应力矩阵和刚度矩阵的建立等等，都依赖于位移模式。因此，为了能

从有限单元法得出正确的解答，首先必须使位移模式能正确反映单元的真实位移形

态。具体说来，为保证解答的收敛性．单元的位移模式必须满足如下三个条件。

1．位移模式必须能反映单元的刚体位移。

每个单元的位移一般总是包含着两部分：一部分是由本单元的变形引起的，另一部
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分是与本单元的变形无关的，即刚体位移，它是由于其它单元发生了变形而连带引

起的。因此，为了正确反映单元的位移形态，位移模式必须能反映该单元的刚体位

移。2.1 节中线性位移模式（b）是反映了单元刚体位移的。因为

5 3 5 3
1 2 3 1 2 2 2

u x y x y y   
    

 
      

5 3 5 3
4 5 6 4 6 2 2

v x y y x x   
    

 
      

上式中的 反映了刚体平移， 反映了刚体的转动。41,
2

35 





2. 位移模式必须能包含单元的常应变。

单元内各点处的应变一般也包含着与坐标无关的常应变和与坐标有关的可变应

变两部分。对于小变形问题，当单元划分得较小时．单元内的应变变化很小，常应

变就成为主要的基本的部分。当单元尺寸无限缩小时，每个单元中的应变应趋于常

量。因此，除非位移模式中包含着常应变项，否则就没有可能收敛于正确解。2.1 节

的线性位移模式（b）中与 有关的线性项是提供单元中的常应变的。6532 ,,, 
3．位移模式在单元内要连续、并使相邻单元间的位移必须协调。

当选择多项式来构成位移模式时．单元内的连续性要求总是满足的，单元间的协

调性要求单元之间不开裂也不重叠（对于梁、板、壳单元还要求单元之间有斜率的

连续性）。通常，当单元交界面上的位移取决于该交界面上结点的位移时，可以保证

位移的协调性。

前两个条件是有限元解答能收敛于正确解答的必要条件或称为完备性条件），第

三个条件是充分条件（或称为位移协调条件）。满足条件 1、2 的单元称为完备单元，

满足条件 3 的单元称为协调单元。三角形常应变单元．同时满足三个条件．因此是

完备的协调单元。

另外．已经证明，对于一个给定的位移模式，满足上面三个条件，其刚度系数的

数值比精确的要大。这样在给定的载荷作用下．计算模型的变形比实际结构的变形

小，因此，随着网格的细分，位移的近似解将由下方收敛于精确解，即得到真实解

的下界。关于位移解答下限性质的能量法的证明，读者可参阅朱伯芳《有限单元法

原理与应用》一书。

这里顺便指出，在某些梁、板以及壳体分析中，要使单元满足条件 3 比较困难，

实践中也出现只满足条件 1、2 的单元，即完备而不协调的单元，其收敛性也是令人

满意的。不协调单元的主要缺点是不能事先肯定其刚度与真实刚度的大小关系，是

否收敛于真解，未得到严格的证明。但是另一方面，不协调单元一般没有协调单元

那样刚硬，因此可能比协调单元收敛得快。

2.92.92.9

2.9

热应力计算热应力计算热应力计算

热应力计算

2.9.12.9.12.9.1

2.9.1

热应力

当物体温度发生变化时，物体的各微小部分将由于膨胀或收缩而产生线应变αT，

其中α为材料的线膨胀系数，T 表示弹性体内任意点的温度改变值（从整个物体处于

初始均匀温度状态算起）。在平面问题中，T 是坐标 x,y 及时间 t 的函数。如果物体

各部分的热变形不受任何约束，且温度改变均匀，则虽有变形却不会引起应力。但
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是如果各部分的温度变化不均匀，或者表面与其它物体相联系．即受到一定的约束，

热变形不能自由地进行，就将产主应力。这种由于温度变化而引起的应力称为“热应

力”或“温度应力”。

2.9.22.9.22.9.2

2.9.2

平面应力问题

1．应力-应变关系

热应力问题与一般应力分析问题相比较。主要在应力-应变关系上稍有差别。

由于温度变化，在各向同性材料中。线应变αT 在所有各个方向都相同，而且并不

伴随着任何剪应变。由于弹性体所受的外在约束以及体内各部分之间的相互约束，

产生温度应力．这个应力又将按虎克定律引起应变．于是对于平面应力问题，总的

应变分量为

（a）

 

 
 

1

1

2 1

x x y

y y x

xy xy

T
E

T
E

E

   

   


 

    
 
    
 
 

  
将(a)式移项，得

（b）

 

 
 

1

1

2 1
0

x x y

y y x

xy xy

T
E

T
E

E

   

   


 

    
 
    
 
 

   
与平面应力问题的物理方程相比，考虑热应力问题的应力——应变关系可以写成

(c) 0  D
其中ε0为由于温度改变引起的应变，即

(d) 0 1 1 0 TT 

将 代入( c )式得B  

（2-44） 0D B   

2．热载荷

考虑到热应力，弹性体内应力的虚功将为

        tdxdyDBDBtdxdyBtdxdyBD TTTT
00 '"'" 

结点力所作的虚功为

RRR

R

)))

)

δδδ

δ

(((

(

TTT

T


由虚功原理，有

0
T TR B DBtdxdy B D tdxdy    

也就是

（2-45）0
TR B D tdxdy k   

上式左边第二项是由于考虑温度变化而增添出来的，它在上式中处于结点力的地
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位，相当于考虑了温度变化而施加于结点一个假想的等效结点力，称为热荷载，用

表示，即有H 

（2-46）0
TH B D tdxdy  

对于平面应力问题，将(d)式代入上式得

 1 1 0
TTH B D T tdxdy  

将（2-9）和（2-11）式代入，得

（2-47） 2 1
T

i i j j m m
E tH b c b c b c Tdxdy

A



     
如果变温 T 的分布函数为已知时，上式中的积分可用数值积分求得。对于 T 为线性

分布时，可写成

i i j j m m i i j j m mT N T N T N T LT L T L T     

由积分公式（2－25），可得

(2-48) 1
3 i j mTdxdy T T T A  

其中 分别为三个结点处的变温。在此情况下，热载荷列阵为mji TTT 、、

（2-49） Tmmjjii
mjit cbcbcb

tTTTE
H

)1(6
)(










3．应力公式

根据结点位移计算单元应力，由（2-44）式

 Ttt TDDBDDB 0110  
将（2-11）中 D 代入，并和以前一样用 S 代替 DB，即得

（2-50） Tt TES 011
1 





在每一单元中，上式右边第二项一般并不一定是常量，因为变温 T 不一定是常量 。

为了便于把变温应力和实际载荷引起的应力相叠加或相比较，通常就用三个结点处

变温的平均值来代替式中的 T，这样就有

（2-51）
 
   Tmjit tTTTE

S 011
13 









2.9.32.9.32.9.3

2.9.3

平面应变问题

与上面相似，平面应变问题的物理方程为

  T
E zyxx   )(1

  T
E xzxy   )(1

  0)(1
 T

E yxzz 

将由其中第三式得来的 代入前二式，得  TEyxz  

T
E yxx 







 )1()
1

(1 2








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T
E xyy 







 )1()
1

(1 2









移项以后，与有关剪应变及剪应力的物理方程联立，得

)
1

(1)1(
2

yxx E
T 















（e）)
1

(1)1(
2

xyy E
T 















xyxyxy EE












21

)
1

1(2
)1(20











将式（e）与式（b）对比，可见，除了 代替了 E， 代替了 以外，还21 
E



1



有 代替 。于是在（2-49）中进行这样的代换以后，就得出在平面应变情况 1 
下，热载荷列阵为

（2-52） Tmmjjii
mjie cbcbcb

tTTTE
H

)21(6
)(










在（2-51）中进行同样的代换以后，应力公式为

（2-53）
 
   Tmjit tTTTE

S 011
213 









2.102.102.10

2.10

矩形单元矩形单元矩形单元

矩形单元

2.10.12.10.12.10.1

2.10.1

概述

三角形常应变单元是有限单元法中最早提出内单元之一。由于其简单，目前仍

在应用；但由于单元内的应变和应力都是常量，而通常工程结构中的应力是随着坐

标变化的，且有时变化急剧。因此，在应用三角形常应变单元时，必须布置大量的、

密集的单元，才能得到较好的计算精度。这一节里，我们将介绍矩形单元，它也是

常用的单元之一。单元的位移函数采用双线性的插值多项式，故可更好地反映弹性

体中的位移状态和应力状态，从而采用比较少的单元就能得到较好的计算结果。设

有矩形单元 1234，其边长分别为 2a 和 2b，矩形的两边分别与 x、y 轴平行。取矩形

的四个角点作为结点，每个结点有两个结点位移分量和两个结点力分量。如图 2-14
所示。
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本节的任务是建立单元刚度矩阵和单元结点力列阵，并在此基础上建立整体刚

度矩阵和总结点载荷列阵，从而得出弹性体的整体刚度方程。

我们仍采用在三角形常应变单元中所用的分析方法和步骤。在单元分析中为了

计算上的方便和简化，我们引用一个无量纲的局部坐标系ξ、η，局部坐标系的原点

取在矩形的形心 上，ξ、η轴分别与整体坐标轴 x、y 平行（如图 2-14），他们 00 , yx
之间的坐标变换式为

（2-54）







)11(
)11(

0

0




byy
axx

（2-55）

)(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1

2314

4312

32410

43210

yyyyb

xxxxa

yyyyy

xxxxx









其中 是结点 i 的整体坐标，i=1，2，3，4。),( ii yx
在局部坐标系中，结点 i 的坐标是 ，它们的值分别是 ，例如 ii  , 1

。1,1 11  
下面对矩形单元进行单元分析，分析讨论是在局部坐标系ξ、η中进行的。

2.10.22.10.22.10.2

2.10.2

位移模式

矩形单元共有四个结点，八个自由度，其位移模式中可以包含八个位移参数，即
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可取 （a）










8765

4321

aaaav
aaaau

位移模式（a）比三角形常应变单元中采用的线性位移模式增添了ξη项（即相当

于 xy 项），这种位移是二个线性多项式 的乘积，所以也称双线)()( 4321  aaaa  、

性模式。

将四个结点的局部坐标值代入（a）式，可以列出八个结点位移分量方程，从而

得到两组关于 a 的四元联立方程，即

43214

43213

43212

43211

aaaau
aaaau
aaaau
aaaau






87654

87653

87652

87651

aaaav
aaaav
aaaav
aaaav






分别由两组方程解出八个位移参数 ，再将这些参数代回（a）式，821 aaa 、

按结点位移分类合并，得到

（b）






















4

1
44332211

4

1
44332211

i
ii

i
ii

vNvNvNvNvNv

uNuNuNuNuNu

其中 （i=1，2，3，4）为形函数，其表达式为iN
     

     
4
11

4
11

4
11

4
11

43

21

















NN

NN

写成统一的表达式

（c）
  

4
11 00  

iN

式中

 4,3,2,1, 00  iii 
将式（b）用矩阵记为

（d）tN
v
u

f 










其中 N 为形函数矩阵

（e） ININININN 4321
I 是二阶单位方阵，δt为单位结点位移列阵

（f） Tt vuvuvuvu 44332211

2.10.32.10.32.10.3

2.10.3

单元应变

利用几何方程求出单元应变为
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(g)































































































































































vbua

va

ub

ab
v

a
u

b

v
b

u
a

x
v

y
u
y
v
x
u

xy

y

x 1

11

1

1

将（b）式代入，得到

（h）  tBBBB  4321
式中

（2-56）
 

 
   

 4,3,2,1
11
10
01

4
10

0

1

00

0

0




























































 i
ba
a

b

ab
NbNa

N
a

Nb

ab
B

ii

i

i

ii

i

i

i












2.10.42.10.42.10.4

2.10.4

单元应力

利用（2-14）式，可以得出用结点位移表示的单元应力

（2-57）  tSSSSD  4321
式中

（i） 4,3,2,1 iDBS ii

对于平面应力问题

（2-58） 
   
   
   

 4,3,2,1

1
2

11
2

1
11
11

14
00

00

00

2 































 i

ba

ab
ab

ab
ES

ii

ii

ii

i












2.10.52.10.52.10.5

2.10.5

单元刚度矩阵

仿照 2.3 节，通过虚功方程仍可导出单元结点力 Rt 与结点位移δt之间关系的刚度

方程，即

（j）tt kR 
其中

（k） tdxdyDBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k

TTT

T

k 即为单元的刚度矩阵，写成分块形式

（2-59）





















44434241

34333231

24232221

14131211

kkkk
kkkk
kkkk
kkkk

k

其中子矩阵可由下式计算

（l）  tdxdytdxdyj jjj

j

TTT

T

iii

i

TTT

T

iii

i

ijijij

ij

SSS

S

BBB

B

DBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k
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若厚度 t 为常量，对于平面应力问题则得到（l）的显式如下

 
























 








 












 









 




   

jijijijijiji

jijijijijiji

ij

a
b

b
a

b
a

a
b

Et

ddtabk















3
11

2
1

3
11

2
1

2
1

3
11

2
1

3
11

14 2

1

1

1

1 jjj

j

TTT

T

iii

i

SSS

S

BBB

B

(2-60)

对于平面应变问题，只要在（2-58）、（2-60）中将 E 换成 ，将 换成21 
E



，即可得到相应的公式。



1

2.10.62.10.62.10.6

2.10.6

等效结点力

1. 矩形单元的等效结点力仍可用 2.5 节中公式（2-39）、（ 2-40）和（2-41）计算，只

不过矩形单元具有四个结点 1、2、3、4，所以 Rt 具有八个元素，即

（2-61） T444

4

444

4

333

3

333

3

222

2

222

2

111

1

111

1

ttt

t

VVV

V

UUU

U

VVV

V

UUU

U

VVV

V

UUU

U

VVV

V

UUU

U

RRR

R


下面给出两种常见载荷的结果

对于单元的自重 W，载荷列阵
T

t WR 





4
10

4
10

4
10

4
10

即移置于每一结点的载荷都是四分之一的自重。

2．如果单元在一个边界上受有三角形分布的表面力，在该边界上一个结点处为零，

而在另一个结点处为最大，则将总表面力的三分之一移置到后一个结点。

2.10.7 整体刚度方程

与前述三角形常应变单元一样，将各单元的 k、δt和 Rt都扩大到整个弹性体自由

度的维数，再进行叠加，便可得整个弹性体的刚度方程，它仍具有如下的形式

（m）RRR

R

KKK

K

δδδ

δ



2.10.82.10.82.10.8

2.10.8

矩形单元和三角形常应变单元比较

从位移模式看，两者的位移模式均满足完备性和协调性，在矩形单元的位移模

式（a）中， 与三角形单元相同，反映了刚体位移和常应变，765321 aaaaaa 、、、、、

在单元的边界上（ 或 ），位移是按线性变化的，可见两个相邻单元的位1 1
移在公共边界上是连续的。

另外，式（a）为双线性位移模式，所以矩形单元中的应力分量都不是常量。由

应力矩阵表达式（2-58）中可以看出，正应力分量σx的主要项（不与μ相乘的项）沿

着 y 方向线性变化，正应力分量σy 则沿着 x 方向线线变化，剪应力分量τxy则沿着 x
及 y 两个方向都线性变化。因此在用相间数目的结点时，矩形单元比三角形常应变

单元能更好地反映应力急剧变化的情况．所以精度较高。但矩形单元也存在明显的

缺点；从单元的几何形状看，矩形单元比三角形单元的适应性要差，一是不能适应

斜交边界和曲线边界，二是不便于对不同部位采用大小不等的单元。为弥补这些缺
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点，可以把矩形单元与三角形单元混合使用（图 2－15），当然这样做将使计算程序

的编制和信息的准备更复杂一些。

习题

2-1 图示一个平面应力状态的直角三角形单元，设 E 为常量， ，t＝1，试求;
6
1



a）形函数矩阵 N
b）应力矩阵 S

c）单元刚度矩阵 Ks
d）当 时单元的应力分量。0,1  mmjiij vuuu 

2-2 试证明单元刚度矩阵任一行（或列）的所有元素的总和等于零。

k 的每一行元素之和表示单元所有结点均沿 x 向和 y 向产生单位位移时相应的结

点力分量。在这种情况下，单元只是作刚性平移，单元不产生应变，应力，结点力

也为零，所以，k 每一行元素之和为零。根据对称，其每一列元素之和也必为零。

2-3 设有边长为 a 的正方形薄板．试按图示两种单元划分方式建立总刚度矩阵，并比

较之。

2-4 已知如图（a）所示悬臂梁，在右端作用着均匀分布的剪力，其合力为 P，采用图

（b）所示的单元划分．设 ，厚度为 t，弹性模量为 E，试求结点位移。
3
1


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答案：
















































99.8
88.1

42.8
5.1

3

3

2

Et
P

v
u
v
ui

2-5 图示为一固定端梁受集中力 P 作用，试用图示单元划分求出结点位移（按平面应

力间题计算，取 E 为常量， ）1,
6
1

 t

2-6 图示两种平面应力三角形单元，厚度为 t，村料弹性模量为 E，泊松比为 ，
线膨胀系数为 a，由于温度改变 T0，试计算它的等效结点载荷（热载荷）。
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第 333

3

章 平面问题有限元法程序设计

333

3

...

.

111

1

概概概

概

述述述

述

用有限元法计算弹性连续续介质平面问题，在电子计算机上实现，大致要经历

如下步骤：

3.1.13.1.13.1.1

3.1.1

建立离散化模型，输入已知信息

首先，根据计算问题的要求和特点，按照选定的单元类型在连续计算域内合理

设置结点。将计算区域划分为一定数同的单元．以构成有限元法的计算网络，实现

连续介质的离散化。

对于大型的有限元法计算程序系统，通常都具有所谓“前处理”的功能。只要输人

少量结构外形的尺度信息，计算机就能按设定的要求，对有限元网格进行自动剖分，

并对它进行优化处理，在机器内自动生成离散化模型的各种信息量。有些程序系统

还有很强的人机对话和图形功能。这将大量节省人力，提高计算工作的质量和效率。

鉴于本书只介绍有限元法的基本原理和基本技术．“前处理”技术不拟详介，可参阅

有关资料和书籍。

3.1.23.1.23.1.2

3.1.2

形成、组集结构刚度矩阵

由输入的原始数据，用 2．3 节所介绍的计算步骤，可以计算出各单元的单元刚

度矩阵 k，再按照 2.4 节所介绍的步骤，将单元刚度矩阵 k 中的每个元素，组合、汇

集成结构的整体刚度矩阵 K。

3.1.33.1.33.1.3

3.1.3

载荷、约束信息量处理

将所输入的载荷信息量进行加工，形成、组集结构载荷列阵 R。见 2.5 节。

再对输入的结点约束信息量进行处理，按照 2.6 节的方法，改变 K 与 R 中的相关元

素，以消除原来矩阵 的奇异性。如果不加位移约束，结点位移列阵 将有RRR

R

KKK

K

δδδ

δ

 
无穷多组解。

3.1.43.1.43.1.4

3.1.4

求解结构整体刚度方程

根据计算问题的要求和特点，选择适当的求解线性方程组的数学方法，求解结构

整体刚度方程 ，解得位移有限元法中的基本未知量——结点位移列阵 。RRR

R

KKK

K

δδδ

δ

 
本书下文程序采用 Gauss 消元解法。

3.1.53.1.53.1.5

3.1.5

计算应力等其它力学量

求得给点位移后，不难通过选定的单元位移模式所导出的应变方程（2-8）式和

单元应力方程（2－13）式，代入计算单元应变量和应力量。本书程序给出了常应变

元单无应力及其主应力、应力主方向分析曲程序段。

3.1.63.1.63.1.6

3.1.6

输出计算结果

经过以上步骤，在计算机内已经算出诸如结点位移 ，单元应变、应力
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等所需要的计算结果。通过计算机的输出设备（如：屏幕、打印机、图形 、
设备等），可以将计算结果按需要采撷、处理、显示出来。

在大型有限元程序系统中，也有类似前面介绍过的“前处理’功能的所谓“后处理”
功能，它能按需要对相应的力学场，以各种鲜明的表格、图形标识等形式形象地表

现出来。这对于我们及时纠错，消化、分析计算结果，改进设计，提高计算工作的

质量和效率非常有益。

本章将结合第二章对有限元法原理和计算公式的介绍，道过一个简单的三结点常

应变单元有限元法结构计算通用程序，来介络有限元程序的结构、设计方法和一些

最常用的技巧。

3.23.23.2

3.2

常应变单元的主要公式和程序设计常应变单元的主要公式和程序设计常应变单元的主要公式和程序设计

常应变单元的主要公式和程序设计

3.2.13.2.13.2.1

3.2.1

常应变单元的主要公式

为便利介绍计算程序，将第二章推导的平面应力问题常应变单元的主要计算公式

摘录如下：

位移模式

（3-1） 

















 NNN

N

δ'δ'δ'

δ'

NNN

N

000

0

NNN

N

000

0

NNN

N

000

0

000

0

NNN

N

000

0

NNN

N

000

0

NNN

N

vvv

v

uuu

u

mmm

m

jjj

j

iii

i

mmm

m

jjj

j

iii

i

f

其中：  Tmmjjii
t vuvuvu

（3-2） ycxba
A

N iiii 
2
1

( , , )i j m

式中 表示下标 i 可用 置换，循环共三个式子； 是系数，( , , )i j m mji ,, iii cba ,,
A 是三角形单元的面积，由下面公式确定：













mji

mji

jmmji

xxc
yyb

yxyxa

上式括号内的标记表示下 标变量 可以顺序轮mji ,,
换，产生三个式子。

（3-4）2/)( jmmj cbcbA 
单元 应按顺时针顺序排列，才保证 A 不取负值。单元设置应保证mji ,, mji ,,

三点不共线 ，否则结构分析失效。)0( A
应变公式

（3-5）
T

x
v

y
u

y
v

x
u






















13

（3-6） Tmmm

m

jjj

j

iii

i

666

6

333

3

BBB

B

BBB

B

BBB

B

BBB

B



其中

（3-3）
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（3-7）),,(0
0

mji
bc
c

b

ii

i

i
















 2A2A2A

2A

111

1

BBB

B

222

2

i3i3i3

i3

应力公式

（3-8）  111

1

666

6

666

6

333

3

111

1

333

3

δδδ

δ

SSS

S

σσσ

σ

  T
xyyx 

其中： （3-9） mmm

m

jjj

j

iii

i

SSS

S

SSS

S

SSS

S

BBB

B

DDD

D

SSS

S

  633363

（3-10）






















2
100

01
01

1 233






EDDD

D

（3-11）233323   ii BBB

B

DDD

D

SSS

S

 























ii

ii

ii

bc

cb
cb

A
E

2
1

2
112 2







( , , )i j m

单元刚度矩阵公式

（3-12）


















mmmmmm

mm

mjmjmj

mj

mimimi

mi

jmjmjm

jm

jjjjjj

jj

jijiji

ji

imimim

im

ijijij

ij

iiiiii

ii

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

kkk

k

66k

其中









































 mjis

mjir

bbcccbbc

bccbccbb

A
Etk

srsrsrsr

srsrsrsr

rs ,,
,,

2
1

2
1

2
1

2
1

)1(4 222 





结构整体刚度方程

（3-14）RRR

R

KKK

K

δδδ

δ


其中

（3-15）























nnnnnn

nn

n2n2n2

n2

n1n1n1

n1

2n2n2n

2n

222222

22

212121

21

1n1n1n

1n

121212

12

111111

11

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K

KKK

K







 Tn 21δδδ

δ

 TnRRR 21RRR

R

式中 n 是结构结点自由度总数。

3.2.23.2.23.2.2

3.2.2

程序框图和程序设计重点

依据有限元法的计算步骤，可以绘制出图 3-1 的程序设计框图。
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图 3-1
由框图可以看出，核心的步骤是构造和求解结构整体刚度方程组 。合理RRR

R

KKK

K

δδδ

δ


选择计算方法和提高它的编程质量，直接影响计算的效率和结果的精度。此步骤是

程序设计的关键环节。

在有限元法的计算过程中，计算机内存容量的合理调配使用，对在确定的机型上 ，

实现较大型问题的有效计算、提高计算质量也是一个关键问题。在有限元法的计算

中，机器内存的绝大部分用量将用于存贮结构整体刚度矩阵 K 的元素，对于某些多

结点自由度的单元网格，通常形成 K 所占有的内存和耗费的机时都是很大的。所以，

合理选择形成、组集 K 的算法和技术，寻求存贮 K 元素的方法是程序设计所考虑的

要点之—。

3.2.33.2.33.2.3

3.2.3

程序结构

本书介绍的程序是使用 FORTRAN 语言在微机上编制、调试的。程序采用模块式

结构。这对程序设计、阅读、调试、改进都是非常便利的。

程序由主程序和八个功能子程序模块构成。每个子程序模块都执行一项特定的功能。
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这些子程序模块由主程序依先后顺序调度、串联，以实现预期的设计思想，完成有

限元法计算。

模块介绍

现将各程序模块的名称和功能归纳列于下表：

表 3-1

3.2.53.2.53.2.5

3.2.5

标识符说明及程序中的数据组织

为便于模块间的通讯、联接和尽量节省计算机内存，我们将各块所共用的信息

量作下述处理：对其中的简单变量取为调用子程序的形式参量；对其中的数组，按

实际调用情况组合成四组公共变量。（见下文主程序中的 COMMON 说明语句）共设 ；

无名、/C/、/C1/、/C2/四段。

在介绍源程序之前．将整个程序使用的主要变量的标识符及其内涵说明如下。

其中的输入量的输入格式取自由格式。

1．输人变量：

nc：结点总数。

ne：单元总数。

np：承受载荷的结点自由区数。

nb：承受理想约束的结点自由度数。

nd：等带宽存贮 K 时的半带宽长度。

设相邻结点编号之差的最大值为 md，则 nd＝（md+1）× 2，2 是结点自由度（见

3 .6 节。）

e0：材料弹性模量 E
pu：材料泊松比μ。
te：单元厚度。

此外，还有数组输入量：xy(i,j),ie(i,j),jf(i),fj(i),ib(i)，将在公共变量中说明。

2．输出变量：

S1,S2,S3(F13,7):分别表示计算单元的应力分量 ， ， 。x y xy

Sa,Si,Set(F13,7):分别表示计算单元的主应力 ， 及主方向角 。max min 
P(i):将在公共变量中说明。

3.公共变量：

(无名)：xy(i,j):表示结点 i 的坐标值。j=1,2 分别为 x,y 方向。

/C/:ie(i,j):单元结点整体编号信息量。i:单元序号；j=1,2,3 表示单元编码为 i,j,m 的

程序块名称 功 能
main 主程序，顺次调用子程序 in,md,mzz,mf,mb,gau,sg。
in 输入已知数据。
md 形成弹性矩阵 D。
cma 形成各单元刚度矩阵 。k 
mzz 调用 cma，形成所有单元刚度矩阵，并组集结构整体刚度矩阵 K。
mf 形成结点载荷列阵 R。
mb 对 K，R 中的有关元素作约束处理。
gau 用高斯消元法解方程 ，RRR

R

KKK

K

δδδ

δ


输出计算结果（位移列阵 ）。

sg 计算各单元应力 、主应力 主方向角 。并 Txyyx  ,minmax  、 

输出计算结果。



54

结点编号。

ek(i,j):单元刚度矩阵。(见(3-12)式.)为 6×6 对称方阵。

D(i,j):材料弹性矩阵。(见(3-10)式.)为 3×3 对称方阵。

S(i,j):单元应力矩阵。(见(3-9)式.)为 3×6 对称方阵。

/C1/:jf(i):承受集中荷载的结点自由度编号。

fj(i):承受自由度上所作用荷载值。

ib(i):承受理想约束的结点自由度编号。

/C2/:zz(i,j):采用等带宽技术(见 3.6 节)存放整体刚度矩阵元素。在求解结构整体刚度

方程过程中存放中间变量(见 3.9 节)。
4．其他变量

nj2:整体刚度矩阵阶段，即结构结点自由度总数。nj2=2 ×nc。
ae:单元面积（见(3-4)式）

b(i,j):单元应变矩阵。为 3×6 的矩阵（见(3-6)式）。

程序中使用的其他局部变量，将在下文中结合程序具体介绍。

3.2.63.2.63.2.6

3.2.6

主程序

源程序由主程序和七个功能子程序模块构成。下面介绍主程序段 main,各 call 语
句的意见模块介绍。

c program main
common xy(200,2)/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)/C1/jf(20)

1 fi(20),ib(80)/C2/zz(500,20),p(500)
call in(nc,ne,np,nb,nd,nj2,e0,pu,te) 数据输入

call md(e0,pu) 形成弹性矩阵 D。

call mzz(in,nj2,nd,ne,te) 形成整体结构刚度矩阵 K。

call mf(np,nj2) 形成结点荷载列阵 R。
call mb(nb,nd) 位移约束处理。

call gau(nc,nj2,nd) 解刚度方程，求位移列阵 。
call sg(ne,te) 单元应力分析。
stop

end

3.33.33.3

3.3

原始数据输入原始数据输入原始数据输入

原始数据输入

在计算机上用有限元作结构计算，须先输入所需要的结构尺寸，材料，荷载，

约束等信息量，作为算题的原始数据。由于本书只介绍有限元法的基本原理和实施，

假设有限元网格的结点设置，单元划分等工作已经由手工预先完成。我们把所形成

的有关原始数据，通过子程序 in 输入计算机。

原始数据输入子程序
subroutine in(nc,ne,np,nb,nd,nj2,e0,pu,te)

common xy(200,2)/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)/C1/jf(20),
l fi(20), ib(80)/C2/zz(500,20),P(500)

open(3,file=’in’) 打开输入文件:in。
read (3,*)nc,ne,np,nb,nd 3 是外部设备通道号;*是以自由格式输入
read(3,*) e0,pu,te
read(3,*) ((xy(i,j),j=1,2)i=1,nc) 下面顺序输入各输入信息量。
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read(3,*) ((ie(i,j),j=1,3)i=1,ne)
read(3,*) (jf(i),i=1,np)
read(3,*) (fj(i),i=1,np)
read(3,*) (ib(i),i=1,nb)
nj2=nc+nc 结构自由度总数

open(4,file=’out’,status=’new’) 打开输出文件 out.4:通道号。
return

在书写输入文件时，是使用输入语句所给出的变量表列出的各输入量，采用自由

输入格式（接近书写形式，可参考算法语言书籍），顺次写入一个个的输入行，直至

读完。在读入输入语句输入表的最后一行数据时，格式可以不填满。

在作输入，输出格式设计时，应考虑到数据排列的规律，顺序，以便阅读，检查。

3.43.43.4

3.4

形成材料弹性矩阵形成材料弹性矩阵形成材料弹性矩阵

形成材料弹性矩阵

在原始数据输入计算机之后，通常要先对数据进行加工，形成直接用于算题过程

的新的信息量。计算中不随计算问题改变的常数参量也可以使用赋值语句由程序直

接读入计算机。

程序中的材料弹性矩阵 D，由子程序 md 形成。它将被用于形成单元刚度矩阵和单元

应力矩阵。对子程序 md 介绍如下.
形成弹性矩阵子程序
cubroutine md(e0,pu)
common/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)
d(1,1)=e0/(1.0-pu*pu)
d(1,2)=e0*pu/(1-pu*pu)
d(2,1)=d(1,2)
d(2,2)=d(1,1)
d(1,3)=0.
d(3,1)=0.
d(2,3)=0.
d(3,2)=0.
d(3,3)=eo/(1+pu)/2
return
end

3.53.53.5

3.5

形成单元刚度矩阵形成单元刚度矩阵形成单元刚度矩阵

形成单元刚度矩阵

常应变单元形成单元刚度矩阵 k 的过程比较简单，不必计算数值积分。对于某些

有较多结点自由度的单元，须采用数值积分的方法计算单元刚度矩阵的各元素。这

些积分运算所耗机时，经常占整个有限元计算过程中较大的比率。由于本程序段将

被多次调用，因而选择合理的计算方法及优化程序设计在此更为重要。

对照 3.2 中的有关公式和程序中所给出的注释，容易看懂下面的子程序 cma。
形成单元刚度矩阵子程序
subroutine cma(in,te)
common xy(200,20/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)
dimension b(3,6) b(i,j) 存应变矩阵。
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im=ie(in,1) 从单元结点信息数组 ie(i,j)中抄写 i,j,m 单元的结点编号。
je=ie(in,2)
me=ie(in,3)
cm=xy(je,1)-xy(im,1) 按公式（3-3）计算参数 bj,cj,bm,cm。
bm=xy(im,2)-xy(im,1)
cj=xy(im,1)-xy(me,1)
bj=xy(me,2)-xy(im,2)
ae=(bj*cm-bm*cj)/2 计算单元面积 ae(按(3-4)式)。
do 10i=1,3 对数组 b(i,j),s(i,j)清零。

do 10j=1,6 以下为生成应变矩阵 B 和应力矩阵 S 的过程。有关公式

见(3-6)及(3-9)式。
b(i,j)=0
s(i,j)=0
10 continue

b(1,1)=-bj-bm
b(1,3)=bj

b(1,5)=bm
b(2,2)=-cj-cm
b(2,4)=cj
b(2,6)=cm
b(3,1)=b(2,2)
b(3,2)=b(1,1)
b(3,3)=b(2,4)
b(3,4)=b(1,3)
b(3,5)=b(2,6)
b(3,6)=b(1,5)
do 20i=1,3
do 20j=1,6
b(i,j)=s(i,j)+d(i,k)*b(k,j)

20 continue
do 30i=1,3
do 30j=1,6
do 30k=1,3
s(i,j)=s(i,j)+d(i,k)*b(k,j)

30 continue
do 40i=1,6 以下为生成单元刚度矩阵 k 的过程。

do 40j=1,6
ek(i,j)=ek(i,j)+s(k,i)*b(k,j)*ae*te 见公式(3-12)，(3-13)。

40 continue
return
end

编制程序时，对在程序中多次重复出现的数组变量．尤其是高维数组变量，常在

使用之前以简单变量来替代它。这样对简化程序书写和节省机时是有益的。

对某些求和变量，工作前清零，恢复存贮单元初始状态，能消除编译过程或其它偶

然因素可能的干拢，保征计算的可靠性。对于含有大量零元素的数组．还能简化程

序的书写。
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3.63.63.6

3.6

形成结构整体刚度矩阵形成结构整体刚度矩阵形成结构整体刚度矩阵

形成结构整体刚度矩阵

在形成各个单元刚度矩阵 k 以后，就可以对每个结点自由度，把包含此结点在内

的所有相关结点（即与此结点存在有相同单元的各结点），在每个共同所在单元内对

该结点自由度刚度的贡献相叠加，填入结构整体刚度矩阵内相对应位置，即进行刚

度合成。用这种方法就形成了结构整体刚度矩阵 K。

为了节省机器的存贮容量，在形成每个单元的刚度矩阵以后，立即”对号入座”，将

各单元刚度矩阵元素直接叠加到结构整体刚度矩阵中相对应的元素上去。

在确定的计算机上，应用有限元法计算特定的结构分析问题．网格划分的疏密和合

理与否，将直接影响计算结果的精度。一般说来，网格密些，计算精度就会高些，

但是网格加密也会使所需要的机器存贮容量急剧增加。为了有效地提高计算机内存

资源的使用效率，有很多专门的处理方法和技术。这里不可能一一展开讨论。但是，

大量的实算统计结果表明对于较大的计算模型，计算过程中所使用的机器存贮容量

绝大部分都被用来存放结构整体刚度矩阵的元素。可见，如何优化结构整体刚度矩

阵元素的存贮格式，将是有限元法程序设计中必须认真研究解决的关健技术。对这

个问题的抉择和处理，会直接影响结构整体刚度方程组求解时计算方法的选取和程

序的编制。

3.6.3.6.3.6.

3.6.

111

1

存贮方法

下面着重介绍本书程序所采用的有关技术和方法，也顺便对其它方法稍加说明。

关于结构整体刚度矩阵 K 的存贮，由 2.5 节知结构整体刚度矩阵具有对称性，我们

可以只存贮 K 的主对角线及其以上的所有元索，称为矩阵的“上三角部分”（当然也

可存贮下三角部分）。这样就可以少存贮将近一半的矩阵元素。又因为矩阵 K 是高度

稀疏带状的（合理对结点进行编序即可实现这一点）．我们可以只存贮 K 的上三角部

分每行中由主对角线元素起始，直至最末一个非零元素为止的各元素，即只存贮半

带宽以内的元索。由于短阵 K 每一行的半带宽 di（见图 3－2）不尽相同。从而，有

两种处理方法：

l.等带宽存贮方法
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先计算出每行的半带宽

di=2×(j-i)+1 当 i 为奇数，

di=2×(j-i+1) 当 i 为偶数。 （3－16）
式中 i=1,2,3......,n;j 为本行最后非零元素的列数;j≥i。di的最大值 nd 称为最大半带

宽。等带宽存贮法。是将每行 K 的元索由主对角线元素起．连续存贮 nd 个元素。例

外的情况是，在上三角部分中。只存贮至本行的最末一个元素。即在倒数 nd～1 行

的范围内 i 以后的单元自由度数将少于 nd。用此方法将需要存贮图 3—2 所示的主对

角线至点划线以内的上三角部分的所有元责。

这样构造的等带宽存贮的结构整体刚度矩阵 K*,可以用一个 n2×nd 的二维数组

来存贮。这个 K*与原结构整体刚度矩阵中各元素之间的换算关系将在 3.9 节中详细

介绍。

这种存贮法的优点是程序设计简单，计算中 K*元素的寻址方便。其缺点是对某

些半带宽较短的行，在最后一个非零元素之后，还要存贮一些 K 中的零元素。因此，

其节省内存的效益不是很充分。

2.变带宽存贮方法

在形成 K 后，先由(3-16)计算出每行的半带宽长 di。然后将结构整体刚度矩阵 K
中每一行半带宽以内的元素（由主对角线元素起，到最末一个非零元素），从第一行

到最后一行，按行序首尾衔接超来，构造成一个一维数组。用它可以表示变带宽的

上三角都分的矩阵元素。用这种方法，将在一维数组中．存放图 3－2 所示变带宽上

三角阵 K*中的各元素（即图中阴影线区域内的元素）。

为了便于在一维数组中寻址，引人一个起元素定位作用的数组（id[i]）；存人每

一行主对角线元素在一维数组中的序号，它可以作为该行各元素寻址的基址。

变带宽存贮法的优点是节省内存容量的效益高于等带宽存贮法。缺点是程序设

计和结构整体刚度矩阵的寻址计算要稍为复杂些。

应该指出，两种存贮法．都需要存贮—些非零元素。还需要存贮图 3 一 2 中第 i 行 ，

自由度序号在 i 与 j 之间的与自由度无关的对应列上的零元素。

3.6.23.6.23.6.2

3.6.2

关于有限元结点的合理编序

在结构整体刚度矩阵中，能够对一个结点的各自由度上的刚度有贡献的，只有此

结点周围与此结点有共同单元相连系的那些结点自由度，称之为相关结点自由度。

因而，对应 K 某行上的非零元素只能存在于与它相关的结点自由度的对应位置。

在计算具有大型有限元网格的问题时，合理地编诽结构结点的编号，使结构整体

刚度矩阵中各相关结点编序号之差尽可能小，由（3—16）知．就能有效减少各行带

宽，得到更窄带宽的带状稀疏结构整体刚度矩阵。从而更有效地节省内存。为说明

这个问题，讨论图 3—3 所示的简例。假如有限元网格和结点位置已经确定，共设 6
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个结点和 2 个矩形四结点单元。考察图 3 一 3（a）、（ b）、（ c）所示的三种结点编序。

易求得三种编法的最大半带宽分别是 12，10，8。比较三种编序，能够定性地得出如

下结论；对有效抑制 K 的带宽来说．随机、无序地编码（图 3 一 3（a））不如有次

序地按行或列的顺序编码（图 3-3（b）、（ c）） ;按长向编码（图 3－3(b)）不如按短向

编码（图 3－3(c)）。当然这里所说的长短,不是指几何长度，而是按拓扑长度计。即

图 3－4 所示的网格长度，我们认为与图 3－3 相同。

可见，合理的结点编序，就能通过抑制带宽，得到高度稀疏带状结构整体刚度矩

阵。对大型有限元网格，认真作此项工作，对节省计算机内存容量非常有意义。

3.6.33.6.33.6.3

3.6.3

等带宽存贮技术，形成组集结构整体刚度矩阵的子程序

本程序采用等带宽存贮方法来编制。现结合源程序介绍有关步鄹。

组集给构整体刚度矩阵子程序
subroutine mzz(in,nj2,nd,ne,te)
common xy(200,2)/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)
1 /C2/zz(500,20),p(500)

do 10i=1,nj2 对症体刚度矩阵 K 清零。Nj2 为自由度总数；nd 为半

带宽长。
do 10j=1,nd

10 zz(i,j)=0
do 20 in=1,ne 对各单元循环。ne 单元总数。

call cma(in,te) 调用子程序 cma,生成单元刚度矩阵 K。

do 20i=1,3 对单元结点 i,j,m 循环。

do 20ii=1,2 对结点自由度 x,y 循环。

ih=2*(i-1)+ii ih：为被搜索自由度在单元刚度矩阵 k 中的序号。

jh=2*(ie(in,i)-1)+ii jh：为被搜索自由度在整体刚度矩阵 K 中的序号。

do 20j=1,3 对 i,j,m 循环。

do 20jj=1,2 对结点自由度 x,y 循环。

il=2*(j-1)+jj 在对应 ih,jh 的结点自由度上，顺次循环本单

iz=2*(ie(in,j)-1)+jj 元上各结点自由度，算出它们在 k,K 中的序号
j1=iz-jh+1 il,iz
if(j1.gt.0)
zz(jh,j1)=zz(jh,j1)+ek(ih,il) 判断 ih, jh 影响元素是否位于 K 的上三角部分？如果

是，就将对应的 k 的元素累加到相应 k 的元素上去。

20 continue 对单元循环结束。
return
end
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3.73.73.7

3.7

形成结构整体荷载列阵形成结构整体荷载列阵形成结构整体荷载列阵

形成结构整体荷载列阵

在弹性介质静力间题的计算中．外加作用因素很多。如集中力、分布力（包括引

力。斥力等场力、惯性力一类体积力和面积分布的由力边界条件给定的接触力）。等

直接载荷，也可能作用有因为温度改变、装配因素等其它干扰。这些外加作用因素

都可遵循力学的等效原则（如静力等效、位移模式下的虚功等效）处理成作用在结

构相邻结点上的等效结点载荷、由圣维南原理知道．这样的处理只对所处理处大约

一个单元尺寸内的邻近区域内的各力学量产生明显的差异。有关的原理和处理方法，

可参阅 2.5 节的介绍或其它有限元书籍和程序。

如在 3.3 节所述，假定上述载荷处理已经由人工完成．已经制备成了有关的结点

载荷的信息量．这些信息可以经由 3.3 节所介绍的专用输入子程序中的输人语句输入

计算机。

本节介绍的子程序 mf，其功能就是将由这些已经输入机器内的载荷信息量，装

入，合成，以形成结构整体刚度矩阵方程的右端项—结构整体结点载荷列阵 R。
形成结构整体载荷列阵子程序

subroutine mf(np,nj2)
common/C1/jf(20),fi(20),ib(80)/C2/zz(500,20),p(500)
do 10i=1,nj2 对结点荷载列阵 R 清零。nj2 是自由度总数。

10 p(i)=0
if(np.gt.0) then
do 20i=1,np 对承载自由度循环。将结点载荷 f(i,j)直接按承载自

由度号 jf(i)装入载荷列阵 R。
j=jf(i)

20 p(j)=fi(i)
end if
return
end

程序中 if(np.gt.0) then,直至 end if,构成一个条件，只有当条件 np>0 为真时，才执

行块内语句。

3.83.83.8

3.8

约束条件的处理约束条件的处理约束条件的处理

约束条件的处理

由弹性力学知识，结构在一定外力系的作用下，无论外力平衡与否，都不对应确

定的位移场。由线性代数理论知，经各单元刚度矩阵叠加而成的结构整体刚度矩阵

也应该是一个奇异矩阵（2.5 节也论及此点），可以通过施加合理的位移约束消除之，

以便求得唯一、合理的结构结点位移列阵 。不仅如此，施加位移约束是模拟实际
位移边界条件所必需的。

如何处理位移约束条件，在有限元计算中，也是一个技术性较强的问题。

约束种类．可能有理想约束、已知位移约束、弹性约束及其它更为复杂的约束。

本程序只介绍其中最简单的结点承受理想约束的情况。理想约束条件的程序处理也

有很多方法。例如 I）删除 K、R 中与约束相应的所有行与列上元素的方法。Ⅱ）化

1 置 0 法。其实质是用位移约束方程，替换约束自由度上原来生成的刚度方程．构成

新的非奇异方程组。Ⅲ）加大刚度法（乘大数法）。此法相当于在理想约束自由度上 ，

附加接人一个刚性充分大的弹性支承。上述方法的原理和实施可参阅 2．6 节或其它
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有关书籍和程序。

本程序采用化 1 量 0 法。下面结合子程序 mb 介绍之。下段程序给出对应等带宽

存贮的 K* 与位移列阵 ，对与理想约束自由度（序号为 iz）相应行与列上元素的处
理（见图 3－5）。

约束处理程序
subroutine mb(nb,nd)
common/C1/jf(20),fi(20),ib(80)/C2/zz(500,20),p(500)
do 30 i=1 ,nb 对各自由度循环。nb 是约束总数。将约束自由度号

iz=ib(i) ib(i)抄入简单变量 iz。K 主对角线元素赋值 1。
zz(iz,1)=1
do 10j=2,nd 将主对角线以外整行元素赋值为 0。nd 是半带长。

10 zz(iz,j)=0 计算与约束自由度相关上 K 的元素个数(K 等带宽存

储)，以保证赋值为 0 的元素最多作到本行的末列（矩阵最后几行）。
if(iz.gt.nd) then
jo=nd
else
jo=iz
end if
do 20j=2,jo

20 zz(iz-j+1,j)=0 对约束对应列 K 非对角线元素赋零。

p(iz)=0 对结点载荷列阵 R 中约束对应元素赋零。

end 循环结束。

3.93.93.9

3.9

结构整体刚度矩阵方程的求解结构整体刚度矩阵方程的求解结构整体刚度矩阵方程的求解

结构整体刚度矩阵方程的求解

经过位移约束处理之后，将得到一个非奇异的线性方程组。适当选择线性方程组

的解法．就能求得位移列阵 确定的、唯一的解答。
关于线性方程组的解法，多得不胜枚举。但主要可分为两大类；迭代解法和直

接解法。可查阅有关计算方法的书籍及相应的程序库。

一般说来，迭代解法程序设计比较简单，可以按照需要的计算精度控制计算进

程。但是对于计算精度要求较高时，比如需求接近直接解法的精度，此法需要比较

长的计算机时。有些迭代法或由于便用处理上的原因，也可能出现计算不收敛或不

收敛于真解前情况。而直接解法通常耗用机时较少，计算结果精度较高，计算结果
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一般较为稳定、可靠。但是，它的程序设计，尤其当采用结构整体刚度矩阵 K 元素

的紧缩存贮技术时，将是比较复杂的。

本书程序中，采用属于直接解法的最基本的 Gauss 消元法。下回介绍有关原理以及

配合等带宽结构整体刚度矩阵 K 元索的存贮技术的程序设计。

3.9.13.9.13.9.1

3.9.1

高斯消元法原理

高斯消元法来源于简单的手算求解的直接解法。解题过程分成两大步，消元和回

代。设有矩阵方程

K =R （3－14）
即：

（3－17）
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设 Kll≠0（对非奇异（满秩）方程组总能实现这一点，在结构整体方程中自然满

足这一条件），我们可以从第一个未知元 起进行消元。从而得到对其它未知元1
（ , ,… ）的降低了一阶的方程组，此方程组保持与原方程组对剩余未知元同2 3 n
解。重复相似步骤，每作一轮消元，便可以减少一个未知数，使方程组降低一阶。……，

直到作至第 n-1 轮消元。最后将得到只含有一个未知元 的一元一次方程。这就是n
消元过程。我们取每一轮中消元过程中的第一个方程（即对应该轮消元处理中“轴行”
的方程）．可以集合成一个与（3－17）式同解的上三角方程组

上式各字母括号内的上标表示消元的轮次(i=1,2, …,n-1)。
基于与 相同的原因，总能使：011 K

(3-19)0)1( i
jjK

得到（3－18）后．就可进人回代过程。由（3－18）最后一个方程中解得 。然后n
将解出的未知元的值依次代入前面的各方程。将使（3－18）的上三角方程组减少一

个未知数，方程组降低一阶。每轮回代以后．仍得到一个上三角方程组。重复相似

步骤，每作一轮回代，便可以解出一个未知位移分量，使方程组降低一阶。……，

直到由最后一个方程解得 。便解出了位移列阵 ，这就是回代过程。经过 n－1 轮n 
回代可完成整个方程组的求解。以后将消元、回代过程中，正在处理的行，称为轴

行。

下面给出消元过程的计算公式。

设经过第 i-1 轮消元后，得到下面的 n-i+1 阶方程组。
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式中：i=1,2, …,n,i=1 即为原方程组。

下一轮消元中，将在 j=i+1,i+2, …,n 的各方法中消去 。即第 i 轮消元公式为：i

（3-21）

.),,2,1;,,2,1(
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式中：j=i+1,i+2, …,n。第 i 行为轴行。

下面给出回代过程的计算公式。为简单计，将(3-18)式去掉上标，作为回代过

程所依据的方程组。即：

第一轮回代，由最后一式(考虑到 Kmm≠0)解得：

（3－24）
nn

n
n K

R


然后自下面而上逐个方程回代。在完成 n-j 轮回代之后，( , ,…, )都已求出，1j 2j n

为已知值。下面给出 n-j+1 轮的回代公式：

（3－25）jj

n

jm
mjmjj KKR /)(

1




 

式中： j=n-1,n-2, …,1。

3.9.23.9.23.9.2

3.9.2

对称带状稀疏方程组的高斯消元法

经过 3.4 节至 3.8 节的处理，可将问题归结为求解一个对称带状稀疏结构整体刚

度方程组。其刚度矩阵采用等带宽技术存贮。对应这一存贮方式，需要对上面介绍

的（3－21）、（ 3－22）、（ 3－24）、（ 3－25）式作相应的修改。

l．考虑结构整体刚度矩阵 K 对称性的修改

由于结构整体刚度矩阵 K 是对称方阵，即有：Kij=Kij(i,j=1,2, …,n)。还可证明：消元

过程中生成的各个子矩阵也都是对称方阵即：
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所以消元过程中对 K(i)也只需要存贮上三角部分矩阵元素。为节省内存，在每消元一

轮后，可用相应于相同位置的矩阵元素，置换（3－17）原矩阵 K 中的元素。

下面对消元公式（3－21）、（ 3－22）进行如下修正：约定机器只存贮 Kji（i≥j），如

果原式中出现下三角非主对角线元素（即 Kji,i<j），就把它改写为对称的上三角部分

的元素 Kij。

即：
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其中 i=1,2, …,n-1;j=i+1,i+2,…,n;m=j+1,j+2,…,n。
回代公式(3-25)中不涉及下三角元素，不必改动。

2. 考虑结构整体刚度矩阵等带宽存贮的修改

由 3.6 节知．结构整体刚度矩阵 K 采用等带宽技术存贮，即在图 3－6 中，只将半带

宽以内的上三角部分的 K 元素，对应地存入图 3－7 所示的二维数组，这是一个 n×nd
的长方矩阵，用 K*表示。

容易看出 K 和 K*中的同一个元素的行号是相同的,而列号有如下关系

(3-28)










1*

*

ijj
ii

其中 i,j 和 i*,j*分别表示 Kij在 K 和 K*中的行码、列码。采用等带宽存贮时，应使用

新的定位编蚂 i*,j*改写前面的有关公式。在(3-26)式中应作如下变换：
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（3-27）式变换为： （3-31）
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其行码和页码的取值范围也要作适当修正。以 i 行作轴行消元时，由于半带宽以

外的元素均为零，所以只是对图 3-6、图 3-7 所示三角形内的元素才需要修改。因而

需要修改的各行的行码数（在 中）最大不超过*K

1 indim
其中 nd 是半带宽；i 是轴行编码。

再考虑最后的 nd-1 轮消元时，最大修改的行码 只能取为方程组阶数 n。最后，mi
取

（3-32）),1min( nindim 

而需要修改的第 j 行的列码，应由 1 作到

（3-33）1 jndjm
这些可以由图 3-7 中看出。消元公式最后得

（3-34）
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这就是用于编制程序的消元公式。

再修改回代公式（3-25）。考虑（3-29）的变换，得：
*
1

* )( jm
M

jMjj KKR  

（3-35）*
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* )( jjm
M

jMj KKR  

容易由图 3-7 看出，当行码 j 不是很大时，最大列码应取 ；当 j>n-nd 时 ，ndJ m 
最大列码应取 n-j+1。于是

（3-36）)1,min(  jnndjm

最后的回代公式为
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其中 ;1,,2,1  nnj 。mJM ,,3,2 
高斯消元法解线性方程组的程序设计

根据上面导出的公式（3-32）~（3-37）可以写出高斯消元法解线性方程组的源程序。

它对应的系数矩阵采用上三角部分等带宽方法存贮。下面给出子程序 gau。
高斯消元求解方程组子程序

Subroutine gau(nc,nj2,nd)
Common/C2/zz(500,20),p(500)
Do 20 i=1,nj2-1 由此行至行号 20 为消元过程。

If (nj2.ge.i+nd-1) then 按（3-32）式求 im=min(nd+i-1,nj2)
im=i+nd-1
else
im=nj2
end if
do 20k=i+1,im
i1=k-i+1
c=zz(i,i1)/zz(i,1)
do 10j=1,nd-i1+1
m=j+k-i
10 zz(k,j)=zz(k,j)-c*zz(i,m) 见（3-34）第一式。

p(k)=p(k)-c*p(i) 见（3-34）第二式。
continue
p(nj2)=p(nj2)/zz(nj2,1) 由此至行号 40 为回代过程（见（3-37）。
do 40j=nj2-1,1,-1
if(nd,gt,nj2-j+1) then 按（3-36）求 jm=min(nj2-j+1,nd).
jm=nj2-j+1
else
jm=nd
end if
do 30 i=2,jm
ih=i+j-1
30 p(j)=p(j)-zz(j,i)*p(ih) 见（3-38）式
40 p(j)=p(j)/zz(j,1)

write(4,101) 写入输出文件 out，4 是外部设备通道号，

101 是输出格式行号。

101 format (3x,3hjd=,5x,2hu=,16x,2hv=) 打印字符说明行。

do 50 i=1,nc i 是结点编号，p(i+i-1),p(i+i)是求得的结点

位移 u,v。
write(4,102)I,p(i+i-1),p(i+i)

102 format(3x,i5,3x,f15.10,3x,f15.10)
50 continue

return
end
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3.103.103.10

3.10

单元应力分析单元应力分析单元应力分析

单元应力分析

结构计算中，在求出位移有限元的基本未知量——结点位移列阵δ以后，容易按

要求计算分析有限元位移模式下的诸如应变、应力、结点支反力单元各点的位移等

其它力学量。

本程序仅给出常应变单元个单元内的应力列阵及其主应力、应力主方向角的计算

程序。这些量在同一常应变单元内保持不变。

介绍程序之前，结合图 3-8 所示应力圆，给出计算主应力和应力主方向角所用到的计

算公式。

平均应力 （3-39）
2/)( yx  

最大剪应力 （3-40）2

2
x

max 2 xy
y 
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最大正应力 （3-41）maxmax  

最小正应力 （3-42）maxmax  
与 x 轴的夹角max

（3-43）)arctan(29578.579090
min







y

xy

（3-34）式的关系容易由图 3-8 的应力圆上直接看出。 是弧度换算为29578.57
角度的换算系数。下面对照 3.2 节和上文给出的公式，介绍应力分析子程序 sg。

单元应力分析子程序
subroutine sg(ne,te)
common/C/ie(200,3),ek(6,6),D(3,3),S(3,6)/C2/zz(500,20),p(500)
dimension wy(6),yl(6)
do 30 in=1,ne 对所有单元循环。

call cma(in,te) 生成第 in 单元应力矩阵 S。
do 10 i=1,3 在上节求得的结构整体位移列阵δ
do 10 j=1,2 中对号抄入本单元结点位移分量。

ih= 2*8(i-1)+j ih 是分析自由度的单元局部编码，
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jh= 2*(ie(in,i)-1)+j jh 是其整体编码。
wy(ih)=p(jh)
do 20 i=1,3 由公式（3-8）计算单元应力列阵，

yl(i)=0 并装入 yi(i).
do 20 j=1,6
20 yl(i)=yl(i)+s(i,j)*wy(j) 见（3-8）式。

s1=yl(1) 为处理方便、省时，以 s1、
s2=yl(2) s2、s3 抄写 yl(i)的三个分量。
s3=yl(3)

以下求主应力、主方向。

py=(s1+s2)/2 py 是平均应力（见（3-39）），ry
ry=sqrt(((s1-s2)/2)**2+s3**2) 是最大剪应力（见（3-40））。

sa=py+ry sa、si 是最大及最小主应力，见

si=py-ry (3-41)、(3-42)。
if(abs(s2-si).lt..001) then 下面是主方向角 set 赋值。为防止（3-43）式的分母

为零

set=0 或很小导致很大误差，引入此条件句。
else
set=90-57.29578*atan(s3/(s2-si)) 见公式（3-43）。
end if
write(4,’(5x,/,”in=”,i5)’)in 输出单元应力 s1,s2,s3。写入输出文件 out，4 是输

出设备通道号。
write(2,’(2x,”sigma-x=”,f14.7,3x,”sigma-y=”,

1 f14.7,4x,”tau-xy=”,f14.7)’) s1,s2,s3
输出主应力及主方向角 sa,si,set。

write(4,’(2x,”sigma-1=”,f14.7,3x,”sigma-2=”,
1 f14.7,4x,”set =”,3x,f14.7)’) sa,si,set

30 continue 对单元循环结束。
return
end

将 3.2 至 3.10 节所给出的共计九个程序模块组集在一起，就构成了一个由完整的

三角形常应变单元计算弹性连续介质平面问题的有限元法的适用程序。

计算之前要接照格式要求，正确编制输人文件 in。程序运行后。将以程序约定的格

式，将要求输出的信息，写入输出文件 out。访问 out 便可得到计算结果。

计算简例

图 3-9 所示正方形弹性平板，取材料常数 E=1MN/m2,μ=0, 沿对角线方向在两个

顶点受拉力 P 作用，P=2N。
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根据问题的对称性，我们可以将问题简化为求解图 3－10 所示的 1/4 结构。在图

示离散化后的模型中圆圈内的数字表示结点编号；罗马数字表示单元编号；阿拉伯

数字表示坐标值。

关于计算机的启动和有关操作，请参阅机器及软件包的使用说明。

下面仅列出对上述算例，调用本书程序的输人文件 in。所生成的输出文件 out。
输入文件 in

6，4，1，6，8
1，0，1
0，2，0，1，1，1
0，0，1，0，2，0
1，2，3，2，4，5
5，3，2，3，5，6
2
1
1，3，7，8，10，12

输出文件 out
in= u= v=
1 .0000000000 3.2527470000
2 .0000000000 1.2527470000
3 .0879120900 .3736264000
4 .0000000000 .0000000000
5 -.1758242000 .0000000000
6 -.1758242000 .0000000000

in= 1
sinma-x=.0879121 sigma-y=2.0000000 tau-xy=-.4395605
sinma-1=2.0962080 sigma-2=-.0082957 set= 102.3458000
in= 2
sinma-x=-.1758242 sigma-y=1.2527470 tau-xy= .0000000
sinma-1= 1.2527470 sigma-2=-.1758242 set= 90.0000000
in= 3
sinma-x=.0879121 sigma-y=.3736264 tau-xy= -.3076923
sinma-1= .5700077 sigma-2= -.1084692set= 122.5476000
in= 4
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sinma-x=.0000000 sigma-y=.3736264 tau-xy= .1318681
sinma-1=.4154797 sigma-2=-.0418533 set= 72.3912000
c program main

common xy(200,2)/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)/c1/jf(20),
fi(20),ib(80)/c2/zz(500,20),p(500)
call in(nc,ne,np,nb,nd.nj2,eo,pu,te)
call md(e0,pu)
call mzz(in,nj2,nd,ne,te)
call mf(np,nj2)
call mb(nb,nd)
call gau(nc,nj2,nd)
call sg(ne,te)
stop
end
subroutine in(nc,ne,np,nb,nd.nj2,eo,pu,te)
common xy(200,2)/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)/c1/jf(20),

1 fi(20),ib(80)/c2/zz(500,20),p(500)
open(3,file=’in’)
read(3,*)nc,ne,np,nb,nd
read(3,*)e0,pu,te
read(3,*) ((xy(i,j),j=1,2)i=1,nc)
read(3,*)((ie(i,j),j=1,3)i=1,ne)
read(3,*)(jf(i),i=1,np)
read(3,*)(fj(i),i=1,np)

read(3,*)(ib(i),i=1,nb)
nj2=nc+nc
open(4,file=’out’,status=’new)
write(4,6)nc,ne,np,nb,nd
ruturn
end
subroutine md(e0,pu)
common/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)
d(1,1)=e0/(1-pu*pu)
d(1,2)=e0*pu/(1-pu*pu)
d(2,1)=d(1,2)
d(2,2)=d(1,1)

d(1,3)=0
d(3,1)=0
d(2,3)=0
d(3,2)=0
d(3,3)=e0/(1+pu)/2
return
end
subroutine cma(in,te)
common xy(200,2)/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)
dimension b(3,6)
im=ie(in,1)
je=ie(in,2)
me=ie(in,3)
cm=xy(je,1)-xy(im,1)
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bm=xy(im,2)-xy(je,2)
cj=xy(im,1)-xy(me,1)
bj=xy(me,2)-xy(im,2)
ae=(bj*cm-bm*cj)/2
do 10 i= 1,3
do 10 j= 1,6
b(i,j)=0
s(i,j)=0

continue
b(1,1)=-bj-bm
b(1,3)=bj
b(1,5)=bm
b(2,2)=-cj-cm
b(2,4)=cj
b(2,6)=cm
b(3,1)=b(2,2)
b(3,2)=b(1,1)
b(3,3)=b(2,4)
b(3,4)=b(1,3)
b(3,5)=b(2,6)
b(3,6)=b(1,5)
do 20 i = 1,3
do 20 j = 1,6
b(i,j)=b(i,j)/ae/2
continue
do 30 i=1,3
do 30 j=1,6
do 30 k=1,3
s(i,j)=s(i,j)+d(i,k)*b(k,j)
contine
do 40 i=1,6
do 40 j=1,6
ek(i,j)=0
do 40 k=1,3
ek(i,j)=ek(i,j)+s(k,i)*b(k,j)*ae*te
continue
return

end
subroutine mzz(in,nj2,nd,ne,te)
common xy(200,2)/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)

/c2/zz(500,20),p(500)
do 10 i=1,nj2
do 10 j=1,nd
zz(i,j)=0
do 20 in=1,ne
call cma(in,te)
do 20 i=1,3
do 20 ii=1,2
il=2*(j-1)+jj
iz=2*(ie(in,j)-1)+jj
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jl=iz-jh+1
if(jl.gt.0)zz(jh,jl)=zz(jh,jl)+ek(ih,il)
continue
return

end
subroutine mf(np,nj2)
common /c1/jf(20),fi(20),ib(80)/c2/zz(500,20),p(500)
do 10 i=1,nj2

p(i)=0
if(np.gt.0) then
do 20 i=1,np
j=jf(i)
p(j)=fi(j)
end if
return
end
subroutine mb(nb,nd)
common/c1/jf(20),fi(20),ib(80)/c2/zz(500,20),p(500)
do 30 i=1,nb
iz=ib(i)
zz(iz,1)=1
do 10j=2,nd
zz(iz,j)=0
if(iz.gt,nd) then
jo=nd
else
jo=iz
end if
do 20 j=2 ,jo
zz(iz-j+1,j)=0
p(iz)=0
continue
return

end
subroutine gau(nc,nj2,nd)
common/c2/zz(500,20),p(500)
do 20 k=1 ,nj2-1
if(nj2.gt.k+nd-1) then
im=k+nd-1
else
im=nj2
end if
do 20 i=k+1, im
il=i-k+1
c=zz(k,il)/zz(k,1)
do 10 j=1, nd-il+1
m=j+i-k

zz(i,j)=zz(i,j)-c*zz(k,m)
p(i)=p(i)-c*p(k)
continue
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p(nj2)=p(nj2)/zz(nj2,1)
do 40 i=nj2-1,1,-1
if (nd.gt.nj2-i+1) then
jo =nj2-i+1
else
jo=nd
end if
do 30 j=2,jo
ih=j+i-1
p(i)=p(i)-zz(i,j)*p(ih)
p(i)=p(i)/zz(i,1)
write(4,101)
format(3x,3hjd=,5x,2hu=,16x,2hv=)
do 50 i=1,nc
write(4,102)i,p(i+i-1),p(i+i)
fotmat(3x,i5,3x,f15.10,3x,f15.10)
continue
return

end
subrouting sg(ne,te)
common/c/ie(200,3),ek(6,6),d(3,3),s(3,6)/c2/zz(500,20)

p(500)
dimension wy(6),yl(6)
do 30 in =1,ne
call cma (in,te)
do 10 i=1,3
do 10 j=1,2
ih = 2*(i-1)+j
jh = 2*(ie(in,i0-1)+j
wy(ih)=p(jh)
do 20 i=1,3
yl(i)=0
do 20 j=1,6
yl(i)=yl(i)+s(i,j)*wy(j)
s1=yl(1)
s2=yl(2)

s3=yl(3)
py=sqrt(((s1-s2)/2)**2+s3**2
sa=py+ry
si=py-ry
if(abs(s2-si).lt..001) then
set=0
else
set=90-57.29578*atan(s3/(s2-si))
end if
write(4,’(5x,”in=”,i5)’)in
write(4,’(2x,”sigmax=”,f14.7,2x,”sigmay=”,f14.7,2x,

“tau=”,f14.7)’)s1,s2,s3
write(4,’(2x,”sigma1=”,f14.7,2x,”sigma2=”,f14.7,2x,

“cet=”,f14.7)’)sa,is,set
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continue
return

end
习 题

3-1 用书中程序，计算图示受拉平板 A 点的位移 和 C 点的应力 。已知A  Txyyx 

图中 l = 10 cm，b = 5cm， t = 1cm；材料常数 E=210GPa， =0.30，均布荷载
q=100kN/m2。

第 444

4

章 轴对称空间问题的有限单元法

4.14.14.1

4.1

概述概述概述

概述

很多工程构件，它们的几何形状、承受的载荷以及约束条件都对称于某一固定轴 ，

我们称它为对称轴。此时载荷作用下的位移、应变和应力也对称于该轴，这种问题

称为轴对称问题。

轴对称问题是一种空间问题。解轴对称问题，通常采用圆柱坐标 。以对),,( z

称轴作为 z 轴，所有的应力、应变、位移都将与 无关，而只是 r 和 z 的函数。任一
点的位移只有两个方向的分量，也就是沿 r 方向的径向泣移 u 和沿 z 方向的轴向位移

w。由于轴对称，沿 方向的位移等于零。因此该问题转化为二维问题。
用有限元法解轴对称问题，对轴对称体进行离散时。采用的单元是一些圆环。

这些圆环单元与 rz 平面正交的截面可以有不同的形状，单元的结点是圆周状的铰链，

故也称为结圆。各单元在 rz 平面内形成网格，因此圆环单元实际上是 rz 平面内形成

网格的各多边形环绕对称轴 z 回转一周而成的。图 4-1 所示为三结点三角形环单元及

在 rz 平画内形成的三角形网格。
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本章主要讨论用三角形三结点环形单元解轴对称问题。这种单元适应性好，计算

简单，是一种常用单元。由于问题只与坐标 r、z 有关，与 无关，因此我们只需考
虑坐标平面 rz 上的截面部分。可见轴对称问题的有限元法与平面问题是类似的，只

是在数学上繁琐些。

本章最后一节通过采用四面体常应变单元对一般空间问题的有限元法也作了简

要介绍。而目前解空间问题常用的等参单元将在第五章集中讨论。

444

4

...

.

222

2

三角形截面环单元三角形截面环单元三角形截面环单元

三角形截面环单元

4.2.14.2.14.2.1

4.2.1

单元的位移函数

在 rz 平面内，圆环单元截面三角形 ijm 如图 4－2 所示。结点 i 在 r 和 z 方向的

位移为 (a)









i

i

w
u

iii

i

δδδ

δ

 mji ,,

则单元的结点位移列阵为

（4-1）   Tmmjjii wuwuwu
TTT

T

TTT

T

mmm

m

TTT

T

jjj

j

TTT

T

iii

i

δδδ

δ

δδδ

δ

δδδ

δ

δδδ

δ

仿照平面问题，取线性位移模式

（b）







zrw
zru

654

321




经与平面问题相似的计算，可得

（4-2）










mmjjii

mmjjii

wNwNwNw

uNuNuNu

式中 (4-3) zcrba
A

N iiii 
2
1  mji ,,
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并且














mji

mji

jmmjj

rrc
zzb

zrzra
 mji ,,

(4-4)
而 A 为三角形 ijm 的面积

mm

jj

ii

zr
zr
zr

A
1
1
1

2
1



式（4－2）也可以写成矩阵形式

（4－5）  τττ

τ

NNN

N

δδδ

δ

 Twuf
其中函数矩阵为

（4－6） III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

NNN

N

000

0

NNN

N
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N
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0
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N
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jjj
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jjj
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jjj
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









4.2.24.2.24.2.2

4.2.2

单元应变单元应变单元应变

单元应变

由弹性理论，单元的应变分量为

（c）


















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
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
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



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
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



 

将式（4－5）代入上式得

（4－7）  eδδδ

δ

BBB

B

BBB

B

BBB

B

BBB

B

δδδ

δ

εεε
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m
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j
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i

eee

e



B 是应变矩阵，其子矩阵

(4-8)


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
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
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


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
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
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2
1

0

0

0

 mji ,,

而 (4-9)
r
zcb

r
ag ii

i
i   mji ,,

所以由结点位移表示的应变又可以写为
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（4－10）




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


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
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
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
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 

可见，由于 中包含了坐标 r 和 z，不是常量，故环向应变分量 不是常数应变 。ig 
而其他应变分量都是常数应变。

4.2.34.2.34.2.3

4.2.3

单元应力单元应力单元应力

单元应力

对于各向同性材料，轴对称问题的应力－应变关系为

(d)

  

  

  
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
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由上式解出应力，并用矩阵表示为

(e)


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

  D
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
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其中的弹性矩阵

（4－11） 
  
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将应变表达式（4－7）代入（e）得

(4-12)eSSS

S

δδδ

δ

DEDEDE
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δδδ
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σσσ

σ

eee

e
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式中 S 为单元应力矩阵。

（f） mmm
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其中子矩阵
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而 ， ，



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
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显然，除了应力分量 在单元中为常量以外，其余三个正应力在单元中都不是常量 。rz
为了简化计算并清除对称轴上由于 r=0 引起的麻烦，在实用上常把各个单元的 r 和 z
近似的视为常数，并且分别等于各单元形心的坐标，即

（4－14）
 
 











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zzzzz
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3
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则式（4－9）成为

(4-15)
r
zcb

r
a

gg ii
i

ii   mji ,,

这样就可以把各个小单元近似的当成常应变单元，将式（4－15）代入式（4－10）

和（4－12）求得的是单元形心处应变和应力的近似

值。

4.34.34.3

4.3

单元刚度矩阵

我们仍然用虚功原理来导出单元刚度矩阵。在轴对称情况下单元的虚功方程为

(a)    dzrdrdR wer 
 

上式等号左边为单元结点力 在虚位移 上所做的虚功，这里与平面问题不同处在eR e*
于结点力结点力是指整个结圆上的力；等号右边是指整个三角形环单元中虚力的虚

功。

仍然设单元虚位移

（b）eNf   
则单元的虚应变为

（c）eB   
将式（b）（ c）代入（a），并注意到积分




2
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则虚功方程变为
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而单元刚度矩阵为

（4－16） rdrdzDBDBDB
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则刚度方程仍为如下的标准形式
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
刚度矩阵也可写成分块的形式
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其中子矩阵

（f） rdrdzsDBDBDB
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rsrsrs
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由于被积函数中的应变矩阵 B 包含有坐标 r 和 z，故积分不能简单的求出。现仍

把每个单元积分中的 r 和 z 近似地当成常量，用单元形心坐标 和 代替，则（f）式r z
成为
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也可以写成显式
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(4-18) mjismjir ,,;,, 
式中的 如前述。321 ,, mmm

至于组集整体刚度矩阵的过程完全与平面问题相似。设弹性体划分为 个单元和en
个结点，于是可得到 个形如式（d）的方程，将单元的 、 和 k 都扩大到结n en e rR

构自由度的维数，然后叠加则得到
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其中 为整体的结点位移列阵，并令荷载位移列阵为
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整体刚度矩阵为
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于是得到标准形式的整体刚度方程

（4－19）RRR

R

KKK

K

δδδ

δ


和平面问题一样，整体刚度矩阵 K 是对称的带状稀疏阵，消除个体位移后是正

定的。

4.44.44.4

4.4

等效结点力计算等效结点力计算等效结点力计算

等效结点力计算

由于轴对称，单元的结点力是作用在整圈圆周形绞上。若设结圆半径为 r 单位长

铰上作用的径向和轴向分力分别为 和 ，那么圆周铰上的结点力应为rP zP

径向： ，轴向：rrP2 zrP2
下面仍然采用虚功等效原理推导几种常见荷载的等效结点力

4.4.14.4.14.4.1

4.4.1

体积力体积力体积力

体积力

用 和 分别表示旋转体沿径向（如离心惯性力）和轴向（如重力）的体积分量，rP zP
则体积力可表示为

（a）









z

r

p
p

p
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由虚功原理，单元上体积力的等效结点力 所做的虚功等于体积力 所做的虚功，e
pR p

可得

（b）      drdzprdfR e
p

we 

将上节的（b）式代入并考虑 得


2
2

0
 d

（c）     
 prdrdzNR wee

p
we  2

于是

（4－20）  prdrdzNNN

N

RRR

R

eee

e

ppp

p

2

体积力为自重

此时 ，其中 为重度。于是单元自重移植到结点 上的等效结点,0rP zP  mji ,,
力为

（d）









 rdrdz



0

2 iii

i

eee

e

pipipi

pi

NNN

N

RRR

R

 mji ,,

类似于平面问题，利用面积坐标并建立关系式

mmjjii LrLrLrr 

于是有

 drdzrdrdz   mmm

m

mmm

m

jjj

j

jjj

j

iii

i

iii

i

iii

i

iii

i

LLL

L

rrr

r

LLL

L

rrr

r

LLL

L

rrr

r

LLL

L

NNN

N

再利用积分公式（2－25）得到

（e） j
mji

i rrAArrrrdrdz 







 3

1212126
NNN

N

 mji ,,

代入式（d）于是有

（f） 











irrA 3

6

0
eee

e

pipipi

pi

RRR

R

 mji ,,

于是自重的等效结点力列阵为

（4-21）  mji rrrrrrA 303030
6
eee

e

ppp

p

RRR

R

可见，若单元距离对称轴较远，满足 ，则可以以为单元的 1/3 自重mji rrrr 

移植到每个结点上 Ar2
3
1

体积力为离心力

此时      02rppp zr 
其中 为角速度， 为密度。于是单元离心力移植到结点 上的等效结点力为  mji ,,

（g）








 rdrdz
r

N i 0
2

2
eee

e

pipipi

pi

RRR

R

 mji ,,

其中积分

  drdzdrdzri   22
mmm

m

mmm

m

jjj

j

jjj

j

iii

i

iii

i

iii

i

LLL

L

rrr

r

LLL

L

rrr

r

LLL

L

rrr

r

LLL

L

NNN

N

利用积分公式（2－25）得

 mjimji rrrrrrrAdrdzr  6
30

2222
iii

i

NNN

N
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代入式（g）则有

（h） 













0

29
15

22
2

mji rrrrA
eee

e

pipipi

pi

RRR

R

 mji ,,

于是离心力的等效结点列阵为

（4－22）  029029029 222222
jimimjmji rrrrrrrrrrrreee

e

ppp

p

RRR

R

4.4.24.4.24.4.2

4.4.2

表面力表面力表面力

表面力

用 、 分别表示环形单元边界上沿径向和轴向的表面力分量，则表面力集度可表rp zp
示为

（i）  zr ppp
根据虚功原理，同样可得表面力 的等效结点力p

（4－23）  rdspNR e
p 2

例如， 平面内单元 的 边上受有线性分布的径向表面力如图（4－3）所示。设rz ijm ij
在结点 的面力集度为 ，在结点 为 ， 边的长度为 。此时有i ip j jp ij l

     ijiijiijjijr LppLppLppp
l
spp  1

注意 边上的面积坐标 ，则ij 0mL

jjiir pLpLp 

而 0zp
于是结点 的等效结点力为i

（j）






 

 rds
pLpL

N jjii
i 0

2iii

i

ppp

p

eee

e

RRR

R

将 代入，则积分jjii LrLrr 

     
l

ji
l

jjiii rrldsLrLrLrds 3
12

2
iii

i

iii

i

LLL

L

NNN

N

     
l

ji
l

jjiiji rrldsLrLrLLrds
12jjj

j

iii

i

LLL

L

NNN

N

于是

（4－24a）
   







 


0

3
6

jijjii rrprrpleee

e

iii

i

ppp

p

RRR

R

类似地可得结点 和结点 上的等效结点力j m

（4－24b）
   

 














 



0
0

3
6

e
mp

jijjii

R

rrprrpleee

e

jjj

j

ppp

p

RRR

R

下面指出两种特殊情况

若 ，则由（4－24）得0jP

（4-25）
T

ji
i

ji
i rrlprrlp





  000)(

6
0)3(

6
eee

e

ppp

p

RRR

R
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可见，只有当单元离开对称轴较远时，才可以认为 和 大致相等，此时才相当于ir jr
将面力合力的 2/3 移植到结点 ，1/3 移到结点 。

（ 2 ）若 ，即径向均布表面力情况，由（ 4 － 24 ）式得
qpp ji 

（4-26）
T

jiji rr
lq

rrql








 000)2(

3
0)2(

3
eee

e

ppp

p

RRR

R

显然，也只有单元距离对称轴较远， 、 大致相等时，才简单地将表面力的ir jr
1/2 分别移植到结点 i 和结点 j 。

至于集中力引起的等效结点力，我们总可以在划分单元时，使集中力作用点成为

一个结点，这样等效结点力 就可以直接写出。e
pR

有了单元在各种荷载下的等效结点力，就可以集合成整体的荷载列阵，即（4－
19）式中的 R，此过程完全和平面问题相似。

最后提醒注意两点，一是对于轴对称问题，等效结点力的积分表达式（如 4－20、4
－23 式）中包含有变量 r ，虽然我们采用了线性位移模式，但是不能像平面问题那

样利用刚体的静力等效原理来求得等效结点力；另外这里所说的结点力实际上是整

个结圆上的力，这也是和平面问题不同的。

4.54.54.5

4.5

采用四面体单元解一般空间问题采用四面体单元解一般空间问题采用四面体单元解一般空间问题

采用四面体单元解一般空间问题

用有限元法解一般空间问题，最简单的单元是四结点四面体单元，也就是把连续

的弹性体离散成有限各四面体的组合。这些四面体单元相互在顶点处以空间铰连接，

成为空间铰结点。单元间通过结点相互作用，进行力的传递。根据约束情况，在相

应的结点处设置空间铰支座，或连杆支座。单元所收的外荷载，可以按照虚功等效

原则移植到结点。基本未知量仍是结点位移。其分析思路完全和平面问体相似，并

且得到标准形式的公式，如应变、应力、刚度矩阵、刚度方程等。

4.5.14.5.14.5.1

4.5.1

单元的位移系数

如图 4－4 是一个典型的四面体单元，单元的结点编号为 i,j,m,p 。
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空间问题中，任何一点位移具有三个位移分量，分别沿坐标 x、y、z 方向，写成

列阵为

（a） Twvuf 

每个结点的位移分量表示为

(b)  ),,,( pmjiwvu T
iiii 

整个单元的结点位移列阵则为

(4-27)  ),,,( pmjiTT
p

T
m

T
j

T
i

e  

于平面问题的三结点三角形单元一样，在单元内取线性位移模式，即取单元内任

一点的位移是坐标 x、y、z 的线性函数。

(c)












 
  
     

1211109

8765

4321

z αyxw
z αyxv
z αy αxααu




由于单元位移函数的线性性质，保证了单元之间变形的连续性。

在单元的 四个结点，由（c）式第一式有pmji ,,,

(d)



















 

 
     

4321

4321

4321

4321

pppp

mmmm

jjjj

iiii

z α yαxααu
z α yαxααu

z α yαxααu
z α yαxααu

由此解得待定常数 并回代（c）得4321 ,,, aaaa

(4-28)ppmmjjii uNuNuNuNu 
其中形函数
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(4-29)







),(6/)(
),(6/)(
pjVz dy cxbαN

miVz dy cxbαN

jjjjj

iiiii

V 是四面体的体积。V 和系数 按下列各式计算。iiii dcba ,, ,

(4-30)

ppp

mmm

jjj

iii

zyx
zyx
zyx
zyx

V

1
1
1
1

6 

(4-31)),,,(

1
1
1

1
1
1

1
1
1

pmji

yx
yx
yx

d
zx
zx
zx

c

zy
zy
zy

b
zyx
zyx
zyx

a

pp

mm

jj

i

pp

mm

jj

i

pp

mm

jj

i

ppp

mmm

jjj

i




















为了使四面体的体积 V 不为负值，也就是（4－30）式中的行列式不为负值，单

元的四个结点标号 必须按照一定的顺序，即需要符合右手螺旋法则。如在 ppmji ,,,

点看其他三个结点时的顺序为 ，在 i 点看为 等。实际

上结点标号也可以不加限定，只要将 V 改为其绝对值便可以得到正确的结果。

采用相同的方法，可以将其余两个位移分量写成与式（4－28）相似的形式，即

ppmmjjii

ppmmjjii

wNwNwNwNw

vNvNvNvNv





将式（4－28）、（ 4－32）、（ 4－33）合并，写成矩阵形式

(4-34)  e

w
v
u

f δδδ

δ

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

III

I

NNN

N

NNN

N

δδδ

δ

ppp

p

mmm

m

jjj

j

iii

i

eee

e



















式中 N 是形函数矩阵，I 是三阶单位阵。

4.5.24.5.24.5.2

4.5.2

单元的应变与应力

空间问题的几何方程是

(4-32)
(4-33)
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






































































































z
u

x
w

y
w

z
v

x
v

y
u

z
w
y
v
x
u

zx

yz

xy

z

y

x










将式（4－28）、（ 4－32）、（ 4－33）代入得单元应变

(4-35)
eee

e

BBB

B

δδδ

δ

εεε

ε


其中应变矩阵

(4-36) ppp

p

mmm

m

jjj

j

iii

i

BBB

B

BBB

B

BBB

B

BBB

B

BBB

B


而子矩阵

可见，应变矩阵 B 中各元素为常量，因此单元中的应变也是常量，故采用线性位移

模式的四面体单元是常应变单元。

空间问题的物理方程，采用应变表示应力的形式，用矩阵写出为

 



















































































































zx

yz

xy

z

y

x

zx

yz

xy

z

y

x

E




































)1(2
2100000

)1(2
210000

)1(2
21000

1
11

1
1

1

21)1(
)1(

对称

或简写为

(4-38) D

其中 D 是弹性矩阵，完全决定于弹性模量 E 和泊松比 。

(e)

(4-37)(4-37)(4-37)

(4-37)

(f)
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(4-39) 









































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











)1(2
2100000

)1(2
210000

)1(2
21000

1
11

1
1

1

21)1(
)1(






















对称

EDDD

D

将应变公式（4－35）代入（4－38）得单元结点位移表示的单元应力

（4-40）eee

e

eee

e

SSS

S

δδδ

δ

DBDBDB

DB

δδδ

δ

σσσ

σ


其中应力矩阵

（4-41） ppp

p

mmm

m

jjj

j

iii

i

SSS

S

SSS

S

SSS

S

SSS

S

SSS

S



而子矩阵

其中 。
)1(2

21,
1 21 











 AA

显然在每一个单元中，应力也是常量。

4.5.34.5.34.5.3

4.5.3

刚度矩阵

对于一个单元 e 应用虚功原理，仿照平面问题的类似处理方法可得

（g）edxdydzDBDBDB
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eee
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δδδ

δ

RRR

R


其中 和 分别是单元的结点力列阵与结点位移列阵，单元刚度矩阵eR e
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考虑到 B、D 中各元素均为常量，故
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子矩阵

（4-42）

(4-45)
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可见单元刚度矩阵是一个常数矩阵，因为他仅由单元结点坐标和单元材料常数决定。

如果弹性体划分为 ne个单元和 n 个结点，经过平面问题类似的集合处理，就可得到

整体刚度方程。

(4-47)KKK

K

δδδ

δ

RRR

R


式中 是结点荷载列阵， 是结点位移列阵，而13 nR 13 n

(i)



eee

e

nnn

n

111

1

eee

e

kkk

k

KKK

K

是整体刚度矩阵，是 3n×3n 的方阵。并且和平面问题一样，它是对称、带状、

稀疏阵；在消除刚体位移后是正定的。

4.5.44.5.44.5.4

4.5.4

等效结点计算

1.单元上受到的荷载也可用虚功等效的方法移植到四个结点上。只是空间问题，每个

结点有三个结点力分量如图 4－4，故单元的等效结点力矩阵为

(j) TPPPmmmjjjiii
e WVUWVUWVUWVURRR

R

这里介绍两种常见荷载的移植结果。

均质单元的自重

设均质单元的自重为 W，则等效结点力为

（4-48） TW 100100100100
4

RRR

R

相当于把单元的 1/4 自重分别移置到每个结点上，这里假设 z 轴铅垂向上。

2．边界上受线住分布载荷

设单元 e 的某边界面，例如 ijm 面，受有线性分布载荷．它在 i、j、m 三个给点处的

集度分别为 pi、pj和 pm．则移置到三个结点处的结点力为

（4-49）),,()
2
1

2
1(

6
1 mjiAppp ijmmji iii

i

RRR

R

式中 Aijm 是边界面 ijm 的面积。Ri 的方向与原分布载荷的方向一致。至于单元受有

集中力的情况，一般取其作用点为结点，则不再需要移置。有了各单元的结点力列

阵，通过扩大后叠加就可得到整个弹性体的载荷列阵

R＝ （4-50）


n

i
Ri

1

习 题

4-1 如图所示两个轴对称三角形单元a○、b○，其形状、大小、方位均相同，但位置不

同。设材料的弹性模量为 E，泊松比μ＝0.15，试分别计算两单元的刚度矩阵（坐标r、
z 取平均值 。）
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4-2 受轴向压缩的圆柱体，直径 d＝10cm，长度 l＝12cm，两端面受均布载荷 ＝

60Mpa，如图 a 所示。现取轴对称面的 1/4 均匀划分单元，如图 b。
（1）写出离散体的位移约束条件；

（2）求单元①、②、③、④的等效结点力；

（3）写出结点 1、2、3、4、5、6 的载荷列阵。

4-3 用空间四面体单元解实际问题时，通常是先将求解域划分成若干个六面体，然后

再将每个六面体划分成五个或六个四面体。试以一个六面体为例，考虑如何划分成

四面体，并用图表示出来。
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第 555

5

章 等参数单元

本章首先以平面任意四边形单元为例引入等参数单元的概念，然后详细讨论采用

平面八结点等参数单元和空间二十结点等参数单元分别解弹性力学平面问题和空间

问题的处理方法。由于此时刚度矩阵和等效结点力已不能写成显式积分，为此介绍

了一种精度较高的数值积分方法，即高斯（Gauss）求积法。

5.15.15.1

5.1

等参数单元的概念等参数单元的概念等参数单元的概念

等参数单元的概念

在平面问题的有限单元法中，最简单也是常用的单元是具有三个结点的三角形单

元，其次是具有四结点的矩形单元。这两种单元形状简单、规整，单元各基本矩阵

如 N、B、k、R’等的求解比较容易，具有显式表示。并且三角形单元具有适应性强

的优点，能应用于曲折的几何边界，分布不均匀的材料类型和梯度不等的应力区域，

但它的精度较低。而矩形单元具有精度较高、形状规整、便于实现计算自动化等优

点，但它的适应性差，不便用于曲线边界和非正交的直线边界。对于材料不均匀的

结构和应力梯度不等的区域也难以布置大小不等的网格。为克服矩形单元的不足，

能否改用任意四结点四边形单元（如图 5－1（a））呢？

此时若仍然采用矩形单元的位移模式，即








y 
y     

8765

4321

x αyxv
x αy αxααu



虽然它反映了刚体位移和常应变，但它不能满足位移连续性条件，如取 边来24
考查，设 边的直线方程为 y＝Ax+B，代入上式得24










2

88667524

2
44323124

)()(

     )()(

AxαxB αA ααBaαv

AxαxB αA ααBaαu

可见 边上的的位移呈二次曲线分布，其位移仅仅由此边上两个结点的位移值24
不能确定。因此，若 边为两单元的公共边界，则不能保证边界上的位移相协调，24



90

也就是不能满足位移在单元边界上的协调条件。

为解决这个矛盾，可采用坐标变换，将 xy 平面内的任意四边形单

元变换为另一坐标系（如ξη坐标系）内的正方形单元，加图 5－1
（b）。这里 ξ、η从-1 到+1 变化。这种单元称为基本单元或母单元，

而 xy 坐标系中的四边形单元称为实际单元，它可视为基本单元的

映象，只要实际单元不是畸变的四边形，如图 5—2，基本单元和

实际单元之间将存在着点的一一对应关系。如实际单元中的点

P（x,y）对应基本单元中的点 p’(ξ,η）。因此，ξη坐标系也可作为实

际单元的局部坐标系。显然，整体坐标系 xy 与局部坐标系ξη间存

在着一定的变换关系，若能找到这种变换关系，那么关于实际单元的特性分析可借

用很规整的基本单元进行了。

对于基本单元，参照矩形单元的位移模式，取

（a）







44332211

44332211

),(),(),(),(
),(),(),(),(
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uNuNuNuNu
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其中形函数为

（b）
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

N

N

N

N

也可以把形函数写成统一的形式

（c）)4,3,2,1()1)(1(
4
1

00  iN i 

其中 为结点 i 的坐标。iiii  ,,, 00 而
现在把位移模式（a）和形函数（b）移用于图 5-1a 所示的四边形单元。如前述，

将ξ、η取为四边形单元的局部坐标，可见位移模式在四个结点给出了结点位移。如

在结点 1 有 N2＝N3＝N4＝0，N1＝1，则 u＝u1，v=v1。并且在单元的四条边上位移

是线性变化的。

如在 边上，因 ，则24 1
42244224 )1(

2
1)1(

2
1,)1(

2
1)1(

2
1 vvvuuu  

从而保证了单元边界上的位移协调，即满足了收敛的充要条件。

仿照位移模式（a），将坐标变换式取为

)(
),(),(),(),(

),(),(),(),(
4

1
44332211
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

其中的函数 Ni（ξ，η）与（b）式相同。容易验证，该变换式在四个结点给出了

结点的整体坐标，而且在单元的四条边止，一个局部坐标等于-1 或+1，整体坐标关

于另一局部坐标是线性变化的，因此（d）式是正确的变换式。由上分析，图 5－la
中的任意四边形单元是由基本单元（图 5－1b）通过坐标变换而得的实际单元．而目
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前我们对位移模式和坐标变换式采用了相同的形函数，因此称这种实际单元为等参

数单元或等参单元。

显然上述形函数 ＝1，这保证了位移模式能反映单元的刚体位移和常


4

1i

)( ，Ni

量应变。说明如下：

我们知道．在平面问题中，对应于刚体位移和常应变状态的位移可写成如下形式

)(
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321 e
yxv

yxu



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




现在假设图 5-1a 所示四边形单元四个结点的位移由上式确定，即
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而单元内的位移根据（a）式由结点位移插值求得，将（f）式代入（a）的第一式有
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可见，若 ＝1，并考虑到（d）式，则（g）式就成了（e）式，这就


4

1i

)( ，Ni

说明了单元内的位移是刚体位移或对应于常应变的位移，也就满足了收敛的必要条

件，即完备性条件。

本节所介绍的变换方法，可以类似地推广到有更多结点的单元。我们将分节讨论

常用的平面八结点和空间二十结点等参单元。在此之前，先介绍高斯数值求积法。

5.25.25.2

5.2

高斯求积法高斯求积法高斯求积法

高斯求积法

对于等参单元推导载荷列阵和刚度矩阵时，需计算如下形式的积分

       

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
),,(,),(,)(  dddfddfdf

其中被积函数一般比较复杂，甚至得不到显式。因此，通常采用数值积分代替函

数积分，即在单无内部选取某些点，先计算被积函数在这些点的函数值，然后用一

些系数（称为加权系数，简称权）乘上这些函数值，再求总和作为近似的积分值。

在有限元法中通常采用精度较高的高斯数值求积法。

首先介绍一维高斯求积公式

  )()(
1

1

1
afwdfI k

n

k
k  






其中 f（ξk）是被积函数 f 在积分点ξk处的函数值．ωk是加权系数，n 是所选积分

点的数目。例如取一个积分点ξl ＝0（此时即 k＝l），该点的函数值为 f1（如图 5－3
（a）），并取加权系数ωl＝2，则积分
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这是一种最简单的计算方法，只有当函数 f＝f（ξ）是一条直线时，即 f＝f（ξ）

线之下是一个梯形才是精确的，若 f＝f（ξ）是任意曲线，则此计算结果是相当粗糙

的。

为了改善精度．在－1＜ξ＜＋1 范围内，取两个对称点ξ1、ξ2，其函数值分别为

f(ξ1)和 f（ξ2），如图 5－3（b），但是横坐标ξ1、ξ2以及相应的权ω1和ω2需要确定。为

此设 f（ξ）为三次式，即
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而由高斯求积公式

)()()()( 22

1

1 11 dfwfwdfI   
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为了在 c0,c1,c2,c3取任意数值时（d）式都是精确的，因此上式两边对应的系数必须相

等，则有
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由此解得实根
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1
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

ww



值得说明的是，上面确定的两个积分点的高斯求积公式（d）对于被积函数是四

次以下（不包括四次）的多项式是完全正确的，否则是近似的表达式。另外，如图 5
－3（b）所示，用两个矩形面积来表示函数 f（ξ）在区间〔-1，+1〕与轴ξ所围的面

积，这就是（d）式的几何意义。

以相同的方法可以处理由 3 个函数值所组成的近似积分，如图 5 一 3（c）。对不

同的积分点数可确定相应的积分点坐标和加权系数，由此构成高斯积分表，见表 5
－1。
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n
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表 5-15-15-1

5-1

高斯求积公式中的积分点坐标和加权系数

下面讨论二维、三维的高斯求积公式，对于二重积分
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可先对ξ积分，而把η视为常量，此时引入一维的高斯求积公式则有
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1

efwdf i

n

i
i   



在对η积分有

    )(),(
2

1

1

1

1

1

1

1
fwdddf

n

j
jj 


 

 

将（e）式代入（f）式，则得到二维的高斯求积公式

  )(,),(
1 2

1 1

1

1

1

1
gfwwddf

n

i

n

j
jiji 

 
 

 

用相同的方法可以得到三维的高斯求积公式

  )(,,),,(
1 2 3

1 1 1

1

1

1

1

1

1
hfwwwdddf

n

i

n

j

n

k
kjikji  

  
  

 

在实际计算中，为了保证计算精度，并且不过分增加计算工作量，高斯积分中的积

n k kw
2 0.577350269

2
1

3 0.774596669
2
0

0.5555555556
0.8888888889

4 0.8611363116
0.339981043

6

0.3478548451
0.6521451549

5 0.906179845
9

0.538469310
1
0

0.2369268851
0.4786286705
0.5688888889
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分点数 n 通常可根据等参单元的结点数来选取，对于后要讨论的平面八结点等参单

元和空间二十结点等参单元都可以取 n3。

5.35.35.3

5.3

平面八结点等参单元平面八结点等参单元平面八结点等参单元

平面八结点等参单元

如图 5－4（a）所示为平面八结点曲线四边形单元，为了导出它的位移模式，取

八结点的正方形单元为基本单元，如图 5－4（b），在局部坐标ξ、η下基本单元的位

移模式可取为

)(
),(

),(
8

1

8

1 a
vNv

uNu

i
ii

i
ii


























式中形函数分别为

（b）










































)1)(1(
2
1

)1)(1(
2
1

)1)(1(
2
1

)1)(1(
2
1

)1)(1)(1(
4
1

)1)(1)(1(
4
1

)1)(1)(1(
4
1

)1)(1)(1(
4
1

2
8

2
7

2
6

2
5

4

3

2

1

















N

N

N

N

N

N

N

N

容易看出，N1右端第一个括号等于零正好是过结点 2、8．4 的直线方程，第二

个括号等于零是过结点 3、6、4 的直线方程，第三个括号等于零是过结点 5、7 的直

线方程。若将结点 1 的坐标（-1，-l）代人，三个括号的乘积等于 4，可见形函数 N1
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满足在结点 1 处、其值等于 1，在其余结点处其值等于零的性质。其余七个形函数也

有这种性质。另外，位移模式（a）在八个结点处给出了相应的结点位移，由于在正

方形的每个边上一个坐标值等于 1．则位移 u、v 是另一个坐标的二次函数。因此，
只要相邻两单元在公共边上的三个结点处具有相同的位移，就能保证位移的协调性。

并且形函数满足 ＝1，与 5.1 节相似地可说明，位移模式包含了单元的刚


8

1i

)( ，Ni

体位移和常量应变，因此完备性也得到满足。

式（b）中的形函数也可写为

)(

)8,7()1)(1(
2
1

)6,5()1)(1(
2
1

)4,3,2,1()1)(1)(1(
4
1

0
2

2

0000

c

iN

iN

iN

i

i

i


























其中ξ0，η0与前述意义相同。

现在将位移模式（a）移用于图 5－4（a）所示的实际单元。ξ、η视为实际单元的

局部坐标．则（a）式为所需的正确模式。另外，仿照位移模式（a），取坐标变换为





















8

1

8

1

),(

),(

i
ii

i
ii

yNy

xNx





式中的 Ni（ξ，η）完全与（b）式的相同。

显然，坐标变换式（d）在实际单元的八个结点处给出了相应的整体坐标 xi，yi；

在任一边界上，两个局部坐标之一为 1，则 x，y 均为另一局部坐标的二次式．因
此,该曲线边界为一根二次曲线。下面对这种八结点曲线四边形单元进行详细分析。

5.3.1 单元的应变矩阵和应力矩阵

将位移表达式（a）代入几何方程得等参单元的应变

(5-1)  eee

e

888

8

222

2

111

1

eee

e

δδδ

δ

BBB

B

BBB

B

BBB

B

BBB

B

δδδ

δ












































x
v

y
u

y
v
x
u



式中 为单元结点位移列阵，而子矩阵 Tvuvuvu 882211

)25()8,2,1(0

0







































 i

x
N

y
N

y
N

x
N

B

ii

i

i

i

现需要解决 ， 的计算问题，由复合函数求导法则
x

N i




y
N i



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)(e

y
N

y
N

y
N

x
N

x
N

x
N

iii

iii
























































由于不能列出 x、y 表示ξ，η的显式，故也无法求得 的算式，因此直接
x


y


x


y


用（e）式无法求得 和 ，可改用求逆的方法。将
x

Ni




y
Ni


















































y

y
Nx

x
NN

y
y
Nx

x
NN

iii

iii

或 )( f

y
N
x

N

yx

yx

N

N

i

i

i

i























































































求逆得

)35(1

1





























































































































i

i

i

i

i

i

N

N

N

N

yx

yx

N

N

JJJ

J

式中已简记 )45( 




































yx

yx

JJJ

J

称为雅可比（Jacobian）矩阵。若将坐标变换式（d）代入（5-4）得

（5-5）
































































































44

21

11

821

821

8

1

8

1

8

1

8

1

yx

yx
yx

NNN

NNN

yNxN

yNxN

J

i
i

i

i
i

i

i
i

i

i
i

i













式中 、 是容易求得的，代入上式即求得了 J，求逆得到 J-1，然后再代入（5-3）


 iN


 iN

式则求得 、 ，于是应变矩阵 B 得以确定。
x
N i




y
N i




单元内的应力表达式为
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（5-6）
e

z

y

x

SSS

S

δδδ

δ

DBDBDB

DB

δδδ

δ

σσσ

σ

eee

e























其中应力矩阵写成分块形式为

 821 SSSS 
对于平面应力情况，各子矩阵

)75()8,,2,1(

2
1

2
1

1 2 












































 i
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y
N

x
N

y
N

x
N

E
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ii







iii

i

iii

i

DBDBDB

DB

SSS

S

5.3.25.3.25.3.2

5.3.2

单元刚度矩阵

第二章导出的求平面问题单元刚度矩阵的普遍公式为

)(gdAt
A
 DBDBDB

DB

BBB

B

kkk

k

TTT

T

其中微分面积 dA 现在需用 dξ和 dη表示。为此将 dA 取为两微分矢量 dξ、dη所
围成的微小平行四边形面积如图 5－5，由于在ξ方向只有ξ坐标发生变化，η保持不变 ，

而在η方向只有η发生变化，ξ保持不变。故在整体坐标系中，两微分矢量 dξ和 dη可
表示为

jdyidxdyjdxid

jdyidxdyjdxid



































这两个矢量分别切于ξ＝常数和η＝常数的边。于是微分面积 dA 为





















ddyx

yx

jdyidxjdyidxdddA






























 )()(

借用（5-4）式，最后 表示为dA

（5-8）ddJdA 
式中 为雅可比矩阵的行列式。J

将式（5-8）代入（g）式

（5-9）ddJDBBtk T  


1

1

1

1

写成分块形式为
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




其中子矩阵

)105()8,2,1,(
1
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   

srddt JJJ

J
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TTT
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对于平面应力情况
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

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srsrsrsr
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



sss
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TTT

T
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r

DBDBDB

DB

BBB

B

（5-10）式中的被积函数均为 的函数，由于 含有 项，使被积函数、
x

N
x

N sr





 1J

不是一般的多项式，而是分子、分母均有多项式的函数（分母项为 ），因此要得到J
其显式是困难的，通常采用高斯数值积分的近似值
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

单元的等效结点力列阵

集中力

设单元内某点受有集中载荷 ，移置到单元结点上的等效结点力仍然采用 Tyx PPP 

（2-39）式

)135(  PPP

P

NNN

N

RRR

R

TTT

T

eee

e

PPP

P

或  TYXYXYXR 882211 
=[N1Px N1Py N2Px N2Py… N8Px N8Py]T

或写成分量的形式

（i=1,2,3……，8） （ 5－14）
( , )

( , )
i i P P x

i P P y

X N P
Yi N P

  
   

其中εpηp是载荷 P 作用点的局部坐标。不过同三角形单元一样，在划分单元时，一

般将集中力的作用点作为一个结点，则集中力的等效载荷列阵可直接写出。

2.体积力

设单元的单位体积力是 P＝［X Y］T，利用（5-13）式进行积分可求得等效结点力 ，

即（2－41）式

(i)e T
p

A

R N ptdA 
其中 A 是单元面积。若单元厚度 t 为常数．并应用（5-8）式，则得
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(5-15)
1 1

1
1

e T
pR t N p J d d




     
对于非均匀体积力，则需将体力分量 X、Y 表示为局部坐标ε、η的函数，使被积函

数中的 各项都变为ε、η函数再进行积分。采用高斯积分公式为JpN T 、、

(5-16)
1 2

1
(

n n
e T
p i j ij

j
R w w N p J t

 
  

3.表面力

若单元的某边界上承受有集度的表面力时，也可应用（5-13）式的得等效结点力

(j)
e
p s

R t NT PdS




 
其中 Sa是受表面力作用的边界弧长。

这里需将弧微分 ds 转化为关于ε、η的微分。为具体起见，设ε=1 的面上受有表面力，

ε=1 边的切向取微分矢量 dη，如图 5－6。微分弧长 dS=dSa可用

dη的模表示，即

图 5－6

1
yxdS d d d 

 
   

 

＝ （ 5－17）
2

2

1

y( )x d


          
将上式代入（j）式得

（5－18） 
2

1 2
11 1

yt ( ( ) )e
p

xR NT P d


 

  
     


采用高斯积分为

( 5－19） 
2n

2
i 11

i 1
i

yw ( ) ) te
p

xR NT P





           


对于非均匀表面力，需将面力分量 、 表示为局部坐标η的函数，使式（5－X


Y


18）中的被积函数全变为η的函数，再进行积分。另外，对于其他面（例如η=1）受

表面力的等效结点公式，仍可由（5－18）式表示，只需将ε=1 换为η=1，而η换为ε
即可。

工程上给出的表面力往往是沿曲边的法向力和切向力，即 ，这时可先[ ]TP


 
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求出表面力的 x、y 方向的分量

(k)

dx dyx
ds ds
dy dxy
ds ds





    

   


这里规定法向面力σ以外法向为正，切向力以沿单元边界前进使单元保持在左例

即沿着边界正向为正，图（5－7）表示了σ和τ的正方向，将（k）式代入（j）式

= (5-20)
T

e T

sp

dx dy
ds dsR N
dy dx
ds ds

ds

       
  
  


T

T

s

dx dy
N

dy dx
t    

   


图(5-7)







dydydxdx









并且积分与规定的边界正方向相反，则

1

1

1

e T
p

x y

R t N d
y x



             
   



有了单元的结点力列阵 和刚度矩阵 K 则可采用集合的方法形成
eR e e e

p P p
R R R  

整体的载荷列阵 R 和整体刚度矩阵 K,从而建立起结构整体刚度方程

K R 
解上述方程求得结点位移后，便可计算各单元应力。

5.45.45.4

5.4

空间二十结点等参单元空间二十结点等参单元空间二十结点等参单元

空间二十结点等参单元

关于平面等参单元所述方法，可以推广到空间问题。加图 5-8（b）所示空间二

十结点等参单元是由边长为 2 的立方体基本单元（图 5－8(a)）采取坐标变换所得。

通常为二十结点的曲棱六面体。



101

将位移模式及坐标变换式取为

(a)


 


    v v


 


  w


 


 

(b)x x


 


  y y


 


  w w


 


 
其中形函数为

(c)

 

0 0 0 0

0

0 0

0

1 (1 )(1 )(1 )( 2)( 1, 2 8)
8
1 (1 )(1 )(1 )( 9,10
4
1 (1 )(1 )(1 )( 13,14 )
4
1 (1 )(1 )(1 ) 17,14
4

i

i

i

i

  


 





 

               

         

        


        


式中 , , 的意义与前述相同。0  0
形函数 Ni 在结点 i 等于 1，在其余结点等于零。并且可以证明，由它构成的位移

模式满足完备性条件和位移协调位移。

5.4.15.4.15.4.1

5.4.1

单元的应变矩阵和应力矩阵

由空间问题的几何方程和位移模式（a）得到应变表达式
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(d) 1 2 20

u
x
v
y
w
z B B B B
u v
y x
v w
z y
w u
x z

 

 
  
 

 
 
 

           
  

   
  
   
   

式中单元结点位移列阵:

1 1 1 2 2 20 20 20[ ]u v w u w u v w  
而应变矩阵 B 的子矩阵为

(i=1,2……20) (5-21)

0 0

0 0

0 0

0

0

0

i

i

i

i
i i

i i

i i

N
x

N
y

N
zB

N N
y x

N N
z z

N N
z z

 
  

 
 
 

 
     
  
   
  
   
  

现在需要确定形函数 Ni关于整体坐标 x,y，z 的偏导数，可采用与平面八结点等

参元类似的方法。由复和函数求导法则有 等等，于是i i i iN N N Nx y z
x y z

     
  

      
得矩阵表示形式

(e)

i i i

i i i

i i i

N N Nx y z
x x

N N Nx y z J
y y

N x y z N N
z z

          
                
                            

           
               

因此可得



103

(5-22)1

i i

i i

ii

N N
x

N NJ
y

NN
z



   
     
           

   
   

   
而

(5-23)

x y z

x y zJ

x y z

   
 
   

   
     
   
    

也称为雅可比矩阵。

将坐标变换式（b）代人上式得
20 20 20

1 1 1

20 20 20

1 1 1

20 20 20

1 1 1

i i i
i i i

i i i

i i i
i i i

i i i

i i i
i i i

i i i

N N Nx y z

N N NJ x y z

N N Nx y z

  

  

  

   
    
   

     
   
 

   

  

  

  

= (5-24)

201 2

1 1 1

2 2 2201 2

20 20 20 201 2

NN N
x y z
x y zNN N

N x y zN N

  
                              

于是将求得的形函数关于局部坐标的偏导数代入上式即可得到矩阵 J，再求逆阵

J－1,并代入（5-22）则可求得各形函数关于整体坐标的偏导数。这样应变矩阵 B 得以

确定。

单元的应力为

= =
y z

T

x y z x y z x
          DB   1 2 20

TS S S S    

其中应力矩阵 s 的各子矩阵为
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iii

i

iii

i

DBDBDB

DB

SSS

S

 )265()20,2,1(

0

0

0

22

22

22

11

11

11

3 



















































































 i

x
NA

z
NA

y
NA

z
NA

x
NA

y
NA

z
N

y
NA

x
NA

z
NA

y
N

x
NA

z
NA

y
NA

x
N

A

ii

ii

ii

iii

iii

iii

其中： (f)1 ,
1

A 


 2 ,
1(1

A  


 3 (1 2
A 


 

5.4.25.4.25.4.2

5.4.2

单元刚度矩阵

单元刚度矩阵仍为如下形式

(g)T

v

k B DBdV 
式中的微分体积 dV 需用表示 dε,dη,dζ表示。与平面问题相似，现将取 dV 为三个

微分矢量 dε,dη,dζ所成平行六面体（如图 5－9）。在整体坐标系中各矢量表示为

（h）

i j

i j

i j

x y zd d d d

x y zd d d d

x y zd d d d







   
      

  
   

         
   

         
于是

=dv d d d   

x y x x y xd d d

x y y x y yd d d d d d

x y y y y yd d d

     
  

     
     

      
     
     

  
     

图（555

5

－999

9

）
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借用（5－23）式，则上式可记为

(5-27)( * )dv J d d d     
其中是|J|雅可比矩阵 J 的行列式，即

(5-28)

x y z

x y xJ

x y z

  
  
  
  
  
  

于是单元刚度矩阵（g）改写为
1 1 1

1 1 1

K B DB J d d d

  

      

= (i)
11 120

201 2020

k k

k k

 
 
 
 
 


  



其中子矩阵 kr3为

其中常数 A1，A2,A3按式（f）计算。

5.4.35.4.35.4.3

5.4.3

单元等效结点力列阵

1.集中力

设单元某点受有集中荷载 P=[Px,Py,Pz]T，则移至到单元各结点的等效结点力为
T

1 1 1 2 2 2 20[ ]e
PR X Y Z X Y Z Z 

=NTP (5-31)
其中矩阵 N 用三阶单位矩阵 I 及各形函数表示为

N=[IN1 IN2 IN3 … IN20 ] (5-32)
结点力写成分量形式为：
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(i=1,2,3,……20) （5－33）

( , , )

( , , )

( , , )

p p

p p

p p

i i p x

i i p y

i i p z

X N P

Y N P

Z N P

    
    


   
其中εp,ηp,ζp为集中力 P 作用点的局部坐标。

2．体积力

设单元受有单位体积力 P=［X Y Z］T，应用（5－31）式积分可求得结点的等效

结点力：

(5-34)
Te

p
v

R N pdv 
再应用(5-27）式将上式表示为关于局部坐标的积分

（5－35）
1 1 1

1 1 1

e T
pR N p J d d d

  
      

对于非均匀的体积力，只需将体积力分量 x、Y、z 表示成局部坐标ε、η、ζ函数

然后再进行积分。

3．表面力

设单元的某边界面（例如ε＝1 的面）上作用有表面力 时，仍然可[ ]P X Y Z
   


应用（5－31）式积分求得等效结点力

(5-36)e T
p

A

R N P dA


  
其中微分面积 dAηζ需 dη、dζ要表示。为此取 dAηζ为两微分矢量 dη和 dζ所成平行

四边形面积，即为上述两矢量叉乘的绝对值

(j)dA d d   
参考式（h）

(k)

i j k
x y zd d d

x y zd d d

d d   
  

  
  

  
  

  

= ( ) ( ) ( )i j k
y z y z z x x z x y y xd d d d d d                     
           

于是 dAηζ＝︳dη×dζ︴

(5-37)2 2 2( ) ( ) ( )y z y z z x x z x y y x            
                 



= 2EG F d d  
其中
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(5-38)

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x y zE

x x x y z xF

x y zG











    
  
       
     
    
  

于是

(5-39)
1 1

1 1

2( )TNe
p

R P EG F d d  
 


   

对于非均匀面力，只需将面力分量 表示成η、ζ函数，再进行积分。X Y Z
  


若给出的表面力沿边界的法向方向作用，此时设 n 是该边界（如ηζ面）的单位外法

向矢量， 为法向表面力集度的大小，这时表面力 是法向载荷，可写为0p


p


(l)0p p n
 


而矢量 n 可表示为

(m)
2

1n
d d

y yz z

z x x z

y yx x

d d
EG F

 
 
 
  
 
 
 
 
  


 

    
    

   

 


这里用到了式（k）和式（5－37）。将（m）代入式（l），再代入（5－39）式则

得到等效结点力

(5-40)
1 1

0
1 1

e T
p A

y z y z

z x x zR N P

x y y x

d d



 

 
 
 
  
 
 
 
 
  

   
   
    
   
   
   

   

与平面问题类似，式（5－29）（ 5－35）（ 5－39）和（5—40）均需采用高斯数

值积分，并且合并单元的合等效结点力得单元的结点力列阵， 然e e t e
p p

p
R R RR   

后采取集合方法形成整体载荷列阵 R 及整体刚度矩阵 K，这是我们熟悉的，不赘述。

在实际使用等参单元时，有几点值得注意。首先，在划分单元时应注意边棱的夹

角不宜太锐或太钝．并且对干我们目前讨论的的八结点单元和二十结点单元，其边

棱的中结点以选在边棱的中点或其附近为好。另外，等参单元中的任意点，由它的

局部坐标求出它的整体坐标，只须直接应用坐标变换式如 5．3 节的（d）和 5.4 节

（b），但要由整体坐标求出局部坐标则要求解非线性联立方程．这是比较繁的。因

此在计算单元应力时，只能设定一组局部坐标．代人应力矩阵以求应力；另一方面

根据这组局部坐标计算出相应的整体坐标。从而得知所求应力是单元中哪一点的应
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力。至于结点处的应力．只须把结点的局部坐标代人应力矩阵即可，因此在整理应

力成果时，一般宜采用绕结点平均法。当然其表征性不好，也可整理单元中若干内

点处的应力。

习 题

5－1 试证明平面三角形带应变单元实质上是等参单元。

5－2 证明平面八结点四边形等参单元在整体坐标系下每一边为二次批物线；

5－3 图示八结点等参单元，计算在局部坐标（1/2,1/2）的 Q 点导数 、 的值1N
x




1N
y




题 555

5

－333

3

图
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第 666

6

章 杆件系统的有限元法

6.16.16.1

6.1

概述概述概述

概述

杆件系统的有限单元法和给构力学中经典的位移法比较，并没有很大的区别，只

是在“基本结构”的选取上有所不同。在有限单元法中通常采取自然离散的形式，凡

是杆差的交叉点、边界点、集中力作用点、截面突变点等都应列为给点，而结点之

间的杆仲均可作为单元。用单元代替了经典位移法中的“基本结构”。
本章中，我们将以平面刚架为例，建立有限单元法曲求解格式。从假定位移模

式开始．建立插值函数直至得到求解方程。这里要注意．由于单元刚度方程是在单

元局都坐标系中导出的，因此在组成结构的整体刚度矩阵时，必须把单元刚度矩阵

进行坐标变换，变换到整体坐标系后再按规则叠加成整体刚度矩阵。单元的等效结

点力列阵也同样要进行坐标变换，再按规则叠加组成整体结点载荷列阵。

最后还要引入“释放自由度“的概念，以适用于刚架中某些杆件一端是铰结点的情

况或两端均为铰接的杆元，将平面刚架的有限元推广用到平面铰结体系（平面行架）。

666

6

...

.

222

2

局部坐标系中梁单元的刚度矩阵与等效结点力局部坐标系中梁单元的刚度矩阵与等效结点力局部坐标系中梁单元的刚度矩阵与等效结点力

局部坐标系中梁单元的刚度矩阵与等效结点力

图 6-l（a）所示的平面刚架，可划分为三个单元，l、2、3、4 为四个结点。在阶

梯形杆中，取具有相同 EI 的一段作为一个单元，即在杆截面的变化处也取为结点，

如图 6－1（b）所示的排架，可分为五个单元六个结点。

图 666

6

－111

1

在结构中取出结点为 i 和 j 的等截面梁单元，作为典型单元进行单元分析。

图 6—2 所示为典型的梁单元，利用右手坐标系，使 x 轴与梁轴重合．而 y 轴和 z 轴

（图中未画出）为梁截面的主惯轴方向，坐标原点在结点 i 上。这样的坐标系称为单

元的局郁坐标系。由于载荷都在同一平面内．所以梁单元是处于轴向拉压和平面弯

曲的组合变形状态。在结点 i 和 j 上所受到的结点力为轴力、剪力和弯矩，它们分别

用 Ni、 Qi 、Mi、 Nj ,Qj ,Mj 表示，与之相应的给点位移分别是 ui ,vi ,θi , uj, vj ,θj 我们规

定，结点力和结点位移与坐标轴同向为正．图 6－2 所示的结点力和给点位移均为正

方向。
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图 666

6

－222

2

在局部坐标系中，单元分析步骤如下：

用结点位移表示单元的位移模式

由材料力学知道，对于轴向位移 u 的位移模式可以取 x 的线性函数，而对于挠度 v
则可以用 x 的三次多项式来表示。因此可以设

(a)1
2 3

1

u x
v x x x



  

  


    
式中。 α1 α2 β1 ……β4是位移模式的待定常数，它可以用单元的 6 个结点位移来

表示。如将结点坐标 及 代入（a）的第一式，得到)(oi )(lj

（b）11 0
1

i

j

u
ul 

                
求逆可得

(c)1
1 0
1 1

i

j

u
u

l l

                   
再考虑到转角θ有关系式

(d)2 2dv x x
dx


        

在(a)的第二式和(d)中代入结点 i,j 的坐标，得到

（e）2 3

2

1 0 0 0
0 1 0 0
1
0 1 2 3

l l l
l l

 
 
 
 
 
 

1 i

i

j

j

v

v






  
            

       
解上列方程组可得

=





















4

3

2

1
































2222

22

l
1

l
2

l
1

l
2

l
1

l
3

l
2

l
3

0010
0001





















j

j

i

i

v

v





将（c）,(f)式代回(a)式，即可得到单元位移用结点位移来表示的表达式，即单元
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的位移模式为

（6—1）







j6j5i3i2

j4i1

NvNNvNv
uNuNu



其中形函数 — 是局部坐标系 x 的函数。这儿有1N 6N

（6—2）




















3
2

2
6

3
3

2
25

4
3

2
2

3

3
3

2
221

x
l
1x

l
1Nx

l
2x

l
3N

l
xNx

l
1x

l
2xN

x
l
2x

l
31N

l
x1N

如将结点 i 和 j 的位移列阵表示为

（g） Tiiii vu    Tjjj vu  

有令单元结点位移列阵为

(h) TT
j

T
i  

则位移模式的表达式（6—1）也可以改写成矩阵形式

（6—3） 








 N
v
u

f

其中

 ji NNN 

（i）









32

1
i NN0

00N
N











65

4
j NN0

00N
N

N 仍称为形函数矩阵， 、 是它的分块矩阵。iN jN
用结点位移表示应变

梁单元受到拉压和弯曲变形后，它的线应变可以分为两部分： 为拉压应力，x
弯曲应变（可参见清华龙驭球、包世华主编的结构力学下册第九章）。若略去剪切x

影响，于是有

（j）Lf

dx
vd

dx
du

x

x 
































2

2




其中微分算子

L= （k）



















 2

2

dx
d0

0
dx
d

(j)式中位移 f 用（6—3）式代入，则得到
(6—4)  B

其中
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B=LN= = ji NNL  ji BB
(6-5)

因为











































x
l
6

l
4x

l
12

l
60

00
l
1

dx
Nd

dx
Nd

0

00
dx

dN

LNB
2322

3
2

2
2

2

1

ii









































x
l
6

l
2x

l
12

l
60

00
l
1

dx
Nd

dx
Nd

0

00
dx

dN

LNB
2322

6
2

2
5

2

4

jj

故可写成

（6—6）









ii

i
i cb0

00a
B











jj

j
j cb0

00a
B

式中
l

aa ji
1



（6—7）x
ll

bb ji 32

126


x
ll

ci 2

64


x
ll

c j 2

62


利用虚位移原理导出梁单元的单元刚度方程

设单元内各点的虚位移 具有与（6—3）式相同的位移模式，因而有f 

（l）δδδ

δ

NNN

N

fff

f


式中 为结点虚位移。于是按式（6—4）,单元内的虚位移 是δδδ

δ

 εεε

ε


(m)δδδ

δ

BBB

B

εεε

ε


由结构力学知，梁单元内各微段内力在虚应变上作的虚功是

dxU Tσσσ

σ

εεε

ε


其中

（6—8） 








 DBD
M
N











Ef0
0EA

D

式中 N、M 是杆中轴向力和弯矩，A、I 是杆的截面积与截面形心主惯矩，E 是材料

的弹性模量。这样 又可写成U
  DBdxB)(U TT

若将单元结点力记为

（6—9） Tjjjiii MQNMQNF 

并且考虑梁单元上沿轴线作用着分布荷载 q，于是单元外力在虚位移上所作的虚功是
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)FqdxNF)(qdxfW TTTT  （）（
由虚位移原理 ，再考虑结点虚位移 是任意的，故可得到WU    

（6—10）  DBdxBFqdxN TT

令

（6—11）FQFqdxNR T 

式中 是由于分布荷载移置的等效结点力，其具体的积分运算将在下面讨qdxNQ T
论。

再令

(6—12)DBdxBk T
于是式（6—10）可以写成

（6—13）  kR
式中 k 就是平面杆件系统中梁单元的刚度矩阵。式（6—13）就是考虑分布荷载的单

元结点力和结点位移之间的关系式，也称单元刚度方程。

6.2.46.2.46.2.4

6.2.4

局部坐标系中梁单元的单元刚度矩阵的计算

由式（6—12）、（ 6—5）可得

（6—14）  






















jjji

ijii
jiT

j

T
i

l
T

l kk
kk

dxBBD
B
B

DBdxBk

其中任一分块子矩阵的计算公式是

dxDBBk r
T

rlrs 

= dx
cb0
00a

EI0
0EA

c0
b0
0a

ss

s

r

r

r

l 

































= （r,s=i,j）dx
cEIcbEIc0
cEIbbEIb0

00aEAa

srsr

srsr

sr

l


















将式（6—7）代入上式积分，得到单元刚度矩阵为












































l
4EI

l
6EI0

l
2EI

l
6EI0

l
12EI0

l
6EI

l
12EI0

l
EA00

l
EA

l
4EI

l
6EI0
l

12EI0
l

EA

k

22

323

2

3 对称

6.2.56.2.56.2.5

6.2.5

等效结点力计算

前面曾指出，式（6—11）中的列阵 是由单元结点力 和等效结点力 组合R  F Q
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而成的。这里的等效结点力，是指原分布荷载按虚功等效的原则移置到单元结点上

的力。它的计算公式是：

（6—17）qdxNQ T
式中 N 是位移的形函数矩阵，q 是分布荷载列阵。现设在每个结点上与结点位移

、 、 对应的等效结点力为 、 、 ，并记iu iv i iN iQ iM
















































e
j

e
i

j

j

j

i

i

i

T

Q

Q

M

Q

N

M
Q

N

Q

则式（6—17）可写成

（6—18）qdx
N

N

Q

Q
T
j

T
i

e
j

e
i


























下面我们计算几种常见的等效结点力

1.均布荷载，见图 6—3。

现有
























q

0
q

q
q

y

由（6—18）式

dx
q

0

N0
N0
0N

M

Q

N

Q

3

2

1

l

i

i

i
e
i













































形函数 、 、 用式（6—2）代入，计算可得1N 2N 3N
0N i 

）323
3

3
3

2a

0 2

a

0 2i a2la2l(
2l
qa-qdx)x

l
2x

l
31(qdxNQ  

iM qdxN
a

0 3 )3a8la6l(
12l
qaqdx)x

l
1x

l
2x 22

2

2
3

2
2a

0
 （

同理可计算 j 结点上等效结点力分量，合在一起，均均荷载 q 的单元等效结点力
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列阵为

（6—19）



















































)3a4l(
12l
qa

)a2l(
2l
qa-

0

3a8la6l(
12l
qa

)a2la2l(
12l
qa

0

Q

2

3

3

3

22
2

2

323
2

2

e
q

）

当满跨作用均布荷载时（a=l），上列结果变为

（6—20）
T

22e
q ql

12
1ql

2
10ql

12
1ql

2
10Q 



 

2.集中力。见图 6—4。

集中力可当成作用在微段上的均布力，取极限可得单元等效结点力为

（6—21）
T

2

2

3

2

2

2

3

2
T
P l

bpa)2bl(
l

pa0
l

pab)2al(
l
pb0Q 













3.集中力偶矩。见图 6_—5。

用相似方法可得到集中力偶矩的单元等效结点力为

（6—22）
T

2323
T
m M

l
)l3b(aM

l
6ab0M

l
)l3a(bM

l
6ab0Q 



 





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6.36.36.3

6.3

坐标变换坐标变换坐标变换

坐标变换

体坐标系中单元体坐标系中单元体坐标系中单元

体坐标系中单元

刚度矩阵与等效结点力刚度矩阵与等效结点力刚度矩阵与等效结点力

刚度矩阵与等效结点力

上节推导单元刚度矩阵时采用的是所谓局部坐标系，它的坐标轴方向是由单元

（轴线）方向确定的。采用局部坐标系，可以对不同方向的单元得出具有统一形式

的单元刚度矩阵。但是，实际上各个杆件的方向往住是不相同的，由不同方向的单

元所组成的结构，它的整体刚度矩阵并不是把局部坐标系的单元刚度矩阵简单地叠

加，这里必须建立一个统一的整体坐标系。计算时先将单元上的结点力和位移转换

到整体坐标系，单元刚度矩阵亦作坐标变换．才可按叠加规则直接相加组成整体刚

度矩阵。

6.3.16.3.16.3.1

6.3.1

坐标变换方法

设 、 、 分别表示单元在局部坐标系 中的结点力（包括等效结点eR  e  k zyxa 
力）、结点位移和刚度矩阵； 、 、 表示在整体坐标系 oxyz 中的结点力、结点R    k
位移和刚度矩阵。于是有

（a）ee kR  
(b)ee kR 

如果用 T 表示结点力和结点位移在局部坐标系与整体坐标系之间的转换矩阵，则

（6—23）ee RTR 
（c）ee T 

将（a）式代入（6—23）式，得

（d）ee kTR  
将（c）式代入（b）式，

（e）ee kTR  
于是有

ee kTkT  
由于 的任意性，上式可写成e 

（f）kTkT 
上式两边各右乘 ，便可得到1T

（6—24）1TkTk 
由式（6—23）、（ 6—24）可以看出，若求得转换矩阵 T，便可求得整体坐标系中

单元的结点力 和整体坐标系中的单元刚度矩阵 k。R 

6.3.26.3.26.3.2

6.3.2

转换矩阵 TTT

T

以平面杆系为例，取整体坐标轴 axyz，将 x，y 轴置于杆系平面内，z 轴垂直于

杆系平面。 、 、 为单元 e 的局部坐标系，z 与 轴重合，x 轴与 轴间夹角x y z z x
为 ， 自 x 轴向 轴沿逆时针方向转动为正，如图 6—6 所示。  x
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考虑单元结点 i 处，对于局部坐标系的三个结点位移 、 和 ，它们与整体iu iv i 
坐标系中相应的结点位移 、 和 之间存在着几何关系iu iv i

（g）














ii

iii

iii

cosvsinuv
sinvcosuu





写成矩阵形式，得



































 


















i

i

i

i

i

i

v
u

100
0cossin
0sincos

v
u







或写成

ii t 
式中

（6—25）














 


100
0cossin
0sincos

t 


对于结点 j，同样可得类似（g）式的关系。整个单元具有六个结点位移，它们在局

部坐标系与整体坐标系之间存在着的几何关系可以写成

（h）e

j

i

j

i

t0
0t

t0
0t








 








































同（c）式比较，可以得到局部坐标系向整体坐标系的转换矩阵

（6—26）









































100000
0cossin000
0sincos000
000100
0000cossin
0000sincos

t0
0t

T







容易证明 ，因此转换矩阵 T 具有一个特征：T 的逆阵等于它的转置矩阵I#T 
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T1 TT 

所以，计算整体坐标系中的单元刚度矩阵可以应用下式

（6—27）TTkTk 
由公式（6—25）可以看出，转换矩阵 T 中的子矩阵 t 中的元素分别是局部坐标

系轴 、 、 对于整体坐标轴 xyz 的方向余弦：如式中第一列表示坐标轴 对于x、x y z x
y 和 z 轴的方向余弦，依次类推。

6.46.46.4

6.4

结构整体刚度矩阵与节点载荷列阵结构整体刚度矩阵与节点载荷列阵结构整体刚度矩阵与节点载荷列阵

结构整体刚度矩阵与节点载荷列阵

算例算例算例

算例

利用式（6—27）、（ 6—23），通过转换矩阵算出了整体坐标系中的单元刚度矩阵

k、结点力列阵 以后，就可以按照第二章 2.4 节所述，将 k、 分别扩大（称单元R  R 
贡献矩阵），再按叠加规则直接相加组成整体刚度矩阵 K 和结点载荷列阵 R，最后得

到整个结构的平衡方程式（也称结构刚度矩阵）

（6—28）RK 
如果结点载荷和边界约束为已知，则由上式求解联立方程组得出结点位移值。

结点位移求得后，再通过（6—13）式和（6—11）式可以求出各单元的结点力 。F
这样，杆件系统的内力分析就算完成了。

下面用算例说明整个计算过程

图 6_—7 所示平面刚架，已知 l=5m, ,各杆截面相同，如图所示。23 m/kN103E 
解：结点编号、单元编号如图 6—7（b），图中箭头表示单元局部坐标系中 的方向。x
求局部坐标系中的单元刚度矩阵

先计算常数

I= 
12
bh 3

4
3

002604m.0
12

)5.0(25.0




2125m.05.025.0bhA 
由此得

，m/kN1075
l

EA 4 mkN1025.6
l

4EI 4 

，kN10875.1
l

6EI 4
2  m/kN1075.0

l
12EI 4

3 

两个单元的局部坐标系单元刚度矩阵相同，将有关数据代入式（6—16）得
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①= ②=1k k 410

25.6875.10125.3875.10
875.175.00875.175.00
00750075
125.3875.1025.6875.10
875.175.00875.175.00
00750075






































求整体坐标系中的单元刚度矩阵

单元① 按式（6—26）计算的转换矩阵o60

①=T































100000
05.0866.0000
0866.05.0000
000100
00005.0866.0
0000866.05.0

按式（6—27）作矩阵乘法，即得到整体坐标系中单元①的单元刚度矩阵。
①=T① ①T①Tk k

= 410

25.6937.0624.1125.3937.0624.1
937.0437.56151.32937.0437.56151.32

624.1151.32312.19624.1151.32312.19
125.3937.0624.125.6937.0624.1
937.0437.56151.32937.0437.56151.32
624.1151.32312.19624.1151.32312.19






































单元② ，T②=I 局部坐标系与整体坐标系相同。因此0
k②=I ②IT= ②k k

形成总体刚度矩阵

整个结构有三个结点，总体刚度矩阵应是 方阵，仍写成分块形式为99


















333231

232221

131211

KKK
KKK
KKK

K

将各单元在整体坐标系中的单元刚度矩阵，按单元中 i，j 所对应的结点号码“对
号”，再将 扩大成单元贡献矩阵 加以叠加，即得到总刚度矩阵。k K
单元①中 i→1，j→2，即有

①=k 







)1(

22
)1(

21

)1(
12

)1(
11

KK
KK

单元②中 i→2，j→3，即有

k②= 







)2(

33
(2)
32

)2(
23

(2)
22

KK
KK

叠加以后，总刚度矩阵为
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  
















2

33
2

32

2
23

2(
22

(1)
22

(1)
21

)1(
12

)1(
11

KK0
KKKK

0KK
K

）（

）（）

=









































6.251.875-03.1251.8750000
1.875-0.7501.875-0.75-0000

00750075-000
3.1251.875-06.256.251.8750.937-01.6243.1250.9371.624-
1.8750.75-01.8750.937-0.7556.437032.1510.937-56.437-32.151-

0075-01.624032.15175.19.3121.62432.151-19.312-
0003.1250.937-1.6246.250.9371.624-
0000.93756.437-32.151-0.93756.43732.151
0001.624-151.32312.19624.1151.32312.19

410

=









































6.251.875-03.1251.8750000
1.875-0.7501.875-0.75-0000

00750075-000
3.1251.875012.50.9371.6243.1250.9371.624-
1.8750.75-00.93757.18732.1510.937-56.437-32.151-

0075-1.62432.15194.3121.62432.151-312.19
000125.3937.0624.125.6937.0624.1
000937.0437.56151.32937.0437.56151.32
000624.1151.32312.19624.1151.32312.19

410
形成结点载荷列阵

我们只需求出非结点载荷的等效结点载荷，至于直接作用在结点上的载荷，如结点

2 上作用的集中力和力偶，只需按结点号码加到结构整体结点载荷列阵中就可以了。

单元①中无分布载荷作用。单元②中作用有满跨均布荷载，由式（6—20）
 T(1)

q 1012010120Q 

经坐标变换（本例 T=I），再考虑到单元②中 i，j 所对应的结点号码是：i→2，j→3。“对
号入座”后与直接作用在结点上的载荷叠加，可得整体结点载荷列阵为

 
 

 T
T

T

1012015220000

0005100000

0112010120000R







有了总体刚度矩阵 K 和结构载荷列阵 R 后，引入位移约束条件进行处理后就借

得方程解出待求结点位移了。

6.56.56.5

6.5

释放自由度释放自由度释放自由度

释放自由度

在刚架中会遇到有一些杆通过铰结点与其他杆相联结，如图 6-8 中的刚架，有 4
根杆汇交于节点 4，其中②杆与结点铰接，其他杆则为刚接，这种结点在结构力学中
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常称为组合结点。

组合结点有如下特点：

⑴ 结点上各干具有相同的线位移，但角位移不相等。例如图 6-8 中刚架受载后，

在结点 4，③、④、⑤杆将有相同的角位移，而②杆则有与其他杆不同的角位移。

⑵ 结点上具有铰接的杆端不承受弯矩，因此在结点上只是刚接的各杆杆端弯矩

参与结点的力矩平衡。如图 6-8 所示的刚架中②杆在铰接端的杆端弯矩为零，只有

③、④、⑥杆在结点上与外弯矩保持平衡。

这是对于单元②我们不能采用一般梁单元的单元刚度矩阵（6-16）式和单元等效

结点力列阵（6-18）式，而要进行有关的结点自由度的“释放”。例如对于铰接端就要

“释放”转角自由度。

我们把单元刚度方程式（6-13）写成

FQR ttttk 
即

FQ tttk 
再将结点位移列阵 按照释放自由度与不释放自由度进行分块， 、 、 也作 t k Qt

F t

相应得分块，上式可写成

e

R

e

R

e

R

o

rRo

uR

F
F

Q
Q

kk
kk













































 000




式中 是单元中需释放的结点自由度（结点位移）， 是单元中保留的节点自 t

R  t

0

由度， 和 、 和 则分别是与上述分块对应的单元结点力和等效结点力。F t
R F t

0 Qt

R Qt

0

对于应该释放的位移约束，它对应的结点力为零。例如对铰接点，转角位移是需释

放的位移约束，则相应的杆端弯矩为零，对于（6-29）式则有 =0，因此需释放的F e
R

自由度 是不独立的，应由方程中消去。我们把应消去的不独立的结点自由度 t

R  t

R

是不独立的，应由方程中消去。我们把应消去的不独立的结点自由度 称为“释放 t

R

自由度”。
将式（6-29）展开
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










0

00

FQkk
FQkk

e

R

t

R

t

RR

t

oRo

e
o

t

o

t

RoR

t




由（6-30）的第二式得，

 e

oRo

t

RR

t

R kQk   (1

将上式代入（6-30）的第一式可以得到

FQk ntnee

o

n 
其中

FF
QkkQQ

kkkkk

t
O

nt

t

RRoR

t

O

nt
RoRoR

n










1

1

0

、 是经自由度释放后单元的刚度矩阵和等效结点力列阵。k n Qnt

下面分两种情况来讨论

1 .单元一端是铰接点

设 j 结点为铰接点，应释放的自由度是 ，相应的结点力 j 0M j

单元刚度矩阵的分块如下



















































l
II

l
II

IIII
l
I

l
I

l
II

l
II

IIII
ll

ll

llll

ll

llll

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EEE

E

EAEAEA

EA

EAEAEA

EA

460260

61206120

0000

260460

61206120

0000

22

2323

22

2323

现有 ，所以
l
EIk R

4


EI
lk R 4

1 
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











































 

lll

ll

lll
kkkkk

EIEIEI
l

EA
l

EA

EI
l
EIEI

EIEIEI
l

EA
l

EA

RoRoR

n

323

22

323

1

0

30330

000

30330

30330

000

原来梁单元的自由度是 6．单元刚度矩阵 k 是 方阵，释放掉 1 个自由度后单66
元自由度为 5 个，保留的结点位移 ，单元刚度矩阵 成 T

jjiii

t

o vuvu   k n

为 方阵。为了便于统—程序，修正后的刚度矩阵仍可保留原来的阶数，即在有55
关刚度矩阵的行列上加上零元素。故 j 结点为铰接时，释放自由度后的单元刚度矩阵

可写成
















































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EIEIEI
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l
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EIEIEI
l
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l

EA

k

2．单元两端都是铰结点

这时单元需要释放 2 个自由度 和 ，原梁单元刚度矩阵的分块为 i  j































































kk
kk
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RRo
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l
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l
EIEIEI

l
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l
EIEIEI

EIEIEIEI
l
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EIEIEIEI
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246060
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66120120
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2233

2233
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




















EI
l

EI
l

EI
l

EI
l

k R

66

631

求得释放自由度后的单元刚度矩阵为





























0000

00
0000

00
*

l
EA

l
EA

l
EA

l
EA

k

这就是平面珩架单元的单元刚度矩阵。平面珩架单元有 2 个结点，每个结点有 2
个线位移

 T
jjii vuvu

当两端铰接的行架单元作为一种特殊的刚架单元时．（6-34）式的单元刚度矩阵

仍扩大为 方阵66



































000000
000000

0000
000000
000000

0000

l
EA

l
EA

l
EA

l
EA

k

等效结点力列阵也同样根据上述方法进行修正。

另外特别指出,对于刚架的铰支座﹑链杆支座,如图 6-8 种的铰支座 1,与之相连的单元

不必释放自由度,只需引入唯一边界条件既可。

习 题

6-1 平面刚架如图所示，已知 E= ,各杆均为矩形截面 ，求总刚度
m

kN
2

7103 mm 51 

矩阵记载荷列阵。
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6-2 左图是结构的内力图。各杆件的弯曲刚度和拉、压刚度分别为 EI 和 EA,且
EA=

m
EI

22
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第 777

7

章 动力学问题的有限单元法简述

实际结构经常受到随时间变化的载荷作用。当这种动载荷与静载荷相比不占重

要地位时，它的影响往往可以忽略不计，而只需作静态的结构分析。但是有些结构

则不然，它受到显著的动载荷作用，如房屋受地震的作用，船舶受到海浪的冲击，

车辆驶过桥梁的振动等等都必须进行动力分析。有的结构虽然受到的动载荷并不显

著，按其大小似乎也可忽略不计，但由于作用力的频率与结构的某一固有频率相接

近，结构也会引起显著的影响，在其内部产生很大的动应力，以致位结构破坏或者

产生不允许的变形，因此必须进行动力学分析。复杂结构的动力分析要求解析解是

很困难的，现在应用有限单元法已可以比较有效地进行各种复杂结构的动力计算。

本章将简单介绍动力问题有限单元法的基本概念。

7.17.17.1

7.1

．动力学方程．动力学方程．动力学方程

．动力学方程

质量矩阵及阻尼矩阵质量矩阵及阻尼矩阵质量矩阵及阻尼矩阵

质量矩阵及阻尼矩阵

对于动态结构，外力和位移都是时间 t 的函数。根据达朗贝尔原理，只要引入相

应的惯性力，就可以将弹性体的动力问题转化为讨论相应的静力间题，即化为弹性

体的平衡问题来处理。下面我们就按照此思想来推导在动载荷作用下弹性体的动力

学方程式。

和以前处理弹性体的平衡问题一样，先将弹性体分割成有限个单元。因位移与

时间有关，以 表示单元结点位移列阵．利用设定的位移插值方式，单元内任意( )et
一点的位移 F(t)仍可用如下形式的位移模式表示

（a）( ) ( )ef t N t 
其中 N 是形函数矩阵，与弹性平衡问题时相同

在三维问题中

(b)
( )

( ) ( )
( )

u t
f t v t

w t

 
   
 
 

其中 u(t)，v(t),w(t)分别表示沿 x、y 和 Z 方向的位移，它们是 t 和 x,y,z 的函数，

而矩阵 N 的元素只是 x、y 和 z 的函数，与 t 无关。

由于 N 的元素与 t 无关，同样可得单元内的应变，应力分别为 ( )eB t  
(c)

（d）( ) ( ) ( )et D t DB t    
其中 B 为应变矩阵，D 为弹性矩阵，与弹性平衡问题时相同，其元素与 t 无关

因此，单元刚度矩阵

(e)Tk B DBdV 
也与弹性平面问题时相同。

至于单元上的结点力列阵，此时应由下面几部分组成。一部分是作用在单元上

的、随时间变化的外载荷（体积力、表面力或集中力）．它按通常的办法来形成，但

由于此时载荷是时何 t 的函数，由此形成的单元等效结点力列阵也与 t 有关，记为
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P(t) .另一部分是由单元上的惯性力（它是体积力）所构成。记e

(f)

..

.. ..

..

( )

( ) ( )

( )

u t

f t v t

w t

 
 
 

  
 
 
 

这儿 表示加速度列阵广，“..”表示对时间 t 的两阶导数。设ρ为物体的密度，
..
( )f t

则单位体积的惯性力即惯性力密度为－ρ ，由此得惯性力所产生的单元等效结点
..
( )f t

力为

(g)
..

( ) ( )TP t N f t dV 惯
＝－

注意到（a）式，上式又可写成

(h)
..

( ) ( )TP t N NdV t  惯
＝－

记 (7-1)Tm N NdV 
它称为单元质量矩阵。于是（h）式又可写成

(i )
..

( ) ( )P t m t   惯

如果当弹性体振动时还受有正比于速度的 阻尼力（它也是体积力），则还应
.
( )f t

考虑阻尼力对结点力的贡献。设阻尼系数为 。则单位体积上所受的阻尼力即阻尼力

密度是－ν 。由此可得阻尼力所产生的单元等效结点力为
.
( )f t

= (j)
.

( ) ( )
T

P t VN f t dV 阻＝－ .
( )NdV t T- VN

记 (7-2)，它称为单元阻尼矩阵。这样（j）式又可写成

(k)
.

( ) ( )p t c t 阻＝－

记 为整个弹性体上的结点位移列阵，并将单元刚度矩阵 k 安相应的“贡献”叠( )t
加．得到总刚度矩阵 K。相似地，将单元质量矩阵 m 及单元阻尼矩阵 c 按相应的‘贡
献”叠加而得总质量矩阵 M 及总阻尼矩阵 c，即

(l )

1

1

1

r

m

e

u

e
u

e
u

e

k k

m m

c c







 
 

 
   
 
 

 
  






再令 P（t）为单元结点力列阵 P(t)’按相应的“贡献”叠加而得的载荷列阵．即

(m)( ) ( )
dn

e

e t
p t p t




则总载荷列阵为

.. .
( ) ( ) ( )p t M t c t   
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于是由达朗贝尔原理，就有 kδ(t)=
.. .

( ) ( ) ( )p t M t c t   

即 (7-3)
.. .
( ) ( ) ( ) ( )M t c t k t p t     

这就是有限单元法中弹性体的动力学方程式，即用有限单元法求解弹性体动力问

题的基本方程。它是关于结点位移δ(t)的二阶常系数的微分方程组。

在单元质量矩阵 (7 一 1）的推导中，采用了与推导单元刚度矩阵时相一致的形

函数，故式（7－1）称为‘一致质量矩阵”。但为了简单起见，也可采用“团聚质量矩

阵”（亦称集中质量矩阵）。所谓团聚质量矩阵．是接静力学平行力分解原理，将单

元的分布质量用团聚于单元结点处的质量代替所得到的质量矩阵。

现将密度为ρ的均质等厚平面三角形常应变单元的一致质量矩阵和团聚质量矩

阵分别计算如下，以资比较。

设三角形单元的面积为 A，厚度为 t。按照公式（2－7），三角形单元的形函数矩阵

为
N=[NiI NjI NwI ]

式中 I 为二阶单位阵。将上式代入（7－l），得到

T

INiNi INiNj INiNm
m N NdV t INjNi INjNj INjNm dxdy

INmNi INmNj INmNm

 
      
  

 

利用积分公式 (1 )
12r s rs
AN N dxdy   

式中 ＝rs
1

s
 
 

 

当r=s 时

0当r 时

最后便得到一致质量矩阵为

1 1 10 0 0
2 4 4

1 1 10 0 0
2 4 4

1 1 10 0 0
4 2 4

1 1 10 0 0
4 2 4

1 1 10 0 0
4 4 2

1 1 10 0 0
4 4 2

m

 
 
 
 
 
 
 

    
 
 
 
 
 
 
  

根据团聚质量矩阵的定义．上述均质等厚平面三角形单元的团聚质量矩阵为

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

m

 
 
 
 

    
 
 
 
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也就是每个结点团聚有三角形单元的三分之一质量。

团聚质量矩阵是一个对角矩阵，非零元素只在对角线上，其计算比较简卑，所

需的存贮量也少。使用团聚质量矩阵，有使结构固有频率的计算值降低的趋势．但

是，在协调单元中出现较高的刚度，会使计算值偏高。这两种相反的影响因素相抵

的结果，有时会得到较好的固有频率的计算值。

用相同的方法可求得单元的阻尼矩阵将 m 和 c 的积分式对比，可见它们在形式

上完全相似。当单元的ρ，ν均布时，两者只相差一个常系数。但须注意，这里考虑

的是最简单的粘滞阻尼的情况，即假设阻尼力与速度成正比。实验指出，这个假设

并不能很好地符合实际情况。不过由于这个假设在数学处理上很方便，所以仍被广

泛采用。

777

7
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.
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特征值问题特征值问题特征值问题

特征值问题

计算结构的固有频率和振型，是动力学分析的基本内容。计算经验指出，很多

工程结构的阻尼对结构的频率和振型的影响很少，所以在求固有频率和振型时，可

不考虑阻尼的影响。在（7－3）式中令阻尼项和外力项均为零，便得到无阻尼自由

振动方程。

（7－4）
..

0M k  
为简单起见，以后δ（t）就都写成δ了。

弹性体自由振动的振型总可以分解为一系列简谐振动的叠加，为决定自由振动

的固有频率及相应的振型．考虑如下简谐振动形式的解

(a )sin wt  
其中 是结点振幅列阵．即振型，w 为与该振型对应的频率。0
将（a）代人方程(7-4)，并消去 因子．就得到sin wt

(7-5)2
0( ) 0K w M  

于是，要分析各点作形如（a）的简谐振动问题，就转化为求解满足（7－5）式

的数值 和非零矢量 ，这样的问题称为广义特征值问题；其中 和 分别称为广2w 0
2w 0

义特征值和广义特征矢量。显然，如此求得的 就是结构的固有频率，而 就给出w 0
了相应的振型。

另外，由线性代数可知，求标量 和非零矢量 ，使得满足方程组 
(7-6)(A  

的问题．称为标准特征值问题．式中 I 为单位阵。方程组（7－6）的解 称i   和 ＝

为矩阵 A 的恃征值和特征矢量。关于对称正定矩阵的标准特征值问题，已有许多算

法和程序．对于其特征值的性质也有充分的研究。

广义特征值问题可以很方便地化为标准特征值问题。至于具体计算方法．本书

不作进一步讨论．大家可参阅有关书籍。



130

7.37.37.3

7.3

动力响应动力响应动力响应

动力响应

逐步积分法逐步积分法逐步积分法

逐步积分法

7.3.17.3.17.3.1

7.3.1

动力响应问题

按照有限单元法的步骤，经过边界条件的约束处理以后，我们得到弹性体的动力学

方程式：

(7-3)
.. .

M C K P   
式中 M 是质量矩阵，c 是阻尼矩阵，K 是刚度矩阵， 是结点位移矢量，它是时

间；的函数，速度矢量 和加速度矢量 分别是位移矢量对时间 t 的一阶和二阶导数 。
.


..


载荷矢量 P 为时间 t 的已知函数。设方程（7－3）的初始条件即在开始时刻 t＝0 时

结构的位移矢量和速度矢量为已知：

(a)  
. .

0  
按照初治条件（a）式求懈方程(7-3)，得到各时刻 t 的位移矢量及速度和加速度

矢量，这就是求解动力响应向题。

求解动力响应问题，常用两种方法。一是振型叠加法，它用系统的无阻尼自由

振动的振型矩阵作为变换矩阵，从而使方程（7－3）变换成一组非耦合的微分方程，

逐个的求解这些方程．并将这些结果叠加而得到方程（7－3）的解。二是逐步积分

法：它直接用方程（7－3）逐步算出每经过时间 t 的一系列时刻的加速度、速度和
位移。

777

7

...

.

333

3

...

.
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逐步积分法

用振型叠加法求解结构的动力响应时，须先求出结构的固有频率和振型，程序的

编制比较繁难。逐步积分法的基本思想是：将本来要在任何时刻 t 都应满足动力学方

程（7－3）的位移矢量 ．代之以只要在时间离散点上满足动力学方程，而在一个
时间间隔内，对位移、速度和加速度的关系则采取某种假设。由于所取的假说不同，

则有不同的逐步积分法。这里主要介绍常用的纽马克法和威尔逊--θ法。

1．纽马克法

如果需要计算 0～t0这段时间里的响应，可以将 to分为 n 个等分，即取时间步长

, 根据动力学方程，在时刻 有0tt
n

  t t 

(7-7)
.. .

t t t t t t t tM C K P        
此外，利用拉格朗日中值定理．在 时刻的速度矢量可以表示为t t 

(b)
.. . ..

t t t t     


式中 是 在【t, 】中某点之值。在纽马克法中，近似假设为

~
. .




 t t 

（0≤ν≤1） （c）
..

(1 ) t t t

 

     


于是（b）式，即为

(7-8)
. .

(1 )t t t t t tt t
 

          
同样，由位移的泰勒展开式
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(d)
. ..

21
2

tt t t t        


当采取类似于（c）式 假设后，便有
..



上面（7-7）、（ 7-8）、（ 7-9）三式就是纽马克法的基本公式。

由（7 一 9）式可解出

(7-9’)
.. ..

2

1 1 1( ) ( 1)
2

t t tt tt t
            

  
将何（7 一 9’）和（7－8）代人（7 一 7）式．经整理归并后可得

(7-10) 
tk p t   

其中 
2

1k k M C
t t


  

 

 . ..

2

. ..

1 1 1( ( 1) )
2

( ( 1) ( 2) )
2

t t
t t t tt

t tt

P P M
t t

tC
t


        

  
   

       
  

由上面讨论可以看出，如果知道 t 时刻的状态矢量 , 和 。．可以由（7－9）
.


..


式解出 ，从而用式（7－ 9’）和（7－8）求出 和 ，也就是说，如知道 tt t




.

t

时刻的状态矢量（位移．速度和加速度），即可算出 时刻的状态矢量。这样，t t 

根据 t＝ 0 的初始条件 和 ，由动力学方程（7－3）求出 。然后从 t=0  
. .

0  
..

0

的状态矢量出发，用上述方法求得 时刻的状态矢量 和 ，由此可以一步t t  t
.

t
..

t

一步求解出在 (i＝1.2.3…n）时刻的状态矢量 、 和 。i t i i
.

i i
..

i i
为了便于编制计算程序，综合纽马克法计算步骤如下；

A、初始计算

（1）形成刚度矩阵 K、质量矩阵 M 和阻尼矩阵 C

(2)获得初始值 ， ， 。0
..

0
.

0
（3）选择步长 、参数ν和β；并计算下列有关常数t

（4）形成“刚度”矩阵 
0 1K K a M a C  

(5)分解矩阵  TK LDL
B、对于每个时间步长进行下列计算
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（1）计算 时刻的“载荷”矢量t t 



1

. ..

0 2 3

. ..

4 5

( )

( )

t t t tt t t

t tt

P P M a a a

C a a a

       

     

（2）解矩阵方程求 t＋ 时刻的位移t
T

t tt tLDL P  
（3）计算 时刻的加速度、速度t t 

..

0 2 3( )t t
t t

t tta a a


 

       
. . .. ..

6 7t t t tt ta a       

一个算法，在任意给定的初始条件下，如果对于任何 （时间步长与系统的周
T

t

期之比）都不会由于算法本身而造成解的无限增长，这个算法便称为无条件稳定的。

如果只有当 小于某值时．上述结论才成立，这个算法就称为条件稳定的。对于逐
T

t

步积分法来说，在选择时间步长 t 时，必须考虑两个因素，即计算方法的稳定性和
计算精度。如果计算方法是条件稳定的，为了满足稳定条件，时间步长必须小于系

统最小自振周期，在有限单元法中，那是非常小的时间间隔，要消耗大量机时。如

果计算方法是无条件稳定的，时间步长不受稳定条件的限制，在选择时间步长时，

只需要考虑计算精度问题。在结构动力响应中，高频分量的贡献是很小的，因此，

在分析 t 对计算精度的影响时．只要考虑结构的低频部分，从而可采用较大的时间
步长。稳定性分析指出，当ν≥0．5，β≥025（0．5＋ν） 时，纽马克法是无条件稳定2

的。ν＞0．5 时，算法引进了“算法阻尼”，即振幅会因算法而减小。取ν＝0．5．β＝
0.25 时，纽马克法即为平均加速度法。

2 威尔逊－θ法
威尔逊－θ法与纽马克法的不同之处是假说加速度在 t～t+θ t内呈线性变化如图

7－1 所示）。

由此我们可以假设时刻 t+τ，的加速度为

(e)
.. .. .. ..

( )t t t t t
t




  


     


t    

上式对τ积分得

(f)
2. .. ..

1( )
2

t t t t t c
t






  


      


式中为 积分常数,令τ＝0 可得积分常数1c



133

.

1 tc  
再代回（f）式得：

(g)
. . .. .. ..

( )t t t t t t
t



 


       
 

再对τ积分．同样可得

(h)
3.. .. ..

( )
6

t t t t
t






 

 
         

 t t t

在（g）和（h）式中令 ，则得t  

求解（i）式二个方程，可得到用 表示 和 的式子如下t t 
..

t t 
.

t t 

相应地．动力学方程（7－3）在时刻 可以写成t t 

(7-13)
.. .

t t t t t t t tM C K P               

由（7－11），（ 7－12）和（7－13）三式，消去 和 ，可以得到
.

t t 
..

t t  t t 

与 t 时刻的状态矢量 ， 和 的关系式。解之可以从 t 时刻的状态矢量算得 ．然t
.

t
..

t t t 

后代人（7－11）式求 ，再由（e）式算得 ，最后，从（i）式算得 和
..

t t 
..

t t
.

t t
。t t
现将威尔逊——θ法的计算步骤综合如下：

A 初始计算

（1）形成刚度矩阵 K、质量矩阵 M 和阻尼矩阵 C

(2) 确定初始值 ， 和0
.

0
..

0
(3) 选择时间步长 t 和计算积分常数

1.4 

0 2

6
( )

a
t


 1

3a
t


 2 12a a

3 2
ta 

 0
4

aa


 2
5

aa


 

6
31a


  7 2
ta 


2

8 6
ta 



（4）形成”刚度”矩阵 
0 1K K a M a C  

(5 ) 分解矩阵  TK LDL
B 对于每个时间步长进行下列计算

(1) 计算 时刻的“载荷”t t 
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 . ..

0 2

. ..

1 3

( 2 )

( 2 )

t t t tt t t

t tt

P P M a a

C a a

       

     

（2）解矩阵方程求 时刻的位移t t  T
t tt tLDL P     

（3）算出 t＋ 的加速度、速度和位移t
.. . ..

4 5 6

. . .. ..

7

. .. ..

8

( )

( )

( 2 )

t t t tt t t

t t t t t t

t t t tt t t

a a a

a

t a

 

 



       

      

         
由稳定性分析指出，威尔逊——θ法当 0≥1.37 时是无条仲稳定的．一般取θ＝

1．40，威尔逊——θ法具有算法阻尼．对于结构的高阶振型具有较高的算法阻尼，

这就实际上取消了高阶振型对响应的贡献。由于有限单元法离散引起的固有误差，

有限单元系统的高阶振型没有什么意义，通过积分过程中的算法阻尼把这些扳型消

除掉是合理的。如果取θ＝l，此法就是普通的差分法，它是条件稳定的。
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第 888

8

章 平面问题的边界元法

边界单元法（Bundary Element Methoe-BEM）或称边界元法是在有限元法之后发

展起来的一种数值计算方法。其基本思想是将问题的控制方程转换成边界上的积分

方程，然后引入位于边界上的有限个单元将积分方程离散求解。与目前常用的有限

元、有限差分这类区域方法不同，经离散化后的方程组只含有沿边界上的结点未知

量，因而降低了问题的维数（如三维有限元对应二维边界元，而二维有限元则在边

界元法中只不过是线元），最后求解方程的阶数较低，因而数据准备方便，计算时间

缩短。另外，它引起了问题的基本解，具有解析与离散相结合的特点，因而计算精

度较高。目前在各领域获得了越来越广泛的应用。

边界元法可分为两种基本类型，即直接法和间接法。直接法采用具有明确物理

意义的量（如弹性力学问题用边界上的位移和表面力）作为变量求解，而间接法中

是假设边界土虚拟分布的“源”，没有客观实在的物理意义。在工程中直接法占主流。

本章以弹性力学平面问题为例介绍边界元直接法的基础理论。首先引人基本解的概

念，然后以功的互等定理导出边界积分方程，接着讨论采用常数单元的离散处理过

程，最后介绍了 FORTRAN 源程序及其使用说明，并给出了示范算例。

8.18.18.1

8.1

基本解基本解基本解

基本解

8.1.18.1.18.1.1

8.1.1

函数
物理学中常常采用点源（如质点、点电荷、集中力等）模型。如质点体积趋于零 ，

密度趋于元穷大，而密度的体积分——质量却是有限值；物体表面的集中力，作用

面积趋于零，集度趋于元穷大，而集度的面积分——集中力的大小也是有限的。为

了用数学表示这一类概念。狄拉克（Dirac）首先提出了 函数，也称为狄拉克函数。
以 x 作为自变量， 为一常数， 函数定义为 

（a）




 










b

a
)ba(1dx)x(

)(x
)x(0

)x(

 





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为了理解 函数，不妨把它作为某个函数连续变化的极限来理解。如图 8－1，
设有某个函数 f(x)。它只在包含 的小区间里不为零，并对称于直线 X＝ 。它的图 
形隆起很高，但异常狭窄，而且图线与 x 轴所围面积等于 1。
当该函数保持上述性质而使图线逐渐变窄、升高使其不为零的区域渐渐向 x＝ 无限
靠拢时，便成了 函数。)x(  

关于 函数，有一个十分重要的性质；对于任意一个在 x＝ 处连续的函数 u(x) 
有

)b()(udx)x()x(u  




事实上，上式表示的也是一种极限过程，即

















 dx)x(limdx)x()x(u
0

其中 为一个小正数。由于 u(x)在点 处连续，当 无限变小时，它在区间  
可视为常数 u( ),再考虑到式（a）因而有   , 

















 )(udx)x()(ulimdx)x()x(u
0

上述 函数的概念，完全可以扩充到二维和三维问题，此时 x 和 则表示表示 
二维和三维空间的点。

8.1.28.1.28.1.2

8.1.2

基本解

以一维问题为例，设有微分方程式
L(u(x))=0 (e)

其中 L 为线性微分算子。

现定义满足微分方程

)d(0)x()),x(u(L *  
的解 称为对应于方程（c）的基本解，或无限域内的柏林函数。它表示),x(u* 
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了在 的位置（源点）存在着大小为 1 的源时，对无限域中任意点 x 位置（场x
点）的影响。这个源在温度场中表示热源，在流场中表示涌出，在应力场中表示集

中力等。

例如，抗拉刚度为 EA 的受轴向拉伸的直杆，由位移表示的控制方程（即平衡方

程）为

)e(0)x(q
dx

x(udEA 2

2


）

其中 u(x)和 q(x)分别表示点 x 处的轴向位移和载荷集度。

若仅在 x= 处作用有单位集中力，此时
)x()x(q  

代入（e）式则有（此时位移用 表示）),x(u* 

0)x(
dx

),xudEA 2

*2

 （

其解为

)f(xr,
2EA

r),x(u*  

它表示了元限长杆在 X＝ 处有轴向单位集中力作用时在 X 处的位移，也就是方程
（e）的基本解。

对于弹性力学平面问题，用应力表示的平衡方程为
1

tk,lk )g()2,1l,k(0f 

其应力基本解 是在平面无限域内满足下面方程的解。)p,q(*
lk

上式与（q）式相比，

)i(e)pq(f ll  
可见应力基本解 表示在平面无限域中 p 点作用单位集中力时在 q 点产生的应

*
lk

力。这里 p 点是源点，q 点是场点。

与 对应的位移和面力 、 为
*
lk *

ku *
kp

（j）




2
*
2k1

*
1kl

*
lk

*
k

2
*
2k1

*
1kl

*
lk

*
k

epepepp

eueueuu





写成矩阵形式为


























2

1

*
22

*
21

*
12

*
11

*
2

*
1

e
e

u

u

u

u

u

u


























2

1

*
22

*
21

*
12

*
11

*
2

*
1

e
e

p

p

p

p

p

p

式中各系数表示了作用在 p 点的单位力对在 q 点的位移和面力的影呐程度。如单
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位力作用在 p 点的 方向，即分量 ，则有1x 0e,1e 21 





































































*
12

*
11

*
22

*
21

*
12

*
11

*
2

*
1

*
12

*
11

*
22

*
21

*
12

*
11

*
2

*
1

p

p
0
1

p

p

p

p

p

p

u

u
0
1

u

u

u

u

u

u

可见 、 分别表示了在 p 点沿 l 方向作用单位力时，在 q 点沿 k 方向产生的
*
lku *

lkp
位移和面力，如图 8－2o 或记为 和 。 称为位移基本解， 为)p,q(u*

lk )p,q(p*
lk

*
lku *

lkp
其对应的面力，也称为面力基本解。

下面简单介绍弹性力学平面问题的基本解。设在无限大板内的 p 点沿 方向作用有lx
单位集中力，在 q 点的应力为（图 8－3）②

（k）







 

 

 














2
12

2
22

2
11

cos)1(21
r

sin
4
1

sin)1(21
r

cos
4
1

sin)1(2)3(
r

cos
4
1







本章采用了指标的求和约定，即如果公式中某一项的某一指标重复出现两次，则

表明 应 将 该 项 对 该 指 标 遍 历 其 整 个 集 合 求 和 。 例 如 对 于 平 面 问 题，

，而逗号表示求导数，故（g）式详细写出为2,l21,l1

2

1k
k,lkk,lk  







0f
xx

0f
xx

2
2

22

1

21

1
2

12

1

11





















显然，表示求和的指标（称为哑标）所用符号的改变不改变其表达的效果，如

。见铁摩辛柯、古地尔著，徐芝纶、吴永祯译«弹性理论»，人2,l21,l1k,lk  
民出版社，1964，P117
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其中 为泊松比，r 为点 q 到点 p 的距离， 
为 r 与 轴的夹角。1x
应用物理方程和几何方程，并去掉刚体位移

项，得 q 点的位移为



  







cossin)1(
E4

1u

cos)1(
r
1ln)3()1(

E4
1u

2
2

2
1





（l）
式中 E 为弹性模量。

另外，在假想表面Ґ（外法线方向余弦 、 ）上的边界条件为1n 2n

（m）





2221212

2121111

nnp
nnp






将（k）式代入（m），得到 q 点的面力表达式

（n）







 



)sinncosn)(1(

)sinncosn(cossin)1(2
r4

1p

)sinncosn(cos)1(21
r4

1p

12

212

21
2

1















当单位作用在 方向时，同样可求得 q 点的位移和面力 、 和 、 。按2x '
1u '

2u '
1p '

2p
照前面关于 、 的解释，将 、 、 、 分别记为 、 、 和 、

*
lku *

lkp 1u 2u 1p 2p *
11u *

12u *
11p *

12p
、 、 、 记为 、 、 和 ，并注意到下面的关系:'

1u '
2u '

1p '
2p *

21u *
22u *

21p *
22p
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为剪切模量G),1(2GE

sinncosnn
x
rn

x
r

n
r

sinr
x

x
r

cos
r
x

x
r

xxr

212
2

1
1

2

2

1

1

2
2

2
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2

































则位移基本解 和其对应的面力 可写为
*
lku *

lkp

（8-1）




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


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其中









）（

）

kl0
kl(1

lk

为 Kronecker 记号。

对于平面应变问题，只需在（8-1）式中用 代替 ，则有



1



（8-2）
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2

边界积分方程边界积分方程边界积分方程

边界积分方程

下面用功的互等定理，导出边界积分方程。

8.2.l8.2.l8.2.l

8.2.l

积分方程

在材料力学中，以梁为例我们证明了功的互等定理，对于一般的

弹性体，该定理也是适用的。设在二维弹性域 （其边界为Ґ）上作用有两个外力系 ，
即两个表面力系和两个体积力系，产生两个应力系和两个位移系，形成两种状态：
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表面力 体积力 位移

状态І
I
lp I

lf I
lu

状态ІІ
II
lp II

lf II
lu

（l＝1，2）
按功的互等定理有

)a(dufdupduf I
ll

II
l

I
l

II
l

I
l  





现取状态 I 为弹性体的实际受力状态（不计体力），则

l
I
ll

I
l

I
l uu,pp,0f 

取状态 II 的体积力为单位集中力，位移和表面力则分别为位移基本解及其对应的面

力。由 8.1 节的（i）、 (j)两式

k
*
kl

*
lk

*
kllll euu,epp,e)pq(f   

于是（a）式中各积分为

)b(0duf l
I
l 





)c(dupedeup

deupdup

*
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


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



第二个等号的提出是对求和哑标进行了交换。

)d()p(uedu)pq(e

due)pq(duf

llll
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I
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
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
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





将（b）—（e）式代入（a）式得

 


dupdpu)p(u k
*
lkk

*
lkl

或

)38()()(),()Q(d)Q(p)p,Q(u)p(u *
k

*
lkl  



QdQupQp klk

其中 Q 为边界点。

这是弹性力学平面问题不计体力时的积分方程。它表示了区域内任意点 p 的位移

与边界上的位移 、表面力 的关系。若写成矩阵形式为)p(u l )Q(uk )Q(pk
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8.2.28.2.28.2.2

8.2.2

边界积分方程

式（8－3）是域内点 p 的位移与边界上 Q 点的位移和面力连系起来的关系式，

为了把问题归结到边界上，有必要使 p 点移到边界上的任意点 P。由方程（8－1）、

（8－2）可见，当 r＝0 即 P 点与 Q 点重合时，基本解出现奇异性。因此，在考虑

时需要注意到这一点。现设 P 点为光Pp 
滑点，即该点只有一条切线。以 P 点为圆心，

为半径，作一微小的半圆如图 8－4。此时
边界分为 — 和 两部分，此时式（8 g g
－3）变为

 
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现考虑当 时（f）式中各积0
分的极限。对于第二个积分，可直按进

行积分运算。为此以微小半圆的中心 P
为原点，定义图 8－5 中的各量。先计

算第二个积分中的第一项，为简单计，

首先取了＝1，把（8－2）式的平面应

变的位移基本解代人，并考虑 0
时的极限得
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应用积分中值定理，可知积分
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为有限值，则
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当取 l＝2 时，可得到同样的结果，因此（f）式中的第二个积分的第一项为零。

再考虑第二个积分的第二项，将（8－2）式中的面力代人，并取 时的极限得0
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考虑到 r 与 n 方向一致，有 1
n
r





而且 0
r
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r
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r
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r
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x
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改变积分变量为 ，则有
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再取 l＝2，并进行类似的运算得

)j()P(u
2
1I 2

''
2 

关于（f）式中的第一个积分，当 时，则积分域。于是，考虑 的极限0 0
时，对于光滑边界，由式（f）得到如下的边界积分方程

  )58()Q(d)Q(u)P,Q(p)Q(p)P,Q(u)P(u
2
1

k
*
lkk

*
lkt  



该方程表示了边界上的位移和面力之间的关系，是进行边界元数值计算的基础。

对于非光滑点，该点将有两条切线 和 ，如图 8-6.这时边界积分方程左边的系数1L 2L

不是 ，而是与两切线夹角 有关的常数，感兴趣的读者可参考有关文献。
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那么（8－5）式可写成下面的矩阵形式
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式中 表示 P 点的位移， 是)5a8(udppduuC **
pp  


pu pC

由 P 点的几何特性所决定的系数矩阵，对于光滑边界点 P，
















2
1
0

0
2
1

Cp

求边界积分方程（8－5）的解析解非常困难，甚至不可能，因此有必要寻求数值求

解的方法。

8.38.38.3

8.3

边界积分方程的离散边界积分方程的离散边界积分方程的离散

边界积分方程的离散

边界元法解弹性力学平面问题，就是通过把弹性体的边界离散成有限个单元，将

边界积分方程（8-5）化为代数方程求解。如图 8-7 所示，将边界 离散成 n 个边界
单元 （j=l，2…n）。注意单元编号对外边界按逆时针顺序编排，对内边界按顺时 j

针顺序。现将单元中点取为节点，单元上的位移 u 和面力 设为常数．并以节点的p
值来表示。这种单元称为常数单元，它是最简单的边界单元，对于第 i 个边界节点，

由（8-5）式得
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  






 









 



n

j
j

n

j
ji puupuC dd

jj1 1

**

1

式中 分别是单元 j 的节点位移和面力。对光滑边界点 I 将（a）式详细写出为pu jj和
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方程（a）中的积分 、 将节点 I 和单元线段 j（在其上进行积分）连
 d

j
p*


 d

j
u*

系起来，分别记为 和 ，即ijH
_

Gij
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（c）
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
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它们都是 （a）式又可写为的矩阵。于是22

(d)



n

j
jij

n

j
jijii pGuHuC

11

_

该方程把节点 i 的位移和边界上所有节点（也包括节点 i）的位移和面力联系在

一起，为合并方程左边的两项，记

(e)


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


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)(

)(
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ji

ji

CHH
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于是（d）式可写为

（8-6） 


pGuH jij

n

j
jij

1

对于 n 个节点，可以写出类似的 n 个等式，将得到 2n 个方程的方程组
GpHu 
每个节点具有两个位移分量和两个表面力分量，n 个节点共有 2n 个位移分量和

2n 个，因此所有未知量均能求得。

如将（8-7）式进行调整，未知量移到方程左边，用 X 表示，已知量移到方程右

边用 F 表示，系数矩阵用 A 表示，则（8-7）式又可写为
FAX 

方程组（8-8）一旦求解，我们就知道了边界节点的所有面力和位移，接着可应用（8-3）

式计算域任意点的应力和位移（见 8.5 节）。

现在还需要解决方程（8-6）中的系数矩阵 的计算问题。系数矩阵 、GH ijij和 ijH

的计算。在常数单元情况下， 和 可解析计算，而 和 （i j）则需要采ijG iiH iiG ijH ijG 

数值计算。

8.4.18.4.18.4.1

8.4.1

的计算iiH

当边界单元 与 一致时，即 i=j， 是单元的中点，Q 是单元上的任意点。设i j iP
单元两端点为 和 ，单元长度为 2R，单元线段与 轴的夹角为 ，如图 8—8。iQ 1iQ  1x i

各元素表示为iiH
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考虑到上节（c）、 (e)式，将面力 代入，并注意 l=k=1 时， 得*
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由于 Q 点与 点重合时，r=0，出现奇异性，现将上式改写并积分为iP
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8.4.2 的计算iiG
矩阵 的各元素为iiG
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8.4.38.4.38.4.3

8.4.3

、 （ ）的计算ijH ijG ji 
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其中各元素的计算可采用四点高斯积分公式。为此先将积分转化为关于区间为-1
到+1 的局部坐标的积分。

一般来说，对于如图 8—9（a）所示函数 f(x)在区间 a 到 b 的积分
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其中 为单元 j 的长度， 为 r 与坐标轴 的夹角，并且用到了jl  1x

，如图 8-10。而 是 r 的最小值，可用 确定。
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边界上的积分关于 点可能有两种方向，分别对应上式中的正负号。如图 8-11Pi

（a）表示逆时针方向，此时 r 在外法线方向的投影

0coscos'   rrr
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图 8-11（b）表示顺时针方向，此时

0cos)cos(cos'   rrrr
这两种方向可用 （点 到 ）和 (点 到 )的矢量积来区别,如图 8-12。r1 Pi j r2 pi

1j

如图 8-12。即 为逆时针方向， 为顺时针方向，分别对应 和 。rr 21 rr 12 0r 0r
由图 8-12 可知
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由此可确定（8-11）是中的正负号。

类似地可计算 、 和 ，将它们归并在一起为H 12 H 21 H 22
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同理可写出计算 、 和 的表达式，归并到一起为G12 G21 G22
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8.58.58.5

8.5

域内的位移和应力域内的位移和应力域内的位移和应力

域内的位移和应力

8.5.18.5.18.5.1

8.5.1

域内的位移

域内任意点 I 的位移可由积分方程（8-3）进行计算。对于目前采用的常数单元，

方程（8-3）可离散为

1 1

n n

i ji i j j i
j j

u G p H u


 

  

（8-15）式中 n 为单元数，矩阵 ， 可采用前面导出的公式计算。只是要注i jG i jH


意，考虑到（8-9）式和 8.3 节的（e）式
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(a)0( )i j ij ijH H C i j


    ( )i j ijH H i j


 

一旦边界上的节点位移 uj 和面力 pj 求得后，则可应用（8-15）式计算域内任意

点的位移。

8.5.28.5.28.5.2

8.5.2

域内的应力

为求域内任意点的应力，可将积分方程（8-3）代入几何方程，再由物理方程得

到应力的表达式，最后经离散处理后得

(i,j,l=1,2) (8-16)
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

ij p ilj pQ l Q li j jQ i Q
Q Q

D p S u
 

  
式中 p 表示要求应力得某内点，Q＝1，2，…，n 表示各单元节点，而 Dlij和 Slij的各

元素采用高斯四点积分公式的计算表达式为
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8.6

边界上的应力

在许多实际问题中往往需要知道边界上的应力值，下面到处有边界节点位移和

面力表示的应力计算公式。

设边界上任意单元 Q 的法向正应力、切向正应力和剪应力分别由 、 和 n  t

表示。由图（8-13）可直接得到面力 、 标示的 和 的公式 nt p
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p
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将几何方程代入
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因此,当边界节点的面力和位移求得后,则可由上式计算节点的应力.式中位移关于边

界切向的导数 和 可用差分法近似代替.
dt

d u1

dt
d u2

8.7 计算程序及使用说明
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8.7.18.7.18.7.1

8.7.1

使用说明

本节介绍的解弹性力学平面问题的 FORTRAN 源程序①,采用常数单元,各程序段

均按前述个公式写成,能计算出边界节点的位移、位移值。

源程序有主程序和八个子程序组成，其流程图如图（8-14）。各子程序的功能如

下：

input 子程序

输入数据。如单元（节点）数，内点数，不同边界数，材料的弹性常数，内点坐标，

单元端点坐标和边界条件信息等，并输出个参数。这里不同边界数是为了处理多连

城问题而设定的，将多连城的内外边界分成不同的边界，单联成问题该参数为 1；有

一“孔”的多连城问题，则不同边界数为 2
，以此类推。程序中采用文件输入输出，其中输入数据文件名为“datac.for”, 输出文

件名为“result.for”。
fmat 子程序

形成（8-7）式中的矩阵 G 和 H 及方程（8-8）中的矩阵 A 和列阵 F。其中子矩阵

、 （ ）调用子程序 inte 采用数值计算，而子矩阵 则调用子程序 inloH ij Gij
ji  Gij

解析计算。

3 slnpd 子程序

采用高斯消元法解方程 AX=F,求出边界节点的未知位移和面力。

4 inter 子程序

计算选定的内点位移和应力值。其中调用子程序 inte 计算矩阵 和 ，调用子H ij Gij

程序 sigml 计算（8-16）式中 和 的各元素。Dlij S lij

5. outpt 子程序

输出计算结果，包括边界节点的位移、面力和内点的位移、应力值。

变量名名 意义

ik
说明运算性质。






计算

数检

1
0

i

n 边界单元数。由于采用常数单元，也等于边界节点数。程序中

限定 60n
l 选定的内点数，这些点需计算应力和位移。程序中限定 20l
m 不同边界数。对多连域情况，外边界和各内边界定义为不同的边界。

程序中限定 。5m
nc(i) 一维数组，表示第 I 个边界的最后一个节点的编号。外边界节点按

逆时针编号；内边界的节点按顺时针编号

ge 剪切模量。

xnu
平面问题类型。










))1(

(

（平面应力

平面应变）





xnu

x,y 一维数组，单元端点坐标。

cx,cy 一维数组，内点坐标。

xm,ym 一维数组，单元节点坐标。

g 方程（8-7）中的矩阵 。处理好边界条件后， G
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8.7.38.7.38.7.3

8.7.3

源程序

c program Bem1
c for solution of elastic problem—2D by BEM

common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension x(61),y(61),xm(60),ym(60),g(120,120),fi(120),dfi(120)
dimension kode(120), cx(20),cy(20),ssol(60),dsol(40)
dimension h(120,120)
nx=120
lec=4
imp=7
call fmat(x,y,xm,ym,g,h,fi,dfi,kode,nx)
nn=2*n
call slnpd(g,dfi,d,nn,nx)

call inter(fi,dfi,kode,cx,cy,x,y,sslol,dsol)
call output(xm,ym,fi,dfi,cx,cy,ssol,dsol)
stop
end

subroutine input(cx,cy,x,y,kode,fi)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension cx(1),cy(1)，x(1),y(1),kode(1),fi(1)
open(imp,file=ˊresult.forˊ,status=ˊnewˊ)
write(imp,100)
100 format(ˊˊ,70(ˊ*ˊ))

open(lec,file=ˊdatac.forˊ, status=ˊoldˊ)
read(lec,110)ik,n,l,m,(nc(k),k=1,5),ge,xnu
110 format(9i2,f12.2,f12.10)
write(imp,300)ik,n,l,ge,xnu
3oo format(//1x,ˊdataˊ//5x,ˊik=ˊ,i5,5x,ˊl=ˊ,i3/5x,
1 ˊge=ˊ,e14.7，10x,ˊxnu=ˊ,e14.7)
write(imp,999)m,(nc(k),k=1,m_)

format(5x,ˊm=ˊ,3i,5x,ˊnc(k)=ˊ,5(2x,i2))

表示方程（8-8）中的矩阵  A
h 方程（8-7）中的矩阵。

kode
一维数组，说明节点边界条件的类型。






（面力给定）

位移给定）

1
(0

kode

fi 一维数组,边界节点上面力或位移的给定值。每个节点得值的意义

与 kode 相对应。最后存入节点位移。

dfi 方程（8-8）的列阵 。解方程后存入求得的未知量值，最后存入 F
节点面力。

ssol 一维数组，内点应力。

dsol 一维数组，内点位移。
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do 1 i=1,l
read (lec,120)cx(i),cy(i)

format(2f10.6)
write(imp,500)

500 format(//5x,′point′,10′x′,x,18x,′y′)
do 10 i=1,n
read(lec,130)x(i),y(i)
130 format(2f10.6)
10 write(imp,700)I,x(i),y(i)
700 format(5x,i3,2(5x,f12.5))
write(imp,800)
800 format(//2x,′boundary condition′//2x,′node′,5x,′x direction′,

5x,′kode′,5x,′y direction′, 5x,′kode′)
do 20 i=1,n
read(lec,140) kode(2*i-1),kode(2*i),fi(2*i)
140 format(i2,f10.4,i2,f10.4)
write(imp,950)I,fi(2*i-1),kode(2*i-1),fi(2*i),kode(2*i)
format(3x,i3,5x,f12.5,5x,i1,5x,f12.5,5x,i1)
return
end

subroutine fmat(x,y,xm,ym,g,h,fi,dfi,kode,nx)
common ik,nk,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension x(1),y(1),xm(1),ym(1),g(nx,nx),h(nx,nx),fi(1)
dimension kode(1),dfi(1)
x(n+1)=x(1)
y(n+1)=y(1)
do 10 i=1,n
xm(i)=(x(i)+x(i+1))/2
ym(i)= (y(i)+y(i+1))/2
if(m-1)15,15,12
12 xm(nc(1))=(x(nc(1))+x(1))/2
ym(nc(1))=(y(nc(1))+y(1))/2
do 13 k=2,m
xm(nc(k))=(x(nc(k))+x(nc(k-1)+1))/2
ym(nc(k))=(y(nc(k))+y(nc(k-1)+1))/2
continue

do 30 i=1,n
do 30 j=1,n
if(m-1)16,16,17

if(j-nc(1))19,18,19
kk=1

go to 23
do 22 k=2,m

if(j-nc(k-1))22,21,22
21 kk=nc(k-1)+1
go to 23
continue
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kk=j=1
if(i-j)20,25,20

20 call inte(xm(i),ym(i),x(j),y(j),x(kk),h((2*i-1),(2*j-1),
h((2*i-1),(2*j)),h((2*i),(2*j-1)),h((2*i),(2*j)),g((2*j-1),
(2*j-1)),g((2*i-1),(2*j)),g ((2*i),(2*j)))
g((2*i),(2*j-1))=g ((2*i-1),(2*j))
go to 30
call inlo(x(j),y(j),x(kk),y(kk), g((2*i-1),(2*j-1)), g((2*i-1),

(2*j)),g((2*i),(2*j)))
h((2*i-1),(2*j-1))=0.5
h((2*i),(2*j))=0.5
h((2*i-1),(2*j))=0
h((2*i),(2*j-1))=0
g((2*i),(2*j-1))=g((2*i-1),(2*j))

30 continue
nn=2*n
do 50 j=1,nn
if(kode(j))43,43,40
do 42 i=1,nn
ch=g(i,j)
g(i,j)=-h(i,j)
h(i,j)=-ch

go to 50
43 do 45 i=1,nn
g(i,j)=g(i,j)*ge
continue
do 60 i=1,nn
dfi(i)=0
do 60 j=1,nn
dfi(i)=dfi(i)+h(i,j)*fi(j)
continue
return
end

subroutine inte(xp,yp,x1,y1,x2,y2,h11,h12,h21,h22,g11,g12,g22)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp

dimension xco(4),yco(4),gi(4),ome(4)
gi(1)=0.86113631
gi(2) =-gi(1)
gi(3)=0.33998104
gi(4)= -gi(3)
ome(1)=0.34785484
ome(2)= ome(1)
ome(3)=0.65214515
ome(4)= ome(3)
ax=(x2-x1)/2
bx=(x2+x1)/2



160

ay=(y2-y1)/2
by=(y2+y1)/2
eta1= (y2-y1)/(2*sqrt(ax**2+ay**2))
eta2= (x1-x2)/(2*sqrt(ax**2+ay**2))
if(ax)10,20,10
ta=ay/ax
dist=abs((ta*xp-yp+y1-ta*x1)/sqrt(tra**2+1))
go to 30

20 dist=abs(xp-x1)
30 sig=(x1-xp)*(y2-yp)-(x2-xp)*(y1-yp)
if(sig)31,32,32
diat=-dist
h11=0
h12=0
h21=0
h22=0
g11=0
g12=0
g22=0
de=4*3.141592*(1-xnu)
do 40 i=1,4
xco(i)=ax*gi(i)+bx
yco(i)=ay*gi(i)+by
ra=sqrt((xp-xco(i))**2+(yp- yco(i))**2)
rd1=( xco(i)-xp)/ra
rd2=( yco(i)-yp)/ra
g11=g11+((3-4*xnu)*alog(1/ra)+rd1**2)*ome(i)*sqrt
(ax**2+ay**2)/(2*de*de)
g12=g12+rd1*rd2*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)/(2*de*ge)
g22=g22+((3-4*xnu)*alog(1/ra)+rd2**2)*ome(i)*sqrt
(ax**2+ay**2)/(2*de*de)
h11=h11-dist*((1-2*xnu)+2*rd1**2)/(ra**2*de)*ome(i)
sqrt(ax**2+ay**2)
h12=h12-(dist*2*rd1*rd2/ra+(1-2*xnu)*(eta1*rd2-
eta2*rd1))*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)/(ra*de)

h21=h21-(dist*2*rd1*rd2/ra+(1-2*xnu)*(eta2*rd1-
1 eta1*rd2))*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)/(ra*de)
h22=h22-dist* ((1-2*xnu)+2*rd2**2)*ome(i)*sqrt(ax**2+
ay**2)/(ra**2*de)
return
end

subroutine inter(fi,dfi,kode,cx,cy,x,y,ssol,dsol)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension fi(1),dfi(1),kode(1),cx(1),cy(1),x(1),y(1),assol(1)
dimension dsol(1)
nn=2*n
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do 20 i=1,nn
if(kode(i))15,15,10
10 ch=f(i)
fi(i)=dfi(i)
dfi(i)=ch
go to 20
15 dfi(i)=dfi(i)*ge
continue
do 40 k=1,l
dsol(2*k-1)=0
dsol(2*k)=0
ssol(3*k-2)=0
ssol(3*k-1)=0
ssol(3*k)=0
do 30 j=1,n
if(m-1)28,28,22
if(j-nc(1))24,23,24
kk=1
go to 29
do 26 lk=2,m
if(j-nc(lk))26,25,26
kk=j+1

go to 29
continue

k=j+1
call inte(cx(k),cy(k),x(j),y(j),x(kk),y(kk),h11,h12,h21,h22,

g11,g12,g22)
dsol(2*k-1)= dsol(2*k-1)+dfi(2*j-1)*g11+ dfi(2*j)*g12-fi(2*j-1)*
h11-fi(2*j)*h12
dsol(2*k)= dsol(2*k)+dfi(2*j-1)*g12+ dfi(2*j)*g22-fi(2*j-1)*h21
-fi(2*j)*h22

call sigml(cx(k),cy(k),x(j),y(j),x(kk),y(kk),d111.d211.d112,
d212,d122,d222,s111,s211,s112,s212,s122,s222)

ssol(3*k-2)= dsol(3*k-2)+dfi(2*j-1)*d111+ dfi(2*j)*d211-
1 fi(2*j-1)*s111-fi(2*j)*s211
ssol(3*k-1)= dsol(3*k-1)+dfi(2*j-1)*d112+ dfi(2*j)*d212-
fi(2*j-1)*s112-fi(2*j)*s212

30 ssol(3*k)= dsol(3*k)+dfi(2*j-1)*d122+ dfi(2*j)*d222-fi
(2*j-1)*s122-fi(2*j)*:

40 continue
return
end

subroutine slnpd(a,b,d,n,nx)
dimension a(nx,nx),b(nx)
n1=n-1
do 100 k=1,n1
k1=k+1
c=a(k,k)
if(abs(a(j,k))-0.000001)1,1,3
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do 7 j=k1,n
if(abs(a(j,k))-0.000001)7,7,5
do 6 l=k,n
c=a(k,l)
a(k,l)=a(j,l)
a(j,l)=c
c=b(k)
b(k)=b(j)
b(j)=c
c=a(k,k)
go to 3
continue
write(*,2)k
format(′* * * * singularity in row′,15)
d=0
go to 300
c=a(k,k)
do 4 j=k1,n
a(k,j)=a(k,j)/c
b(k)=b(k)/c
do 10 i=k1,n
c=a(i,k)
do 9 j=k1,n
a(i,j)= a(i,j)-c*a(k,j)
b(i)=b(i)-c*b(k)
continue
if(abs(a(n,n))-0.000001)90,90,101
write(*,95)
format(1x,′singularity d=0′)
go to 300
b(n)=b(n)/a(n,n)

do 200 l=l,nl
k=n-1
kl=k+l

do 200 j=kl,n
b(k)=b(k)-a(k,j)*b(j)
d=1

do 250 i=l,n
d=d*a(i,i)
return
end

subroutine sigml(xp,yp,x1,y1,x2,y2,d111,d211,d112,d212,
d122,d222,s111,s211,s112,s212,s122,s222)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension xco(4),yco(4),gi(4),ome(4)
gi(1)=0.86113631
gi(2)=-gi(1)
gi(3)=0.33998104
gi(4)=-gi(3)
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ome(1)=0.34785484
ome(2)=ome(1)

ome(3)=0.65214515
ome(4)=ome(3)
ax=(x2-x1)/2
bx=(x2+x1)/2
ay=(y2-y1)/2
by=(y2+y1)/2
eta1=(y2-y1)/(2*sqrt(ax**2+ay**2))
eta2=(x2-x1)/(2*sqrt(ax**2+ay**2))
if(ax)10,20,10

a=ay/ax
dist=abs((ta*xp-yp+y1-ta*x1)/ sqrt(ta**2+1))

go to 30
iat=abc(xp-x1)

sig=(x1-xp)*(y2-yp)-(x2-xp)*(y1-yp)
if(sig)31,32,32

dist=-dist
d111=0

d211=0
d112=0
d212= 0
d122= 0
d222= 0
s111= 0
s211= 0
s112= 0

s212= 0
s122= 0
s222= 0
fa=1-4*xnu
al=1-2*xnu
de=4*3.141592*(1-xnu)
do 40 i=1,4
xco(i)=ax*gi(i)+bx
yco(i)=ay*gi(i)+by
ra=sqrt((xp-xco(i))**2+(yp-yco(i))**2)
rd1=(xco(i)-xp)/ra
rd2=(yco(i)-yp)/ra
d111=d111+(al*rd1+2*rd1**3*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)/(de*ra)
d211=d211+( 2*rd1**2*rd2-al*rd2)*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)
1 /(de*ra)
d112=d112+(al*rd2+2*rd1**2*rd2)/(de*ra)*ome(i)*sqrt

(ax**2+ay**2)
d212=d212+(al*rd1+2*rd1**2*rd2)/(de*ra)*ome(i)*sqrt
(ax**2+ay**2)
d122=d122+( 2*rd1**2*rd2-al*rd1)/(de*ra)*ome(i)*sqrt

(ax**2+ay**2)
d222=d222+( 2*rd2**3 +al*rd2)/(de*ra)*ome(i)*sqrt
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(ax**2+ay**2)
s111=s111+( 2*dist/ra*(al*rd1+xnu*2*rd1-4*rd1**3)+

4*xnu*eta1*rd1**2+a1*(2*eta1*rd1**2+2*eta1)-fa*eta1)
*2ge/(de*ra**2)*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)
s211=s211+( 2*dist/ra*(al*rd2 -4*rd1**2*rd2)+4*xnu*eta1

*rd1*rd2+a1*2*eta2*rd1**2-fa*eta2)*2*ge/(de*ra**2)
*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)

s112=s112+( 2*dist/ra*(xnu*rd2 -4*rd1**2*rd2)+2*xnu*
(eta1*rd2*rd1+eta2*rd1**2)+al*(2*eta1*rd1*rd2+eta2))*2*ge/
(de*ra**2)*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)

s212=s212+( 2*dist/ra*(xnu*rd1 -4*rd1**2*rd2)+2*xnu*
1 (eta1*rd2**2+eta2*rd1**rd2)+al*(2*eta2*rd1*rd2+eta1))
2 *2*ge/ (de*ra**2)*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)
s122=s122+( 2*dist/ra*(al*rd1 -4*rd1**2*rd2)+4*xnu*
eta2*rd1*rd2+al*2*eta1*rd2**2-fa*eta1)*2*ge/ (de*ra**2)
*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)
222=s222+( 2*dist/ra*(al*rd2 -4*rd2**3+2*xnu*rd2)+
4*xnu*eta2*rd2**2+al*(2*eta2*rd2**2+2*eta2)-fa*eta2)
*2*ge/ (de*ra**2)*ome(i)*sqrt(ax**2+ay**2)
return

end
subroutine output(xm,ym,fi,dfi,cx,cy,ssol,dsol)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
dimension xm(1),ym(1),fi(1),dfi(1),cx(1),cy(1),ssol(1),dsol(1)
write(imp,100)

format(/′′,70(′*′)//1x,′result′//2x,′boundary node′//1x,′node′,
3x,′x′,8x,′y′,6x,′displacement x′,2x,′displacemengt y′,3x,
′traction x′,2x,′traction y′/)
do 10 i=1,n
write(imp,200)i,xm(i),ym(i),fi(2*i-1),fi(2*i),

1 dfi(2*i-1),dfi(2*i)
200 format(i3,2(1x,f10.5),2(1x,f11.3))

write(imp,300)
300 format(//2x,′internal points′,//3x,′x′,10x,′y′,5x,′diaplace′,
4x,′displacey′,4x,′sigma x′,4x,′tauxy′,4x,
′sigma y′)
do 20 k=1,l
20 write(imp,400),cx(k),cy(k),dsol(2*k-1),dsol(2*k),ssol(3*k-2),
1 ssol(3*K-1),ssol(3*k)
400 format(1x,2(f9.4),2(1x,f10.6),3(1x,f10.3))
write(imp,500)
format(//,1x,70(′*′))
return
end

subroutine inlo(x1,y1,x2,y2,g11,g12,g22)
common ik,n,l,nc(5),m,ge,xnu,lec,imp
ax=(x2-x1)/2
ay=(y2-y1)/2
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sr=sqrt(ax**2+ay**2)
de=4*3.141592*ge*(1-xnu)
g11=sr*((3-4*xnu)*(1-alog(sr))+(x2-x1)**1/(4*sr**2))/de
g22=sr*((3-4*xnu)*(1-alog(sr))+(y2-y1)**1/(4*sr**2))/de
g12=(x2-x1)*(y2-y1)/(4*sr*de)
return
end
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