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摘 要: 拟解析近似方法是一种求解积分方程的一种近似方法，它可以处理强散射或者大扰动
的电磁散射问题，在计算过程中避免了传统微分数值方法解决问题时所遇到的大型矩阵或大型
代数方程组的求解。孙建国［5］将其引入直流电场的积分方程中，并给出了求解异常电场积分方
程的标量拟解析近似公式。在以前的研究中，已经验证了均匀场中异常球体的拟解析近似解的
精度，这里对均匀场中的立方体异常体进行数值模拟，得到了直流电场中异常立方体模型的标量
拟解析近似解。由于复杂地电模型可以用立方体的组合进行模拟，因此对立方体异常电场拟解
析近似解的研究，为三维直流电场中复杂地电模型的快速正反演模拟打下了基础。
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0 前言

近年来我国资源形势日益严峻，大规模的经济
建设对金属矿的需求越来越大，对于资源的需求应
该立足于国内，因此要加大国内金属矿勘探的力
度。在金属矿勘探中，电法勘探占有重要地位，研
究直流电场快速数值模拟，对于推进电法勘探的发
展有着重要的意义。三维直流电场数值模拟的方
法很多，大致可以分为微分方法和积分方法。在传
统的数值方法中，都会遇到大型矩阵或求解大型线
性代数方程组的问题，这对计算机硬件要求高，计
算周期长。尤其是在复杂地质条件下，这些问题更
为突出，所以寻求快速精确的数值模拟方法，一直
是地球物理工作者的研究重点。积分方程法在解
决三维直流电场问题中有其优点，如积分方程法只
需对异常体进行计算，而不需要对背景区域进行计
算，微分方程法在计算过程中存在误差累积并传递

到下一次迭代中，而积分方程法不存在误差的累积
和传递。基于这些优点，前人对积分方程法进行了
很多的研究。T M Habashy 等［1］提出用局部非线
性近似方法，对电磁场问题进行研究，但这种方法
运算复杂不适于实际应用推广。Zhdanov 等［2］受
到 T M Habashy的局部非线性近似方法的启发，在
遇电磁场散射场问题时提出了拟线性近似方法求
解散射场的积分方程。这种方法通过假设异常电
场 Ea ( r) 与正常电场 E0 ( r) 之间是由电反射张量

λ
∧
( r) 联系起来的拟线性关系，即: Ea ( r) = λ

∧
·

Ea ( r) 。简化了电磁散射的积分方程，从而可以提

高计算速度，电反射张量 λ
∧
( r) 由最优化的方法求

出。Zhdanov［3］在 2000 年将拟线性近似方法应用
于电磁场反演，并用来反演美国新墨西哥州的
CSAMT数据。由于拟线性近似时仍无法避开解线
性代数方程组，因此 Zhdanov 经过研究后，提出假

设电反射张量 λ
∧
( r) 在异常体内为缓变函数，由一



种相对简单的替代方法确定λ
∧
( r) ，这种方法称为

拟解析近似方法［4］，并提出了拟解析近似序列。
孙建国［5、6］在通过电磁场中的拟线性近似方法和
拟解析方法研究的基础上，先后提出将拟线性近似
方法和拟解析近似方法的应用，扩展到直流电场模
拟及声波散射模拟。孙建国［7 ～ 9］分别对 2. 5 维直
流电阻率正演和地球物理反演中拟线性近似方法
的应用进行了讨论，接下来又研究了稳定电流场的
电位反射函数。孙建国［10 ～ 12］2004 年对稳定电流
场中的拟线性近似方法进行了研究，给出了直流电
位场数值模拟的拟解析方法。在 2005 年孙建
国［13、14］研究了直流电场中的电反射张量，给出直
流电场中的拟线性近似方法和拟解析近似方法的
理论公式，并对电反射张量进行了详细的分析，对
稳定电流场拟解析近似方法也进行精度分析。在
2006 年，孙建国［15］又对稳定电流场拟解析近似方
法进行了数值评价。在 2008 年，张金会［17］用拟解
析近似方法对均匀场中的异常球体进行了研究，并
对拟解析近似方法的精度进行了分析和研究。

在 2005 年 J． Sun推导出直流电场的标量拟解
析近似的理论公式基础上，作者用标量拟解析近似
对均匀场中的异常立方体进行研究。不同的立方
体的组合，可以对复杂异常体进行模拟。当有多个
异常体组合模拟复杂异常体时，异常立方体直接的
异常电场会受到其它异常体所产生的二次场的影
响，因此在进行模拟时，还要考虑异常体所产生的
二次场之间的相互影响。作者对单独异常体的拟
解析近似方法研究，为复杂地电模型的研究打下了
基础，为三维直流电场中的复杂异常的正反演模拟
奠定算法基础，可以加快三维电法勘探的进程，具
有较高的实际意义。

1 基本方程及公式

J． Sun在其文章中给出标量拟解析近似方法
的理论公式，作者利用其理论公式，推导得到拟解
析近似方法在实现过程中的具体实现细节部份。

在进行三维异常体数值模拟时，积分采用三维高斯
积分进行计算，并对积分中出现的格林函数的奇异
性进行了处理，采用处理方法简单，不增加运算量
的挖去法［18］，在控制挖去小体积限度的基础上，得
到了很好的计算效果，实现了拟解析近似方法在直
流电场模拟中的应用。

一次场中异常体内部二次直流电场的积分方
程［13］为:

Ea ( r) =∫
Ω

G
∧
( r'，r) ·ja ( r')

μσ0 ( r')
dr' －

σa ( r)
σ0 ( r)

E0 ( r)

( 1)
异常体外部的积分方程［13］为:

Ea ( r) = ∫Ω
G
∧
( r'，r) ·ja ( r')

μσ0 ( r')
dr' ( 2)

在上面的方程中 Ω表示异常体，ja ( r) 为二次
电流密度，由式( 3) 给出:

ja ( r) = σa ( r) E( r) =
σa ( r) ［E0 ( r) + Ea ( r) ］ ( 3)

其中 G
∧
( r'，r) 为源在 r'的并矢格林函数，令

Ea ( r) = λ
∧
( r) ·E0 ( r) ，并将其同式( 3) 一起代入

式( 1) 中并进行整理，可以得到［13］

λ
∧
( r)·E0 ( r) =

σ0 ( r)
σ( r)

EBa ( r) －
σa ( r)
σ( r)

E0 ( r) +

σ0 ( r)
σ( r)

Lν σa ( r') λ
∧
( r') ·E0 ( r')

μσ0 ( r'
[ ])

( 4)

Lν = ∫Ω dr'G
∧
( r'，r) ( 5)

EBa ( r) = Lν σa ( r')
μσ0 ( r')

E0 ( r'[ ]) ( 6)

其中 EBa ( r) 为 Ea ( r) 的 Born 近似; G
∧
( r'，r) 为

并矢格林函数，由式( 7) 给出

G
∧
( r'，r) =  ×  × G

∧

0 ( r'，r) ( 7)

其中 G
∧

0 ( r'，r) 为下面矢量位方程并矢格林函数
2Aa ( r) = － μja ( r') ( 8)

推导出 G
∧
( r＇，r) 的形式为式( 9) 。

G
∧
= 1
4π

－ 2
r3s

－ 3( y － y') 2 + 3( z － z') 2

r5s
3( x － x') ( y － y')

r5s
3( x － x') ( z － z')

r5s
3( x － x') ( y － y')

r5s
－ 2

r3s
－ 3( z － z') 2 + 3( x － x') 2

r5s
3( y － y') ( z － z')

r5s
3( x － x') ( z － z')

r5s
3( y － y') ( z － z')

r5s
－ 2

r3s
－ 3( x － x') 2 + 3( y － y') 2

r5















s

( 9)
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式中 rs = ［( x － x＇) 2 + ( y － y＇) 2 + ( z － z＇) 2］
1
2

J． Sun［13］于 2005 年通过假设电反射张量为 0
阶张量，令:

λ
∧

= λ( r) Ι ( 10)
其中 Ι 为单位张量，得到了方程( 4) 的解:

λ( r) E0 ( r)≈
σ0 ( r)
σ( r)

EBa ( r) －
σa ( r)
σ( r)

E0 ( r) +

λ( r)
σ0 ( r)
σ( r)

EBa ( r) ( 11)

通过对式( 11) 进行整理，可以得到:

λ( r) ≈
g( r) －

σa ( r)
σ( r)

1 － g( r) ( 12)

在式( 12) 中

g( r) =
σ0 ( r)
σ( r)

EBa ( r) ·E0 ( r)
E0 ( r) ·E0 ( r)

( 13)

将式( 12) 代入到式( 1) 中，可以得到［13］:

Ea ( r) ≈ ∫
Ω

1
1 － g( r)

σa ( r') G
∧
( r'，r) ·E0 ( r')
μσ( r')

dr' －

σa ( r)
σ( r)

1
1 － g( r) E0 ( r) ( 14)

将式( 14) 得到的 Ea ( r) 代入式( 3) ，可以得到
ja ( r) ，将 ja ( r) 代入式( 2) 中，即可得到异常体外部
的异常电场:

Ea ( r) = ∫Ω
G
∧
( r'，r) ·ja ( r')

μσ0 ( r')
dr' ( 15)

通过方程( 4) ，我们可以建立拟解析近似的迭
代方程( 16) ［13］:

λ
∧

m+1 ( r) ·E0 ( r) =
σ0 ( r)
σ( r)

EBa ( r) －

σa ( r)
σ( r)

E0 ( r) +
σ0 ( r)
σ( r)

Lν σa ( r') λ
∧

m ( r') ·E0 ( r')
μσ0 ( r'

[ ])
( 16)

其中 m是迭代数。令

λ
∧

0 ( r') = 0 ( 17)
利用方程 ( 16 ) ，当异常体电导率同围岩相比

变化剧烈，即大扰动时，拟解析近似解不能得到想
要的结果，我们可以通过式( 16 ) 的拟解析近似的
迭代解得到满意的结果。在一般情况下，迭代次数
m在不超过 5 的情况下，我们就能得到满意结果。

2 标量拟解析近似立方体异常体电
场值计算

很多矿体可以由立方体组合进行近似，选取立
方体异常进行研究，得到的异常体为立方体时的异
常电场。在研究中给定异常体为立方体，利用标量
拟解析近似方法进行计算，求出异常电场的拟解析
近似解，并与 Born近似解进行比较，选取的均匀场
场源中的异常立方体进行计算。立方体边长为
100 m，中心坐标为( 0 m，0 m，0 m) ，通过背景介质
和异常电导率变化，可以得到不同的模型。异常体
外部异常电场计算点，关于立方体中心对称分布在
z = 400 m处沿 x 方向。针对六种不同背景介质电
导率与立方体异常电导率的模型，分别进行计算均
匀场中不同电导率的外部电场。地电模型见图 1。

模型中电场 E0 ( V /m ) 沿 x轴方向，大小为 ( 10，0，0 ) 。背景介
质为均匀全空间，AB 为 y = 0 m、z = 400 m、－ 2 000 m ＜ x ＜
2 000 m 处的测线

图 1 均匀场中异常立方体模型示意图
Fig． 1 Model of anomalous cube in the uniform field

针对于均匀场中的异常立方体，我们进行了下
面几组不同电导率的模型的试算。

( 1) 从下页图 2、图 3 可看出 Born 近似解与拟
解析近似解相差很小，与异常球体表现出的现象相
同。

( 2) 后面的图 4、图 5 都是高阻立方体。由异
常体引起的电场的 Born近似解与拟解析近似解相
差很大，这是由于 Born 近似解没有考虑二次电场
对异常电场的影响。当二次电场对异常电场影响
较大时，使得拟解析近似解的数值较 Born 近似解
高。

( 3) 图 2 至图 7 ( 见后面) 中的曲线，给出了均
匀场中不同背景的电导率，与异常电导率立方体模
型的异常电场 Ea 的 x、z分量。由均匀场中的球体
的计算结果分析，可以得出图中的拟解析近似解比
Born近似解更接近实际结果。
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3 结论

积分方程法具有直接对异常体区域进行数值
积分的优点，避免了传统数值方法解决问题时所遇
到的求解大型矩阵或大型代数方程组。利用标量
拟解析近似方法可以对直流电场的积分方程进行
求解，作者在本文对异常体为立方体时的异常电场
进行了标量拟解析近似数值模拟，该方法对于其它
形状的异常体也同样可以适用，如椭球体、圆柱体
等。作者通过对均匀场中的异常立方体进行的标

量拟解析模拟，表明标量拟解析近似方法具有很强
的适应性。当异常体电导率变化较大时，可以通过
对标量拟解析近似解进行迭代仍可以达到很好的
效果，这表明该方法可以用于大扰动问题的模拟。
立方体异常体的空间组合可以用来模拟复杂分布
的地下矿体，本文作者对立方体异常的拟解析近似
研究，为解决复杂地电模型提供了借鉴，初步表明
了该方法具有处理复杂地电结构的模型的能力。
作者通过对直流电场标量拟解析近似方法实现的
研究，为三维直流电场的快速正反演模拟，提供了
快速的精确度高的数值模拟方法。

图 2 σ0 = 1． 0 S，σa = 0． 01 S时异常电场曲线图
Fig． 2 While σ0 = 1． 0 S，σa = 0． 01 S，the anomalous electrical field curves

图 3 σ0 = 1． 0 S，σa = 0． 01 S时异常电场曲线图
Fig． 3 While σ0 = 1． 0 S，σa = 0． 1 S，the anomalous electrical field curves
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图 4 σ0 = 1． 0 S，σa = － 0． 9 S时异常电场曲线图
Fig． 4 σ0 = 1． 0 S，σa = － 0． 9 S，the anomalous electrical field curves

图 5 σ0 = 1． 0 S，σa = － 0． 99 S时异常电场曲线图
Fig． 5 σ0 = 1． 0 S，σa = － 0． 99 S，the anomalous electrical field curves
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图 6 σ0 = 0． 1 S，σa = 0． 9 S时异常电场曲线图
Fig． 6 σ0 = 0． 1 S，σa = 0． 9 S，the anomalous electrical field curves

图 7 σ0 = 0． 01 S，σa = 0． 99 S时异常电场曲线图
Fig． 7 σ0 = 0． 01 S，σa = 0． 99 S，The anomalous electrical field curves
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