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起伏地表三维电阻率法有限差分数值模拟

韩江涛，　刘国兴，　金忠宝
（吉林大学地球探测科学与技术学院，长春１３００２６）

摘　要　有限差分法是地球物理数值模拟中最常用的方法之一，为了研究起伏地表对三维电阻率法的影响问题，本

文基于网格变换方法将起伏地表映射成水平地表，推导出映射后坐标系下稳定电流场基本方程．采用有限差分法对

映射后的控制方程进行数值模拟．通过对三维山谷、山脊地形进行数值模拟，分析不同测量装置的地形影响．结果表

明：起伏地表对稳定电流场的影响很大．
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０　引　言

起伏地表对三维电阻率法的影响巨大，通过数

值模拟来计算地形对电阻率法的影响是提高电法资

料解释的重要途径．国内外专家对起伏地形三维电

阻率法的正演模拟做过许多工作，Ｆｏｘ等
［１］阐述了

地形对电阻率和极化率的影响问题；ＴｒｕｍａｎＨＴ

和ＧｅｏｒｇｅＲＪ
［２］研究了三维地形对电阻率法的影响

并进行校正；ＹｕｇｕｏＬ和 ＫｌａｕｓＳｐｉｔｚｅｒ
［３］比较了三

维直流电阻率法有限元法和有限差分法数值模拟；

黄兰珍等［４］、田宪漠等［５］、徐世浙等［６］用边界元法较

好地解决了带地形的电阻率法正演问题，但是边界

元法在处理复杂介质时比较困难；吕玉增等［７］，强建

科等［８］进行了起伏地形三维有限元的数值模拟，和

有限差分法相比，有限元法计算量较大．

近年来，在处理起伏地形上，Ｔｅｓｓｍｅｒ等
［９］，

Ｈｅｓｔｈｏｌｍ等
［１０～１１］分别提出将网格变换技术用于三

维弹性波、地震波场模拟，其思路是对坐标系进行变

换，推导出变换后坐标系下的弹性波方程，采用相应

波场模拟技术进行数值模拟．王祥春等
［１２］将网格变

换技术应用于地震波场延拓中，取得了一定的效果．

本文将该方法应用于起伏地形稳定电流场的数值模
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拟中，推导出映射后坐标系下的稳定电流场的基本

方程，算法上采用有限差分法进行数值模拟．由于方

程中包含起伏地表函数的一阶、二阶导数，所以这种

算法比较适合于地形起伏较缓慢且相对光滑的丘陵

地带和变换缓慢且曲率连续的山地地表［１３］．通过基

于ＬＵ分解的不完全乔勒斯基共轭梯度法求解关于

电位的线性方程组，由所求电位组合成不同装置的

视电阻率实现三维电阻率法的正演计算．

１　稳定电流场电位满足的基本方程及网格

变换原理

点电源三维电场电位满足的偏微分方程如公式

（１）



狓
σ
狌

（ ）狓 ＋狔σ
狌

（ ）狔 ＋狕σ
狌

（ ）狕
　　 ＝－犐δ（狓－狓０）δ（狔－狔０）δ（狕－狕０）．（１）

采用一种简单的线性泛函关系对三维网格进行

映射，把 （ξ，η，ζ）域网格映射到 （狓，狔，狕）域中，映射

关系式如公式（２～４）．

狓（ξ，η，ζ）＝ξ， （２）

狔（ξ，η，ζ）＝η， （３）

狕（ξ，η，ζ）＝狕０（ξ，η）＋
ζ
ζｍａｘ

·（狕ｍａｘ－狕０（ξ，η））．

（４）

（ξ，η，ζ）域网格由ξ＝０，η ＝０，ζ ＝０，

ζ＝ζｍａｘ 来限定，（狓，狔，狕）域网格由狓＝０，狔＝０，

狕＝狕０（ξ，η），狕＝狕ｍａｘ来限定．

根据链导法则推导出电位在空间上的一阶、二

阶导数．

（１）求取电位对空间各方向的一阶偏导数，即

狌

狓
＝
狌

ξ
＋
狌

ζ

ζ
狓
， （５）

狌

狔
＝
狌

η
＋
狌

ζ

ζ
狔
， （６）

狌

狕
＝
狌

ζ

ζ
狕
． （７）

（２）求取电位对空间各方向的二阶偏导数，即


２狌

狓
２ ＝


２狌

ξ
２＋２


２狌

ξζ

ζ
狓
＋

２狌

ζ
２

ζ
（ ）狓

２

＋
狌

ζ


２

ζ
狓

２
，

（８）


２狌

狔
２ ＝

２狌

η
２＋２


２狌

ηζ

ζ
狔
＋

２狌

ζ
２

ζ
（ ）狔

２

＋
狌

ζ


２

ζ
狔

２
，

（９）


２狌

狕
２ ＝ （

ζ
狕
）２

２狌

ζ
２＋
狌

ζ


２

ζ
狕

２ ． （１０）

上面各公式中的偏导数用公式（１１～１５）表示：

犮１ ＝
ζ
狓
＝－
狕０（ξ，η）

ξ
· ζｍａｘ－ζ
狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）

，（１１）

犮２ ＝
ζ
狕
＝ ζｍａｘ
狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）

， （１２）

犮３ ＝

２

ζ
狓

２ ＝－

２狕０（ξ，η）

ξ
２

· ζｍａｘ－ζ
狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）

－２·
狕０（ξ，η）

［ ］
ξ

２

·
（ζｍａｘ－ζ）

［狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）］
２
，

（１３）

犮４ ＝
ζ
狔
＝－
狕０（ξ，η）

η
· ζｍａｘ－ζ
狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）

，（１４）

犮５ ＝

２

ζ
狔

２ ＝－

２狕０（ξ，η）

η
２

· ζｍａｘ－ζ
狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）

－２·
狕０（ξ，η）

［ ］
η

２

·
（ζｍａｘ－ζ）

［狕ｍａｘ－狕０（ξ，η）］
２ ．

（１５）

通过上述变化，稳定电流场基本方程变换为



ξ
σ
狌

（ ）ξ ＋


η
σ
狌

（ ）η ＋２犮１


ξ
σ
（ ）ζ

＋２犮４


η
σ
（ ）ζ ＋（犮１

２
＋犮２

２
＋犮４

２）
ζ
σ
狌

（ ）ζ
＋犮３σ

狌

ζ
＋犮５σ

狌

ζ
＝ －犐δ（ξ－ξ０）

×（η－η０）δ（ζ－ζ０）． （１６）

当地表为水平时，地形函数的偏导数为零，公式

中犮１ ＝０，犮２＝１，犮３＝０，犮４＝０，犮５＝０公式与

水平地形的基本方程一致．

２　有限差分法数值模拟

２．１　网格剖分

在 （狓，狔，狕）域中，由于起伏地表的作用，在进

行近地表模型的网格剖分时，最重要的是考虑如何

对地表进行有益的网格剖分，既要符合所采用的方

法原理，也要符合电流场的物理机制，最好不要产生

不必要的由计算方法而引起的响应．本文在计算域

内采用正方体剖分，这样可以借用成熟的差分公式

，根据公式（２～４）的变换准则，但在相应物理域上并

非正交网格，而是相当于一种平均高差分配的相似

准则．

２．２　有限差分离散

对经过坐标变换后的公式（１６）进行离散化，采

取节点离散方法，相应的差分运算为内部节点采用

中心差分格式，边界节点采用向前差分或向后差分

格式，离散后的差分方程可以表示为

犮ｔｏｐ狌犻，犼，犽－１＋犮ｂｏｔｔｏｍ狌犻，犼，犽＋１＋犮ｌｅｆｔ狌犻－１，犼，犽

＋犮ｒｉｇｈｔ狌犻＋１，犼，犽＋犮ｆｒｏｎｔ狌犻，犼－１，犽

６９１
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＋犮ｂａｃｋ狌犻，犼＋１，犽＋犮犻＋１，犼，犽＋１狌犻＋１，犼，犽＋１

＋犮犻－１，犼，犽＋１狌犻－１，犼，犽＋１＋犮犻，犼＋１，犽＋１狌犻，犼＋１，犽＋１

＋犮犻，犼－１，犽＋１狌犻，犼－１，犽＋１＋犮犻＋１，犼，犽－１狌犻＋１，犼，犽－１

＋犮犻－１，犼，犽－１狌犻－１，犼，犽－１＋犮犻，犼＋１，犽－１狌犻，犼＋１，犽－１

＋犮犻，犼－１，犽－１狌犻，犼－１，犽－１＋犮狆狌犻，犼，犽

＝－
犐

Δ犞
δ（ξ－ξ０）δ（η－η０）δ（ζ－ζ０）．（１７）

这是由１５点差分格式组成的线性方程组．式

中：犮ｔｏｐ、犮ｂｏｔｔｏｍ、犮ｌｅｆｔ、犮ｒｉｇｈｔ、犮ｆｒｏｎ，犮ｂａｃｋ、犮犻＋１，犼，犽＋１、犮犻－１，犼，犽＋１、

犮犻，犼＋１，犽＋１、犮犻，犼－１，犽＋１、犮犻＋１，犼，犽－１、犮犻－１，犼，犽－１、犮犻，犼＋１，犽－１、犮犻，犼－１，犽－１

分别是节点 （犻，犼，犽）上、下、左、右、前、后、右下、左

下、后下、前下、右上、左上、后上、前上方的连接系数．

２．３　线性方程组的求解

将（１７）描述的差分格式组成的线性方程组，表

示成矩阵方程的形式

犃狌＝犳， （１８）

其中，犃是方程组的系数矩阵；狌是关于电位的列矢

量；犳是右端项（场源项）的列矢量．对于总节点数

犖 个时，构成系数矩阵为犖 阶的线性方程组，求解

此方程组确定各节点的电位值，从而表征电场的空

间分布．

线性方程组解法一般分为直接法和迭代法．直

接法有列高斯消去法、行高斯消去法、高斯—亚当消

去法、ＬＵ分解法等．迭代法包括共轭梯度法、双共

轭梯度法和加预处理的共轭梯度法等．鉴于上述待

求解的方程组的矩阵是大型、稀疏、带状特点，采用

吴小平［１４］采用的压缩存储方式，只存储系数矩阵的

非零元素，这可大大减少所需的内存，这对于研究三

维问题是必要的．本文采用ＬＵ分解的不完全乔勒

斯基共轭梯度法（ＩＣＣＧ）求解．

ＬＵ分解不完全乔勒斯基共轭梯度法的迭代格

式如下：

将犃分解为犾矩阵和狌矩阵

取初始向量狓
（０），并计算

狉
（０）
＝犫－犃狓

（０），

狆
（０）
＝犃

Ｔ（犾Ｔ）－１（狌Ｔ）－１狌－１犾－１狉
（０），

犻＝０

当狉
（犻）
＞ε时

狊＝狌
－１犾－１犃狆

（犻），

犪
（犻）
＝
（狉
（犻）Ｔ，狉

（犻））
（狊Ｔ，狊）

，

狓
（犻＋１）

＝狓
（犻）
＋犪

（犻）
狆
（犻），

狉
（犻＋１）

＝狉
（犻）
－犪

（犻）犃Ｔ（犾Ｔ）－１（狌Ｔ）－１狊，

犫
（犻）
＝
（狉
（犻＋１）Ｔ，狉

（犻＋１））

（狉
（犻）
Ｔ

，狉
（犻））

，

狆
（犻＋１）

＝狉
（犻＋１）
＋犫

（犻）
狆
（犻）．

犻＝犻＋１

３　数值模拟结果分析

根据上述理论，利用编制的起伏地表三维电阻

率法正演程序对几种常见的模型进行计算．

模型１：

水平地形模拟验证，给定三层一维介质模型，Ｋ

型曲线，第一层电阻率为５０Ω·ｍ，厚度５ｍ；第二

层电阻率为２００Ω·ｍ，厚度为５ｍ，第三层电阻率

为１０Ω·ｍ．本文方法与数字滤波方法计算的解析

解对比情况，见图１．利用有限差分计算的结果与解

析解结果误差不大于１０％．

图１　解析解与数值解的对比图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
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模型２：

为了验证本算法对起伏地形的计算效果，本文

设计了坡度角为２６．６°的三维山谷地形，如图２．网

格大小为４５×２３×１７ｍ，等间距剖分．山谷主剖面

（Ｙ＝０）跨度为１２ｍ．旁测线依次递减２ｍ，采用中

间梯度装置测量，ＡＢ＝４２ｍ．图３给出了不同测线

中间梯度法视电阻率曲线．可以看出，各条测线视电

阻率曲线与地形呈镜像，随着不同测线山谷范围的

变小，地形引起的异常幅度也变小．
图２　三维山谷地形示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒ３Ｄｖａｌｌｅｙｔｅｒｒａｉｎ

图３　山谷地形不同测线中间梯度法视电阻率曲线

Ｆｉｇ．３　Ａｐｐａｒｅｎｔｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｇｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｖｅｒｓｅｓｆｏｒｖａｌｌｅｙｔｅｒｒａｉｎ
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模型３：

设计了坡度角为２６．６°的三维山脊地形，见图

４．网格大小为４５×２３×１７ｍ．山脊主剖面跨度１２

ｍ．采用二极装置测量，ＡＭ＝２ｍ，记录点取ＡＭ 中

点．分别计算纯山脊地形、水平地形加低阻体、山脊

地形加低阻体的结果．围岩电阻率为１００Ω·ｍ，低

阻异常１Ω·ｍ，大小为４×４×４ｍ．从图５（ａ）可以

看出，二极装置视电阻率曲线形态与地形保持一致，

图５（ｂ）为水平地表时含低阻异常体的视电阻率曲

线，显得比较光滑．图５（ｃ）为山脊地形和低阻异常

体的混合异常．山脊地形改变了低阻异常体的曲线

特征．在水平地形上规则变化的异常，由于地形的影

响，在低阻异常背景上叠加了一个高阻信息．

图４　三维山脊地形示意图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒ３Ｄｒｉｄｇｅｓｔｅｒｒａｉｎ

图５　水平地形和山脊地形二极法测量结果

（ａ）纯山脊地形异常；（ｂ）水平地形低阻体异常；

（ｃ）山脊地形低阻体异常

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｍｅｓｕｒｅｍｅｎｔｓｏｆｐｏｌｅｐｏｌｅｍｅｔｈｏｄ

ｆｏｒｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｅｒｒａｉｎａｎｄｒｉｄｇｅｔｅｒｒａｉｎ

（ａ）Ｔｈｅａｂｎｏｒｍｉｔｙｏｆｓｉｍｐｌｅｘｒｉｄｇｅｔｅｒｒａｉｎ；

（ｂ）Ｔｈｅａｂｎｏｒｍｉｔｙｏｆｌｏｗｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｏｂｊｅｃｔｆｏｒｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｅｒｒａｉｎ；

（ｃ）Ｔｈｅａｂｎｏｒｍｉｔｙｏｆｌｏｗｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｙｏｂｊｅｃｔｆｏｒｒｉｄｇｅｔｅｒｒａｉｎ

模型４：

计算偶极测深法在山谷地形上的纯异常．山谷

地形如图２中所示．偶极装置属电位梯度测量法，通

过改变偶极之间的距离来增加勘探深度，一般成图

时采用断面等值线，其分辨率相对较强．地下为均匀

介质，电阻率为１００Ω·ｍ，记录点为ＡＮ或ＢＭ 中

点，偶极法在山谷地形（Ｙ＝０）测线上断面图如图６，

纵坐标取视深度－ＯＯ′／２．在山谷的正下方存在异

常的极小值，最小可达到０．２倍的背景值，在山谷两

侧的拐点处有异常的极大值，最大可达到１．６倍的背

景值．可见，地形对偶极测量的结果影响也很大．

图６　山谷地形偶极测深法视电阻率拟断面图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｐｓｅｕｄｏｓｅｃｔｉｏｎｍａｐｏｆｄｉｐｏｌｅｅｌｅｃｔｒｏｄｅ

ａｒｒａｙｍｅｔｈｏｄｆｏｒｖａｌｌｅｙｔｅｒｒａｉｎ

４　结　论

在稳定电流场的数值模拟中，采用网格映射的

办法来解决难以处理的起伏地表问题是有效可行

的，结合有限差分法对较缓地形的三维电阻率法进

行数值模拟效果较为理想．从计算的结果上看，地形

对电阻率法中不同装置影响各异，中间梯度法的视

电阻率曲线形态与地形呈镜像对称，二极法、偶极法

的视电阻率曲线形态与地形起伏保持一致，在地形

拐点处（曲率变化较大）的测量结果影响最大，在资

料解释的时候必须尤为注意．
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