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地基极限荷载的广义极限平衡法 

黄传志 

(天津港湾工程研究所。天津 300222) 

摘 要：将屈服函数的极值条件作为土体极限分析的基本方程之一，与平衡方程、屈服条件一起构成了一个完备的极 

限平衡问题 (荷载边界条件问题)。由速度场与滑动面族关系的速度方程，可以建立一种新的极限分析方法 一广义极 

限平衡法。应用广义极限平衡法获得了地基极限荷载的近似计算公式。极限荷载的极值定理与计算结果证明：只要选 

取的滑动面 (族)接近于真实的滑动面，所得的极限荷载近似值就接近于真解。 
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Generalized limit equilibrium method of ultimate load on foundation 

HUANG Chuan—zhi 

(Tianjin Port Engineering Institute，Tianjin 300222，China) 

Abstract：The extreme conditions of a yield function，which was used as one of the fundamental equations for ultimate analysis 

of soil mass。together with the equilibrium equation and yield conditions，constituted a complete limit equilibrium problem (a 

problem of boundary conditions of a load)．Th e velocity field and the velocity equation of the slip surface fam ily may be used 

to establish a new ultimate analysis method-Generalized Limit Equilibrium Method．An approximate formula for calculating 

the ultimate load on a foundation was derived by using the generalized limi t equilibrium method．The extremum theorem of an 

ultimate load and the results of calculation proved that if the chosen slip surface(family)cam e near to the genuine slip surface， 

the obtained  approximate value of an ultimate load was more close to the genuine solution． 

Key words：ultimate load；virtual work equation；slip surface；velocity field；generalized limi t equilibrium method 
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众所周知，基于关联流动法则的上限定理，是上 

限解法的基础。对于极限荷载问题，上限解法的解题 

过程为：①假定滑动面；②构造速度场；③按照虚功 

方程计算极限荷载【l_2】。 

将屈服函数的极值条件作为土体极限分析的基本 

方程之一，极限荷载的上、下限定理就可以得到严密 

的证明；由速度场与滑动面族关系的速度方程【3】，在 

假定滑动面的情况下，速度场就可以由速度方程解出， 

进一步地就可以按照虚功方程计算极限荷载。显然这 

较上限解法的速度场需要人为构造无疑是一个进步。 

因为定理成立 (包括基于关联流动法则的上限定 

理)的主要条件之一是滑动面是真实的滑动面；真实 

的滑动面是很难得到的，如果假定的滑动面不是真实 

的滑动面，则不能证明定理是成立的；这样就没有根 

据说，得出的近似解就是上限解。 

所以称相应的解题过程为广义极限平衡法。下面 

应用广义极限平衡法求解极限荷载。 

1 速度场不连续情况的虚功方程 

实际问题中，为了使选取的滑动面尽可能接近于 

真实的滑动面，一般是将土体可能破坏的区域分成若 

干个区域，每个区域选取不同的滑动面。这样获得连 

续的速度场就较难，可直接考虑有速度间断面的情况。 

下面以有两个速度间断面为例给出虚功方程。 

设厂n，厂m为两个速度不连续面，并将区域 (D) 

分割成A， ，C三个区域 (见图 1)。 

图 1分区示意图 

Fig．1 Schematic diagram of divided areas 
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这时，应当分区建立虚功方程。记厂n，厂m的斜 

率为 ，h'm； ，V 为A区速度场在厂n上的值。在 

A区有 

J[=[( 一 )V：一( 一 ) ] dx 
=一 [ (V： — )+ (V： 一 )] dx一 

『『[ (警+ d础+e (1) 
在 区同样有 

[ (VzB— )+ (V：e 一 )] dx 

= 一f rom(VzB— )+ (V擅h'm一 )]厂mdx一 
一  + d础 + (2) 

在C区有 

(V：c— )+ (Vzch'm—V正)] dx 

= 一  [( 一 )V：一( 一 ) ]厂b 一 

：

一  (警+誓)]dz + [c(v~+h'vz)]厂3 。(3) 
式中 C， =tantp为地基土的强度指标； 为地基土 

的重度，h’为滑动面的切线斜率； ，V：为速度分量； 

， ， 为应力分量。 

极限荷载的计算可以按以下步骤进行：先用式 

(3)得出I'm上的 ， ，代入式 (2)后，又能得 

出厂n上的 ， ，最后代入式 (1)后，就可以计算 

边界面 匕的极 限荷载了。 

2 常用的滑动面族与速度场 
目前常用的滑动面有平面、对数螺旋面、圆弧面 

等，这里讨论这几种滑动面的相应速度场。 

当滑动面族为平面：h’=常数，由速度方程 容 

易得出 

Yx A(1+ )(z—h'x)／(1+h )，} 
v =A( 一 )(z—h'x)／(1+h )。l 

当滑动面族为一般螺旋面 
— XR=R exp(一kO)cos0，l ⋯ 
Z—ZR=R exp(一kO)sin0。 J ～ 

式中 k=tan 为一任意常数。当k= 时，滑动面 

是常用的对数螺旋面。当k=0时，滑动面变为圆弧 

面。由速度方程可以解出速度场为 

Yx=A[(1+k2)z+(k一2)x]exp[2(2一k)arctanu]，I， 

V =A[(七一2)z一(1+k2)x]exp(2(2一k)arctanu]。I 

其中 = —XR，Z=Z—ZR，U= ／Z。 

图 2滑动面示惹图 

Fig．2 Schematic diagram of slip surface 

在A区滑动面为平面： ’= =tan(-~+罢)。(7) 
区滑动面为一般螺旋面： 

h’= =(kz-x)／(z+ )。 (8) 

C区滑动面为平面：h’= =-1／h"。 (9) 

这样滑动面满足表面边界条件： l：：o=0。 
为使滑动面光滑，应有 

=等 2 = +詈 (10) 
并容易获得滑动面与A， 交界面及与 B，C交界面的 

坐标点( ，Z1)及( 2，Z2)。 

应用前面得出的速度场，容易组合出连续的速度 

场。将滑动面与相应的速度场代入虚功方程 

；b(CrzVz) dx=一f(gV：) dx一 

『『[ 一 (警+誓)]dz -I-￡[c( + 'Yz)]rdx。(11) 
计算式中的积分；并由一b是基础底面上任意一 

点，求解这个积分方程，得极限荷载的分布为 

P =g?v +cⅣc— Vy， 一B 0。 (12) 

式中 Nq= exp(2n)， (13) 

= ÷(Ⅳq一1)， (14) 
^  

Nr- [ ( exp( ( +2 +1一 ]。 

(15) 

， 和目前常用的公式相同【4 ；N 中含有任意常 

数k，如果k= 则与应力场方法得出的公式是相同 

的 。表 1为Ⅳ 的计算结果( =rofp)。 

ro=(2．2+2)(2-tanT~)／(1+2．22 )。 (16) 
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表 1中特征线法的结果是q／( )=0．1，c )=0．2 

时的计算值 。 。 

显然，只要适当选取k，计算的极限荷载与特征 

线法结果就很接近。 

表 1Ⅳ 计算结果 

Table 1 Calculated results ofNy 

4 螺旋面一螺旋面一平面计算模式 
对上面的极限荷载问题 ，并考虑水平荷载 ： 

I：：。=P =tan6(p：+c／2)来导出极限荷载的计算 
公式。 

4．1 滑动面族 (见图 3) 

图 3滑动面不意图 

Fig．3 Schematic diagram of slip surface 

在 A区 (0o 0≥0i)，滑动面为常用螺旋面： 

RA=易exp( )sin ／sin(Bo一 ) 。 (17) 

当滑动面的入土点(一b)不同时，( ，Z )也是变 

动的。 

由屈服条件与屈服函数的极值条件【3】，基础底面 

的滑动面族边界条件： 

’ 

= —

2(2
—

- t an 8 )+ ~／(1 +22 )(2 2-
一

tan2 8)
／'／ 。 (18) n=—————————————————————————— —————————一 。 I l ) 

十tan f1+2 ) 

所以 Oo=arctan[一(1+ )／( 一 )]。 (19) 

在 区 (01 0 )，滑动面为常用螺旋面： 

R = 【一sinOo+E0l sin01]／sin(0o— )， (20) 

式中 Eff=exp(2(0~一0j))。 (21) 

容易验证：在A，B的交界面，滑动面是光滑的。 

C区滑动面为平面： 

h’= =tan0~。 

为使在 B，C交界面处滑动 面是光滑 的，应有 

：  一 里
。 (22) 

4．2 速度场 

tA区， (23a) 
Vz=一xA j 

V l B区， (23b) 
Vz 一XAvj 

二硌
h'x) ad (2h'

’

)。 (23c) 
v。=(z一 。j 一 

这个速度场在A，B交界面处是不连续的。 

4．3 极限荷载的计算公式 

在A区：将速度场代入虚功方程，有 

上 卜 0 + 0zR 

=一 【 (1+taJ1 两 。 + -xdzdx+ 

￡【 +晦1+tan 007~tx。 (24) 
由于B，C两区的速度场是连续的，所以虚功方 

程可合并为 

o-(1+tan ) 】 dx=f』 一 

筹 az叫 q等枷+ 
： 一 (1+tan ) 。 (25) 

计算式 (25)中的积分，并求解这个积分方程得出A、 

B交界面处的法向应力()-。将其代入式 (24)，并求 

解这个积分方程，可得单向破坏模式的极限荷载沿基 

础底面的分布同样为式 (12)，只是式中的 

Ⅳ ：—
2E~oexp(22(00

—

- 02))c0s202
， (26) 一 

tan 6sin 一cos0o 、 

Ⅳc= 1(Ⅳq一1)， (27) 
， 0 

Ⅳ 墨曼二! 璺 墨 二 (28) 
tan6sin0o—cOS0o 

E =[sin~1一sinao／Eo1]／sin(Oo— )， (29) 

gn 赢 [ -(sin 一32cos00一 
(sin02—32cos02)]+2 sin02 COS ，(30) 

g = [sinOo一3 s 一 I(sin 一3 s 一 

sin0o[(COS0l+2sin )(1一El0)／2+ 

cosO~(e?o sin20l——sin20o)—— 

sin ( cos20l—cos20o)]／4 。 (31) 
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Ⅳq，Ⅳc，N 中还含有未知参数01，是一个可 

供选择的参数。 

4．4 计算结果 

基础宽度内的总极限荷载为 

P~／(rB ) q-~--N +嘉Ⅳc十 I 。 (32) 
适当的选取参数 ，应用上述的计算公式，可以获得 

与特征线法十分接近的极限荷载。如 

q =(q2+c)／(rB)， (33) 

=So一0．5(9—8)exp[1．6(1+ 

( 一tan (1一 ))／(1+18q。)】／(1+1．5q。)。 (34) 

计算的总极限荷载如表2，表中： = ／( )： 

。
为精度很高的特征线法结果【5 】。对不同的q／ 

( })，c })，计算结果与特征线法很接近。 

5 广义极限平衡法的特点 

(1)广义极限平衡法是对应一个完备极限平衡问 

题的求解方法，如果选择的滑动面 (族)是真实的滑 

动面，获得的极限荷载必是精确解。在假定的滑动面 

条件下只能得出近似解：极限荷载的极值定理 与计 

算结果说明：如果选择滑动面接近于真实的滑动面， 

计算的极限荷载就接近于特征线法的计算结果。 

(2)广义极限平衡法在不需要对土体所受的力 

做任何假定与简化的条件下，拓广了可供选取的滑动 

面。从理论上说，只要由速度方程可以确定出速度场 

的滑动面族，均可以作为可供选择的滑动面族。这较 

极限平衡法只能取对数螺旋面 J(其他的滑动面须对 

土体受力做出假定或简化才能进行解题)有很大的进 

步。 

(3)上述的广义极限平衡法所对应的土体破坏模 

式是场破坏模式，即要求滑动体内的土体处处满足屈 

服准则，可以得出极限荷载的分布。这对讨论地基土 

的局部破坏、确定设计荷载条件下的地基承载力问题 

是重要的。例如，均质土地基的极限荷载P，( )是后 

顷的，当设计荷载 P、，( )前顷时，如果总极限荷载与 

总设计荷载相同，则地基土已有较大的局部区域是破 

坏的 (见图4)。不得出极限荷载的分布，就不能分析 

地基土的这种局部破坏。 

(4)场破坏模式的广义极限平衡法的解题过程与 

极限平衡法、上限解法的主要区别之一是不再需要极 

小化过程。原因是在极限荷载计算公式的导出过程中 

已考虑了屈服函数的极值条件。而极限平衡法与上限 

解法在导出过程中没有应用屈服函数的极值条件，所 

以尚需对相应的极限荷载计算公式施行极小化过程。 

图 4局部破坏示意图 

Fig．4 Schematic diagram of local failure 

6 结 语 
将屈服函数的极值条件作为土体极限分析的基本 

方程，与平衡方程、屈服条件构成了一个完备的极限 

平衡问题 (荷载边界条件问题)。在此基础上建立的广 

义极限平衡法将为地基极限承载力、极限土压力、边 

坡稳定等问题提供新的研究方法。应用广义极限平衡 

法 (包括面破坏模式的广义极限平衡法，另文介绍) 

获得公式简单、计算精度高的地基极限承载力 (包括 

土压力、边坡稳定)计算方法，值得进一步研究。 
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