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电偶源频率电磁测深三维地电模型有限元正演"

阎 述 #西安交通大学电子与信息工程学院微波与光通信研究所 $%&&’()
陈明生 #煤炭科学研究总院西安分院 $%&&*’)

摘要 在有源变频测深#包括可控源音频大地电磁测深 +,-./)的三维有限元正演中0应用
了吸收边界条件和边元有限元算法0计算精度为 12左右0基本上可满足电偶极源三维地电模型情
况下频率电磁测深响应特征的分析3同时由于广义变分概念的引入0可使泛函的变分原理应用于有
耗媒质电磁场问题3
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8 引言

地球物理电磁场的计算是一开放域问题0由于
源的加入0使人工截断处边界条件的确定更加困难3
与线源频率电磁测深二维有限元正演相比9%:0点源
三维正演0不仅地电构造的几何结构0而且场矢量的
特征都使问题变得复杂化0许多二维分析中不存在
的问题在三维中出现了0需要以特别的方式加以解
决3

; 三维地电模型电偶源谐变电磁场方程及定解条
件

设大地仍为分区均匀<线性<各向同性<非色散
的导电媒质0由含源情况下谐变电磁场#谐变因子

=>?@A0@为圆频率)微分形式的麦克斯韦方程组9%:出
发0导出关于电场的矢量波动方程B

C7DEF G7DEH> ?@IJK0 #%)
其中 G7H@7ILF?@IMN

DEOO电场强度0PQRN

JKOO源电流密度0-QR7N

IOO磁导率0SQRN
LOO介电系数0TQRN
MOO电导率0,QR3
求解在空中及地下两个区域进行0取直角坐标

系如图 %0图中 +UVW面是空气与大地的分界面3将
人工边界截成正六面体包围求解区域0且使边界远

"国家自然科学基金资助项目#编号B’(5$’71()

离异常体0使在边界上由异常体引起的二次场衰减
为零3这样在边界上大地仍作为水平均匀分层媒质
或均匀半无限媒质考虑0边界条件由一维情况下电
磁场传播规律决定3
图 7是一放置在地表的电偶极源0它产生的电

磁波按传播路径可分为天波<地面波和地层波3由于
频率测深利用的电磁波频率较低#频率范围BXY&6%
Z[ZXY%&1S\)0故不用考虑天波0只须考虑地层
波#以 ,%表示)和地面波#以 ,&表示)的作用3
;68 地中下边界
在相当深的地层中0可认为电磁场已衰减为零0

因此在 ]T̂ _面上取第一类边界条件

DEH &3 #7)

图 % 坐标系与外边界

图 7 地表偶极源电磁波的传播
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虽然第一类边界条件在有限元方程中不是自然满足

的!还须做特别的处理!但毕竟是简单的"
#$# 地中侧边界
应选在离源足够远处"由地表偶极源电磁波传

播的规律可知!地层波 %&离开源一段距离后会衰减
殆尽!电磁波在地下的波长和速度较空气中小得多!
由于某一时刻地面波 %’和地层波 %&的波程差!在
地面附近形成一个近于水平的波阵面!造成一个几
乎是垂直向下传播的水平极化波%("随着与场源之
间距离的增加!场区从近区)中区!过渡到了远区!在
地中侧边界 *+,-)+./,).01/)0*-1上!电磁场
的传播方向与边界面的法向垂直2

345 678 9:" ;<=
由于处于远区场中的地中侧边界取在离横向不

均匀体足够远的地方!使得该处电磁场沿深度的分
布可看作与地下为一维介质时的分布相同"此时可
以用两种方式给出地下侧边界上的边界条件2一种
是采用齐次第二类边界条件>一种是采用强加的第
一类边界条件的方式!通过计算出水平层状介质中
的电磁场分布给出边界上的值?@ABC"在实际的计算
中!我们较多采用第一种方式"
#$D 空中边界
空 中 边 界 由 EF+*)FG.+)HG.0)EH0*及

EHGF组成"在空中由于场的衰减;空间衰减=很
慢!要满足边界处场量为零的要求是比较困难的"因
此对空中边界应特别加以考虑"在此引入吸收边界
条件?I!JC"
为方便起见!将空中边界用 K’表示"设想将空

中边界处的电场 34加一算子 L后使其为 ’!即

L34MK’N ’" ;B=

在空中区域内电场所满足的矢量波动方程为

O@34P Q@’34NR STU’VW! ;I=
式中 Q@’NT@X’U’"
在空中边界处 34由源电流的辐射场和大地的

反射场;散射场=组成"在边界处这两个场都是向外
传播的!总场 34是待求量!且满足辐射条件"故满足

;I=式且向外传播的场以球坐标可以表示成

34;Y!Z![=N \SQ’Y]
^

9N’
34;Z![=_Y;9P&=" ;J=

类似于 ‘阶标量算子的特性!定义算子 L‘ 消
除;J=式中的前 ‘项!由此可得矢量吸收边界条件"
其过程如下2
定义微分算子 a‘为

a‘;34=N Y:5 O 5 34R ;SQP ‘Y=3
4! ;b=

式中 ‘N’!&!@!c>Y:是辐射方向的单位矢量"
将;J=式代入;b=式!当 ‘d’!9d’时!得到

a‘;\SQ’Y349e;Z![=_Y9P&=
N;9R‘=\SQ’Y;349;Z![=_Y9P&=! ;f=

下标e表示的是34的 Z![分量"同样对于‘d’!9d
’还可得到

a‘Oe;\SQ’Y349Y;Z![=_Y9P&=
N;9P&R‘=Oe;\RSQ’Y;349e;Z![=_Y9P@=! ;g=

下标 Y表示 34的辐射方向"
算子 L‘定义为

L‘;34=N;a‘R&=‘;34e=Ph;a‘=‘R&;Oe34Y=! ;&’=
其中!‘N&!@!<!c!h为任意常数!算子 a‘R&)a‘

的上标 ‘)‘R&的意义是将相应算子应用 ‘及 ‘
R&次"将 a‘!a‘R&反复作用于;f=);g=得到

L‘;iRSQ’Y34;Z![=_Y9P&=N;9P&R‘=;9P@R‘=c95
;iRSQ’Y349e;Z![=_Y9P&P‘=Ph;9P&R‘=;9P@R‘=c;9j&=
5Oe\RSQ’Y;349Y;Z![=_Y9P‘=" ;&&=
根据文献?gC!349YN’!从;&&=式可见!当 9N&!

@!c!‘R&时!它的右端项为零!也就是说算子 L‘
消除了式;J=中的前‘项"因为球面坐标中算子L‘
本身包含了因子 &_Y!所以当 9k‘R&时!;&&=式中
右端的每一项都正比于 &_Y9P‘P&"

L‘;34=N’就是空中边界 K’上的近似吸收边
界条件"随着 Y的增加!这种近似的精度提高"
为了使算子 L‘ 的形式更通用!下面对一阶算

子 L&!二阶算子 L@做如下变换2
根据式;&’=对 L‘ 的定义!可写出 L&!L@的另

一种表示式2
L&;34=N;a’=&;34e=Ph;a&=’;Oe34Y=! ;&@=

L@;34=N;a&=@;34e=Ph;a@=&;Oe34Y=" ;&<=
由;f=式得到

a’;34e=NY:5O534e!
所以 L&;34=NY:5O534eRSQ’34ePhOe34Y

NY:5O534eRY:5O534Y
RSQ’34ePhOe34Y" ;&B=

将矢量运算性质 Y:5O5O534Y代入上式得

L&;34=NY:5O534eRSQ’34YPh;R&=Oe34Y" ;&I=
类似地!得出

L@;34=NR;@SQ’P @Y=Y
:5O534eR

SQ’
@SQ’P@_Y3

4
eP

O5;Y:O534=P;hR&=Oe;Ol34e=P
SQ’;@Rh=Oe34Y" ;&J=
吸收边界条件的物理解释是!在人工截断的边

界处!使尽可能少的功率从边界处被反射回来"至于
上述吸收边界条件表达式中的任意常数 h!当令 h
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!"时#则$"%&式退化为三维场的索末菲$’())*+,
-*./&辐射条件

.0)
123
1456789:;<1=678>!<?

在有限元中#较好的选择是令 @!A?

B 三维电磁场边值问题的等价变分问题

BCD 广义变分原理
有限元以变分原理为基础?例如对于矢量偏微

分方程的边值问题

E78!F# $"G&
如果算符 E是自伴的#即

HE78#I8J!H78#EI8J# $"K&
并且是正定的

HE78#78J
J< 78L<#
!< 78M !<

# $"N&

那么通过求泛函 O$78&的极小值#即令

PO$78&!<# $A<&
可求出原边值问题的解?
在上面的式子中#I8表示与 78满足相同边界条

件的任意函数#尖括号表示如下定义的内积

H 78#I8J!QR78SI8T/R? $A"&

R表示问题的区域#星号表示复共轭?
但是#对于一般来讲是有耗媒质的地球物理问

题#我们将其矢量波动方程$"&式重写为

5A789;A78!UVWXYZ? $AA&
式中算符 E!$5A9;A&是复数或复函数#因此是非
自伴的#而且也无所谓是正定的?这意味着$AA&式的
解可能并不对应着泛函的极小值?仔细考察泛函极
值问题的证明过程#可以发现4K#N>#虽然算符的自伴
性质是必要的#但其正定性质则是不必要的?我们的
最终目的是求解$AA&式#因此如果这种变分原理存
在某种不足#则是由自伴条件引起的?对此#引入广
义变分的概念?
在广义变分中#将内积重新定义为

H 78#I8J!QR78SI8/R? $A[&

这样定义的内积通常叫做对称积#而式$A"&定义的
内积通常称为希尔伯特$\0.]*+̂&空间中的内积?定
义$AA&式的直接结果是_对于复数问题#用广义原理
推导出的泛函是复数量?显然对于复泛函#其极小
值‘极大值及拐点都是没有意义的?因此可用a驻定
的b或a驻定性b来描述条件 PO$78&!<?
BCc 三维矢量波动方程的等价变分
根据广义变分原理

O478>!HE78#78JUAH78#FJ# $Ad&
依照与文献4">中类似的步骤#对于公式$AA&可构造
如下的泛函_

O478>!U "
XQe$5A789 ;A78&78/eU AQe78SVWYZ/e

!U "
XQe$78S5A78/eU "

XQe;A7A/e
U AVWQe78SYZ/e? $A%&

对于恒等式

"
X5f47

86$5678&>

! "X4$567
8&AU78f$565678&>#

考虑到5f78!<#故有

"
X5f47

86$5678&>

! "X$567
8&AU "X7

8f5A78? $Ag&

对$Ag&式两边进行体积分#并应用高斯散度定理#有

U "
XQe785A78/e

! "
XQe$567&A/eUhi786$5678&S/iZ?

$AG&
将$AG&式代入上面泛函$A%&式中有

O478>! "
XQe4$5 6 78&A/eU ;A7A>/eU

AVWQe78SYZ/eUhi786 $5 6 78&S/iZ?$AK&
这里导出的变分问题连同上节给出的边界条件#便
是有限元法解三维电磁场问题的出发点?
对于三维地电结构来讲#存在多种媒质?可将方

程$AK&分别应用于各分区均匀媒质中#而在媒质的
分界面上通过衔接条件相联系?
设有相邻的两种媒质#区域 e"为媒质 "#区域

eA为媒质 A#i"‘iA分别为 e"‘eA的外边界面#i<为
两种媒质的分界面?又设 iU< 表示位于 e"中无限接
近 i<的分界面#i9< 表示位于 eA中无限接近 i<的
分界面#iU< 和 i9< 的法线方向相反?在 e"中使用

$Ag&式及高斯散度定理#
"
X"Qe"5 S47

8
"6 $5 6 78"&>/e

! "
X"hij9iU<7

8
"6 $5 6 78"&S/iZ

! "
X"Qe"4$5 6 7

8
"&A9 78"S5A78">/e? $AN&

同样#在 eA中有

"
XAQeA5 S47

8
A6 $5 6 78A&>/e

fA%f 煤田地质与勘探 第 AK卷

万方数据



! "
#$%&$’&()*

+
$, -. , *+$/01&2

! "
#$34$5-. , *

+
$/$’ *+$0.$*+$6147 -8)/

将-$9/:-8)/两式中的面积分相加;
"
#"%&"’&()*

+
", -. , *+"/01&2’

"
#$%&$’&’)*

+
$, -. , *+$/01&2

! "
#"%&"*

+
", -. , *+"/01&2’

"
#$%&$*

+
$, -. , *+$/01&2’

%&)-*
+
",

. , *+"
#" ( *+$

. , *+$
#$ /01&27-8"/

根据矢量混合积的性质

-<=,>=/?@A!<=?->=,@A/;
以及电场与磁场间的关系

.,*+"!BC#"DE"F .,*+$!BC#$DE$F
则-8"/式右边第三项

%&)-*+",
. , *+"
#" ( *+$

. , *+$
#$ /01&2

!%&)5-GH, *+",
. , *+"
#" ( -GH, *+$

. , *+$
#$ /01&

! BC%&)5-GH, *+"0DE"( -GH, *+$0DE$61&7
在媒质的分界面上电场的切向分量连续;如果
磁场的切向分量也连续的话;则上式为零7这样

-$9/:-8)/两式合写成

"
#%4"’4$. 05*

+, -. , *+/614

!%4"’4$. 05*
+, . , *

+

# 614

!%&"’&$5*
+, . , *

+

# 61&2

!34"’4$
-. , *+/$’ *+.$*+

# 147

移项后

(%4"’4$
*+.$*+"
# 14

!34"’4$
-. , *+/$

# 14

!%&"’&$*
+, . , *

+

# 1&27 -8$/

由此可知;对于频率电磁测深及可控源音频大
地电磁测深-IJKLM/;在求电场时;虽然在不同媒
质分界面上电场的切向分量总是连续的;但是由于
电场与磁场之间的相互作用;还要求磁场的切向分
量也连续;这样在用有限元方法求解时才能不必考

虑内边界7在地球物理问题中;这个条件在大多数情
况下是满足的7式-8$/与式-$N/完全相似;所以在单
一媒质中导出的有关结论完全适合于多种媒质的情

况7
当边界条件为非齐次时;可依文献5")6中的方

法处理;在文献5O6中这种处理方式称为修正的变分
原理7

P 三维电磁场问题中的边元有限元

频率电磁测深三维正演与其二维正演58;"6相比;
又出现了自身的问题7在求解三维电磁场时;经典的
有限元法-点元有限元/存在某些缺陷5Q;O6;因为点元
法不能保证代表电磁场的矢量所满足的连续性条

件7传统的处理方法大致有两种R一种是先求中间位
函数;如磁矢量位或电矢量位;再由中间位函数求电
场或磁场;这样做损失了计算精度7另一种方法是罚
函数的方法;通过加罚解决这个问题;但是得到的结
果也往往不能完全令人满意7而边元有限元法可以
有效地解决这个问题7
边元有限元是一种矢量有限元;与点元有限元

不同的是;其矢量基函数与剖分单元的边相关;它有
三个特点R

ST边元有限元以待求矢量 *+在单元每条边上
分量的平均值为插值离散值F

UT边元有限元的插值函数是单元关于每条边
的矢量形状函数F

VT边元有限元规定相邻单元交界处两侧的待
求矢量按其切向分量连续;这就满足了电磁场的本
性边界条件;即在不同媒质的交界面上;电场的切向
分量连续F当不存在面电流时;磁场的切向分量连
续7
PTW 边元有限元法的矢量形状函数的构成
在三维边元有限元中;矩形块单元和四面体单

元是最简单的两种基本单元;现以这两种单元为例
说明其矢量形状函数的构成7
图 8X是矩形块单元;它在Y:Z和[方向的边长

分别记为 \]Y:\]Z和 \][;其中心位于-Y]@:Z]@:[]@/7如果每
条边被赋予一个常切向分量;那么该单元中的各场
分量可展开为

*]Y!^
_

B!"
‘]YB*]YB;

*]Z!^
_

B!"
‘]ZB*]ZB;

*][!^
_

B!"
‘][B*][B7 -88/
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其中

!"#$% $
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,./
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如用表 $定义各棱边/则展开式)00.或用矢量表示
为

34"%5
$,

6%$
!7"634"62 )01.

表 8 矩形块单元各边与端点的编码

棱边 6 结点 6$ 结点 6,
$ $ ,
, 1 0
0 9 :
1 ; <
9 $ 1
: 9 ;
< , 0
; : <
= $ 9
$> , :
$$ 1 ;
$, 0 <

表 ? 四面体单元各边与端点的编码

棱边 6 结点 6$ 结点 6,
$ $ ,
, $ 0
0 $ 1
1 , 0
9 1 ,
: 0 1

图 0 计算单元

)@.矩形块单元A)B.四面体单元

其中/当 6%$/,/0/1时/

!7"6%!"#6#C/!7"6+1%!"’6’C/!7"6+;%!"(6(C2 )09.
由此可见/矢量基函数具有零散度和非零旋度/

而且保证待求场量在穿越棱边与穿越单元面时的切

向连续性2
矩形块单元的缺点是只适用于有限类的几何结

构2当处理不规则几何形状的问题时/四面体单元有
较强的适应性2与矩形块单元不同/四面体单元的棱
边不必平行于 #D’或 (轴/因此它的矢量形状函数
的展开式也较难想像2图 0B是四面体单元/用表 ,
定义各棱边/利用一般四面体单元的线性插值函数/
在此记为)E"$/E",/E"0/E"1./考察矢量函数

F7$,%E"$GE",-E",GE"$2 )0:.
首先/有GHF7$,%>/GHF7$,%,GE"$IGE",/其次
设 "C$表示从结点 $指向结点 ,的单位矢量2由于E"$
是从点 $处的 $变化到点 ,处的 >的线性函数/所
以

"C$HGE"$%-$J&"$/ "C$HGE",%$J&"$2

&"$表示连接点 $和 ,的边长2因此

"C$HF7$,%
E"$+E",
&"$

% $&"$
2

这表示 F7$,沿边)$/,.有一个常切向分量/而沿其它
五个边上没有切向分量2并且只有在包含棱边)$/
,.的单元及水平面上有切向分量/而在其它单元小
平面上没有切向分量2由此可见/F7$,具有作为与棱

边)$/,.相关的场的矢量基函数所需要的特性2如果
定义该棱边为 $/则有

!7"6%F7$,&"$%)E"$GE",-E",GE"$.&"$2
类似地/可有棱边 $的矢量基函数

!7"6%F76$6,&"6%)E"6$GE"6,-E"6,GE"6$.&"62 )0<.
KL? 单元矩阵的计算
当将边元有限元的矢量基函数用于一个矢量波

动方程的三维有限元离散时/所得的单元矩阵包含
下面两个积分M

346N%OP")G I !7"6.Q)G I !7"6.QRP/)0;.
S46N%OP"!7"6Q!7"NQRP2 )0=.
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对矩形块单元和四面体单元!可解析计算这两个积
分"
矩形块单元#将式$%&’代入式$%(’!可得到

)*+,-

*+.. *+./ *+.0
*+/. *+// *+/0
*+0. *+0/ *+0

1

2

3

40

"

其中

)*+..,-56+)789
+
.:

7/
789+.:;

7/ < 789
+
.:

70
789+.:;

70 ,=6

- >
+
.>+0
?>+/
)@A,<

>+.>+/
?>+0
)@B,!

)*+//,-56+)789
+
/:

70
789+/:;

70 < 789
+
/:

7.
789+/:;

7. ,=6

- >
+
.>+/
?>+0
)@A,<

>+/>+0
?>+.
)@B,!

)*+00,-56+)789
+
0:

7.
789+0:;

7. < 789
+
0:

7/
789+0:;

7/ ,=6

- >
+
/>+0
?>+.
)@A,<

>+.>+0
?>+/
)@B,!

)*+./,- )*+/.,;-C56+789
+
.:

7/
789+/:;

7. =6

- >+0
?)@%,!

)*+0.,- )*+.0,;-C56+789
+
.:

70
789+0:;

7. =6

- >+/
?)@%,!

)*+/0,- )*+0/,;-C56+789
+
/:

70
789+0:;

7/ =6

- >+.
?)@%,"

且有

)@A,-

B CB A CA
CB B CA A
B CA B CB

1

2

3

4CA A CB B

!

)@B,-

B A CB CA
A B CA CB
CB CA B A

1

2

3

4CA CB A B

!

)@%,-

B A CB CA
CB CA B A
A B CA CB

1

2

3

4CA CB A B

"

对于$%D’式中的积分!有

)E+,-

E+.. F F

F E+// F

F F E+0

1

2

3

40

"

其中!E+GG-56+89+G:89+G:;=6

- >
+
.>+/>+0
%?

H B B A
B H A B
B A H B

1

2

3

4A B B H

"

式中 G-.!/!0"
四面体单元#对式$%I’取旋度

JK9L+M-B>+MJN+MAKJN+MB

- >+M
$?6+’B)$O

+
MAP+MBCP+MAO+MB’.Q<

$P+MAR+MBCR+MAP+MB’/Q<$R+MAO+MBCO+MAR+MB’0Q," $HF’
其中!R+MSO+M和 P+M的定义与一般线性四面体单元中的
定义相同"将$HF’式代入$%(’式!得到

*+MT-
>+M>+T6+

$?6+’H)$O
+
MAP+MBCP+MAO+MB’$O+TAP+TBCP+TAO+TB’<

$P+MAR+MBCR+MAP+MB’$P+TAO+TBCP+TAP+TB’<
$R+MAO+MBCO+MAR+MB’$R+TAO+TBCO+TAR+TB’,"

对$%D’式中的积分!应用$HF’式给出的表达式!
可得

9L+MU9L+T-
>+M>+T
$?6+’B)N

B
MAN

B
TAVMBTBCN

+
MAN

+
TBVMBTA<

N+MBN
+
TAVMATB<N

+
MBN

+
TBVMATA,"

其中!VMT-R+MR+T<O+MO+T<P+MP+T"将上式代入$%D’式!并利
用通用积分公式)AA,

56+$9+A’W$9+B’>$9+%’X$9+H’Y=6
- WZ>ZXZYZ
$W< >< X< Y’Z?6

+!

便可得到各 E+MT的表达式"

[ 计算精度

采用如前所述的空中吸收边界条件及三维边元

有限元算法!为验证计算精度!我们计算了均匀半空
间和水平三层大地两个模型!对这两个模型均进行
了 BD个点的计算"与数字滤波算法相比!两个模型

BD个计算点结果的相对偏差的均方根值分别为

B\?]及 %\F]!其结果分别示于图 HS图 &"

^ 结束语

地球物理电磁场的计算是一开放域问题"由于
源的加入!使人工截断边界处边界条件的确定更加
困难"本文用满足三维电磁场辐射条件的吸收边界
条件处理了空中的边界"边元有限元在三维场的计
算方面是一个尝试!它使其矢量基函数与剖分单元
的边相关!从而保证待求矢量在单元边界上满足电
磁场的本性边界条件"在应用了空中吸收边界条件
和边元有限元后!计算精度为 %]左右!基本上可以
满足电偶极源三维地电模型情况下频率电磁测深响

U&&U第 %期 阎述!陈明生#电偶源频率电磁测深三维地电模型有限元正演

万方数据



图 ! 均匀半空间模型有限元结果与数字滤波结果的比较
地电模型"#$%&&’( 极距 )$*&&(

++数字滤波正演,’(-.有限元正演,’(

应特征的分析/
此外0由于广义变分概念的引入0使泛函的变分

原理在有耗媒质电磁场问题中得以应用/
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