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大地电磁二维反演方法对比研究
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摘要 :由反演方程出发 ,从构造目标函数和方程求解方面 ,比较了国际上通用的 OCCAM (奥可姆

法) 、RRI(快速松弛法)和 REBOCC(简化基奥可姆法) ,并由两个合成模型分析比较了 OCCAM、RRI

和 REBOCC的反演结果。试验表明 ,REBOCC是继 RRI之后又一种较快的反演方法 ,可为电法勘探

资料处理提供新的途径。而在 RRI和 REBOCC反演时 ,网格的划分对结果很有影响 ,这是值得注意

的地方。
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Compared study of two - dimensional magnetotelluric inversion methods
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Abstract : Firstly , we review several general methods of two - dimensional magnetotelluric inversion in the international such as

OCCAM , RRI and REBOCC from the inverse equation , then compare the objective functions and solving methods. And we com2
pare the inverse results of OCCAM , RRI and REBOCC through two synthetic models. Numerical experiments show that REBOCC

is a fast inverse method , which will provide a new and fast approach for the processing of electrical exploration data. However ,

when using RRI and REBOCC , it should be concerned that the grid will affect the result.
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1　引言

尽管三维电磁反演是现在研究的热点 ,但它并

没有得到广泛应用。当前 ,大地电磁反演使用最多

的还是一维和二维反演[1 ,2 ]。但对于二维 MT反演

问题 ,如何找到既快又有效的方法 ,仍面临一定的挑
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测试结果表明 , FDK - 1分布式多功能电磁法勘探

仪 ,其主要技术性能已同目前国际同类先进产品相

当。

图 8　FDK- 1仪器接收的二次场原始曲线

Fig. 8　The inductive magnetic field graph

received by FDK- 1 instrument
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图 9　V5仪器接收的二次场原始曲线

Fig.9　The inductive magnetic field graph received by V5 instrument
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战[3 ]。近十几年来 ,二维 MT反演算法的研究着重

两方面 :一是在减少计算数据方面 ,如 Farquharson

等人[4 ]提出的近似灵敏度矩阵 ,Oldenburg等人[5 ]提

出的子空间法等 ;二是在使用不同稳定器方面 ,如模

型参数的范数、最大平滑稳定泛函、最小支撑泛函、

最小梯度支撑泛函[6 ]等。据此 ,现在已经发展了多

种MT数据二维反演的算法。其中 ,比较著名的是 :

Constable 开发的 OCCAM法[7 ] ,Smith 和 Booker 开发

的 RRI法[8 ] ,Rodi等人开发的 NLCG法[9 ] (非线性共

轭梯度法) 。最近 , Siripunvaraporn 和 Egbert 在 OC2
CAM算法基础上做了些改进 ,提出一种新的反演算

法———REBOCC法[10 ] (简化基奥可姆反演) 。经合

成数据和实测数据的数值试验表明 ,该方法在计算

速度上 ,均比 OCCAM和 CG快 ,并且所需内存小 ,虽

然速度不能与 RRI相比 ,但其稳定性较高。

2　二维大地电磁反演基本理论

对于 TE模式 ,电场方向平行于构造走向 ,假设

电场强度和磁场强度都是谐变场 ,谐变场时间因子

为 e - iwt ,忽略位移电流 ,麦克斯韦方程可表示为 :

¨ ×H = σE

¨ ×H = iωμ0 H
　, (1)

其中 E、H分别为电场和磁场 ;σ是介质的导电率 ;

μ0为介质自由空间的导磁率。对于二维大地介质 ,

x与走向平行 , y与走向垂直 ,方程 (1)可写为 :

¨2 Ex = - iωμ0σ( y , z) Ex

5 Ex

5 z
= iωμ0 Hy

。 (2)

对于 TM模式 ,电流垂直构造走向 ,有 :

¨2 Hx + ρ̈·¨ Hx = - iωμ0 Hx

ρ
5 Hx

5 z
= Ey

。 (3)

　　在给定 (2) 、(3)式的边界条件后 ,一般通过有限

元法和有限差分法进行正演模拟 ,如 OCCAM中用

有限元法正演 ,RRI和 REBOCC用有限差分法正演。

反演的方法不同之处主要在于目标泛函的构建不

同[11 ]。下面分别简述 OCCAM、RRI和 REBOCC的反

演方法原理。

首先 ,假定地球模型 m = [ m1 , m2 , ⋯, mM ] , N

个观测数据为 d = [ d1 , d2 , ⋯, dN ] ,估计偏差 e =

[ e1 , e2 , ⋯, eN ]。理论模型响应 F [ m ]对观测数据

的拟合可表示为 :

X2
d = ( d - F [ m ]) TC - 1

d ( d - F [ m ]) , (4)

其中　Cd 称为数据协方差矩阵。现在大多数 MT

反演方案 ,是通过对给定的拟合差水平 ,寻找极小的

可能构造模型去解决非唯一性 ,从而使得反演稳定。

考虑模型范数的一般形式 :

X2
m = ( m - m0) TC - 1

m ( m - m0) , (5)

此处 m0是初始模型 , Cm是模型的协方差矩阵。最小

构造反演问题是在 X2
d = X2

3条件下极小化 X2
m ,此处

X2
3为期望拟合差水平。为解决最小化问题 ,引入La2

grange乘子λ- 1 ,得到一个不受约束的泛函 U ( m ,λ) ,

U ( m ,λ) = ( m - m0) TC - 1
m ( m - m0) +

λ- 1{ ( d - F[ m ]) TC - 1
d ( d - F[ m ]) - X2

3 } ,
(6)

对它寻找关于 m和λ的驻点 ,引入罚函数 Wλ( m) :

Wλ( m) = ( m - m0) TC - 1
m ( m - m0) +

λ- 1{ ( d - F [ m ]) TC - 1
d ( d - F [ m ]) } ,

(7)

U和Wλ对模型求导 ,都有相同的驻点 ,方程 (6)的

驻点可通过方程 (7)对一系列的λ求极小值。

2. 1　OCCAM法

OCCAM法首先是由 Constable等人[12 ]在 1987年

提出的 ,它是寻找在有极小可能构造意义下符合数

据的模型。为了压制来自非数据的模型构造 ,模型

的粗糙度必须最小化。对二维构造 ,Constable 等人

不仅考虑模型的垂向光滑问题 ,还考虑了横向光滑

问题[13 ]。定义模型粗糙度为 :

R1 = ‖5 ym‖2 + ‖5 zm‖
2 , (8)

5 ym和5 zm分别表示区分横向相邻块的模型参量和

垂向相邻块的模型参量的粗糙度矩阵 ,具体含义见

文献[ 7 ] 。将 (6)式和 (7)式中模型范数项替换为粗

糙度 ,即为 OCCAM法的目标函数和罚函数 :

U( m ,λ) = R1 +λ- 1{ ( d - F[ m]) TC- 1
d ( d - F[ m]) - X2

3 } ,

(9)

Wλ( m) = R1 +λ- 1{ ( d - F[ m ]) TC - 1
d ( d - F[ m ]) } ,

(10)

对 F[ m ]进行泰勒级数一阶展开 :

F[ mk + 1 ] = F[ mk +δm ] = F[ mk ] + J k[ mk + 1 - mk ] , (11)

J k = (5 F/ 5 m) | m
k
是在 mk 处计算的 N ×M 阶灵敏

度矩阵。把 (11)式代入 (7)式 ,可得到 :

�W = ( mk +1 - m0) TC - 1
m ( mk +1 - m0) +

λ- 1{ ( �dk - J k ( mk +1 - m0) ) TC - 1
d ( �dk - J k ( mk +1 - m0) ) } ,

(12)

其中　�dk = d - F [ mk ] + J k ( mk - m0) 。同样 ,将

(11)式代入 (10) ,可得 :

�W = R1 +λ- 1{ �dk - J k ( mk+1 - m0) ) TC- 1
d ( �dk - J k ( mk+1 - m0) ) } ,

(13)

对 (13)式的 m 求微分 ,并令结果为零 ,产生一逼近

解的迭代序列 :
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mk + 1 = [λ(5 T
y 5y + 5 T

z 5z) + ( C - 1
d J k) TC - 1

d J k ] - 1 ( C - 1
d J k) TC - 1

d �d1 , (14)

OCCAM方法的特点是在每次迭代中参数λ不

仅当作步长控制参数 ,还作为光滑参数 ,也即式 (14)

要对一系列λ的试验值求解。每次迭代时 ,对λ进

行单变量搜寻 ,寻找最小数据拟合差的模型 ,作为下

一次迭代的模型 ,直到达到拟合差期望值水平。

OCCAM法使用有限元进行正演模拟。计算试

验表明[10 ] ,正演时间比求偏导矩阵快 30倍 ,随着模

型规模的增加 ,矩阵反演将占用大部分时间 ,并且增

加测点数比增加频率数对反演时间的影响更大 ,但

它们的增加对正演计算时间影响很小。并且 OC2
CAM法使用 Cholesky分解 ,在反演正定对称矩阵时 ,

它的速度并非最快 ,但是很稳定。OCCAM法在每一

次迭代时 ,一定要计算 J k ,要解一个 M ×M 的系统

方程 ,因而要花费很长时间 ,并且需要足够的内存去

存取灵敏度矩阵和叉积矩阵。尽管如此 ,但它却是

一种很稳定的算法 ,且可把该算法加以拓展。

2. 2　RRI法

为了避免像OCCAM等法直接线性搜索带来的繁

重计算 ,Smith等人[11]提出 ,可以通过解与一维相近的

反演问题 ,来计算在每个测量位置下面的电阻率扰

动 ,把二维反演问题转化为一系列一维反演问题。

由 (2)式和 (3)出发 ,分别定义变量V =
1
Ex

5 Ex

5 z
=

iωμ0
Hy

Ex
, U =
ρ
Hx

5 Hx

5 z
=

Ey

Hx
作扰动分析 ,建立数据扰

动和模型参数扰动之间的线性积分方程 :

δdxy =
2

V ( yi ,0)
δV = ∫

2σ0 ( z) E2
0 ( yi , z)

E0 ( yi ,0) H0 ( yi ,0)
δ(lnσ) dz , (15)

δdyx =
2

U ( yi ,0)
δU = ∫

- 2σ0 ( z) E2
0 ( yi , z)

E0 ( yi ,0) H0 ( yi ,0)
δ(lnσ) dz , (16)

上式中 ,参数的具体含义参见文献 [ 11 ] 。(15) 、

(16)式为拟 Frechet 导数。RRI法对模型 m 使用标

度拉普拉斯范数 ,其目标函数为 :

Wi = ∫( z + z0) 3[
52 m
5 z2 + g ( z)

52 m
5 y2 ]d z +βie

2
i , (17)

( z + z0) 3因子是由求偏导而产生的并对深度的对数

求积分 ,βi是模型构造和拟合差之间的折中参数 ,

g ( z)因子是起惩罚水平或垂直方向构造的作用。

RRI的计算时间主要由正演时间决定 ,所以 ,正

演是 RRI的灵魂所在。它使用有限差分法解正演问

题。这其中产生一矩阵方程 AX = b , A是一个仅有

5个非零对角线的系数矩阵。尽管不完全 LU分解

不是很快 ,但有很好的并行性 ,便使用 ILU (orthomin

加速)法去解这稀疏矩阵。RRI法避免了雅可比矩

阵 ,减少了内存需求 ,每次迭代反演只需一次 ,极大

地提高了计算速度。

2. 3　REBOCC法

Siripunvaraporn等人[13 ]对 OCCAM 法做了些改

进 ,称为 Reduced Basis Occam’s Inversion。他们首先

把反演问题从模型空间转换到数据空间 ,把解表示

为由模型协方差平滑过的灵敏度矩阵行的线性组

合。这使原本为 M ×M 阶的方程转换为 N ×N 阶

的方程。因为模型参数 M比数据个数 N 大得多 ,所

以在 CPU时间和内存要求方面有了很大的下降。

一般而言 ,MT数据是平滑且多余的 ,所以在数

据空间中 ,不需要使用所有的灵敏度矩阵作为基函

数。对于第 k次迭代的方程 (12)的极小化 ,可表示

为一光滑灵敏度矩阵 CmJ T
k 行的线性组合 :

mk + 1 - m0 = CmJ T
kβk + 1 , (18)

其中　βk + 1是基函数[ CmJ T
k ] ( j = 1 , ⋯, N)的未知展

开系数向量。把 (18)式代入 (12)式 ,可以得到 :

�W =βT
k + 1Γ

n
kβk + 1 +λ- 1{ ( d̂k - Γn

kβk + 1) TC - 1
d ( d̂k - Γn

kβk + 1) } , (19)

其中　Γn
k = J kCmJ T

k 是一个 N ×N 阶“数据子空间叉

积”矩阵。对 (19)式中的β求微分 ,令结果为零 ,并

重新排列 ,未知展开系数可以写为 :

βk + 1 = (λCd +Γn
k) - 1 d̂k , (20)

反演问题就变为一个寻求 N 个实展开系数βk + 1 ,代

替了 M维模型的 mk + 1。在解反演问题之前 ,从 N

中找一个长度为L 的子集数据 (在每次迭代都要计

算) ,所以 L < N。对于 k + 1次迭代 ,从这个公式中

求解 :

mk + 1 = Cm GT
kαk + 1 + m0 , (21)

其中 　αk + 1是简化基的 L维未知系数向量 , Gk是

L ×M子灵敏度矩阵。由于灵敏度矩阵随着频率和

位置的变化缓慢 ,它也可以由相邻的灵敏度矩阵插

值得到。我们就可以把所有的灵敏度矩阵 J k 利用

大小为 N ×L 的插值矩阵 Bk 和子集灵敏度矩阵 Gk

进行近似表示 :

J k≈Bk Gk。 (22)

把 (21)和 (22)代入 (12)式 ,可得 :

�W =αT
k + 1Γ

1
k + 1αk + 1 + 　　　　　　　　　　　

λ- 1{ d̂k - BkΓ
1
k + 1) TC - 1

d ( d̂k - BkΓ
1
k + 1αk + 1) } , (23)

此处　Γ1
k = GkCm GT

k 是 L ×L 阶“数据子空间叉积”

矩阵。

REBOCC法的稳定性和有效性依赖于正演模

拟、模型协方差、Lagrange乘子λ- 1的一维线性搜索、

插值矩阵和静校正。REBOCC的正演也是使用如同

RRI的有限差分法 ,在计算场分量灵敏度矩阵时 ,又
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使用互易特性 ,加快了计算速度 ,而在 OCCAM 法

中 ,没有使用互易性。对于由有限差分法产生的稀

疏线性方程 Ax = b ,一般可由两种方法解决 :LU分

解的直接法和迭代法。在 REBOCC中 ,直接法就用

来计算建立灵敏度矩阵。在求解单个的右端项时 ,

迭代法对稀疏矩阵更有效。所以 ,在这些循环中使

用预共轭梯度法。

3　合成模型反演对比

3. 1　模型一 高低导体组合模型

模型一如图 1 (a)所示 ,为一高阻覆盖层和一含

低阻体的均匀层组合地质体模型。高阻体电阻率为

500Ω·m ,低阻体的电阻率为 5Ω·m ,均匀层电阻率

为 100Ω·m。有限元正演计算网格为 93 ×(35 +

10) ,反演的网格与正演的网格相同 ,初始模型电阻

率为 100Ω·m。所有模型的反演都在 P4计算机上

运行 ,合成数据均加入 2 %的高斯噪声。图 1 中

(b) 、(c) 、(d)分别是 OCCAM、RRI和 REBOCC法 TE

+ TM联合反演的结果。反演图中的顶部符号“v”代

表 TE和 TM的测点位置 ,灰度图采用电阻率的常用

对数作图 ,灰阶值表示对电阻率所取的常用对数 (以

下同此) 。从图中我们可以看出 ,3种反演方法都能

较好地反应出低阻体的位置和电阻率。OCCAM法

在第 4次迭代后 ,RMS达到 0. 999 940 6 ,而 REBOCC

法尽管在第 3次迭代后 RMS为 2. 891 0 ,但是反演出

来的结果与实际模型能很好地吻合 ,并且所用时间

只是 OCCAM所用的近 1/ 4 ,如图 1 (b)所示。在此模

型所用 CPU的时间上 ,REBOCC与 RRI相当。

3. 2　模型二 复杂模型

模型二如图 2 (a) ,为 4层模型 ,摘自文献 [ 13 ]。

第 1层厚 10 km ,电阻率为 100Ω·m ;第 2层 30 km ,

电阻率为 1 000Ω·m ,并含有 3个电阻率为 1Ω·m的

方形良导体 ,由左至右 ,分别记为 A、B和 C ,边长分

别为 15 km、20 km和 10 km ,埋深分别为 15 km、20

km和 25 km ;第 3层厚 60 km ,电阻率为 100Ω·m ;第

4层电阻率为1 0Ω·m。有限元正演计算网格为

156×(49 + 10) ,反演的网格与正演的网格相同 ,初

始模型电阻率为 100Ω·m。Siripunvaraporn等人反演

用的是 100×(31 + 10)的网格 ,他们由 REBOCC法进

行 TE + TM反演的结果只能分辨出 A和 B ,不能分

辨出 C导体 ,并且他们的 RRI法的 TE + TM反演结

果很凌乱 ,RMS不能收敛。在我们的 REBOCC反演

结果中 ,可以很好地分辨出A、B和 C ,并且各层的位

置也与模型反映得比较吻合 ,在第 13 次时 RMS就

达 1. 015 42 ,所用的时间也不太长。而我们的 RRI

反演结果也比Siripunvaraporn等人反演的结果好得

·76·第 1期　　　　　　　　胡祖志 ,胡祥云等 :大地电磁二维反演方法对比研究

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



多 ,基本上能反应出 A、B和 C 3个导体和各层的信

息。

4　结论

经比较发现 ,OCCAM很稳定 ,反演不依赖于初

始模型。但在目前诸多反演方法中 ,其运算时间最

长 ,且随着频率和测点的增加而明显地增加 ;RRI的

速度最快 ,但在反演时若某些参数控制不好 ,便得不

到理想结果 ,甚至不能收敛[11 ]。REBOCC对模型二

的反演结果与模型一吻合得很好 ,这也为勘探资料

的处理提供了一种很好的方法。但是 REBOCC法中

正演用的是有限差分法 ,反演的结果受网格的影响

也比较大 , Siripunvaraporn 等人用的是 100 ×(31 +

10)的网格 ,而此次反演的网格为 156 ×(49 + 10) 。

在 RRI和 REBOCC反演中 ,垂直网格的间隔应尽量

均匀 ,这不同于 OCCAM法中的由趋肤深度来定网

格的划分。一般而言 ,网格密 ,反演的结果精度高 ,

而 RRI和 REBOCC的反演时间随着纵向网格数目的

增大而迅速增长。虽然精度开始也会随着网格的密

分而提高 ,但如果纵向网格数目太多 ,也会降低反演

的精确性 ,因为这会增大 RRI和 REBOCC正演的矩

阵奇异性。REBOCC所蕴涵的简化基算法思想是值

得关注的 ,它可以应用到三维反演问题中。当然 ,在

计算灵敏度矩阵时 ,LU分解是不可行的 ,还是要通

过松弛方法去解。

OCCAM、RRI和 REBOCC获得反演问题的稳定

解都是基于最大平滑准则 ,而这种方法有时出现模

糊的像 ,不能清晰地反映真实地质构造。一种称为

聚焦反演成像[6 ]的新技术将有可能解决这个问题 :

把最小共轭梯度泛函的稳定器与惩罚泛函相结合 ,

并用理论模型和实测数据证明了这种方法可以对复

杂地质构造的反演问题生成稳定的解。并且 ,在模

型参数变化的边界 ,不强加破坏性的限制。这也是
一种值得关注的方法。
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