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斜率单变点分析 

王建锋 

（中国科学院力学研究所, 北京 100080） 

[摘  要]  在自然界、社会、经济等领域内，突变现象很常见。若系统的输出序列在某未知
时刻起了突然变化，则该时刻即称为变点。变点统计分析的目的是判断变点的

存在，确定其位置和个数等。已有的变点分析包括均质变点分析、概率变点分

析和模型参数变点分析等。本文提出斜率变点的新概念，它是指曲线斜率加（减）

速变化最大的点。本文还结合四个不同类型的实例，提出了寻求单一斜率变点

的回归系数二阶差分方法。它可对单调性和凹凸性均单一的曲线求其“转折点”。

实例表明，该法具有简单、直观、有效等优点。 
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1 前言 

在自然界、社会、经济等领域内，突变现象很常见，且很重要。研究突变是否发生，何

时发生等问题，对掌握事件或过程的演化规律，尤其是灾害发生发展规律，从而对灾害进行

预报、预防和治理提供依据。 

系统的输出序列在某未知时刻起了突然变化，该时刻即称为变点。变点统计分析的目的

是判断和检验变点的存在、位置、个数，并估计出变点的跃度。变点统计分析对定量分析各

种监测数据，研究各种地质灾害的规律等，都是个强有力的工具。 

变点分析又分为均值变点分析，概率变点分析以及模型参数变点分析等[1]。某一时刻前、

后数据的均值（或概率分布，或某模型参数）发生了显著改变，则该时刻就称为均值（或概

率，或某模型参数）变点。但地质问题中还常遇到一条曲线逐渐上升，在某时刻以后突然加

速上升；有时遇到一条曲线开始加速下降，到某点以后突然减缓速度下降而逐渐趋于平缓。

还有的曲线开始缓速下降，到某点后突然转为快速沿斜线下降。由于这一突然转变的“转折

点”是一类重要的特征点，往往与特定问题的特定物理意义相联系，因此准确地确定该变点

是重要的。此类“转折点”，本文称其为曲线的斜率变点，简称斜率变点。 

本文拟结合岩土体表面蠕变曲线如何寻找第二阶段和第三阶段分界点的问题，以及求土

体特性指标的相关距离δ （或 θ）中如何寻找方差折减函数的突然趋缓的“转折点”问题，
以及根据 e-lgP曲线求前期固结压力 Pc的问题，来进行斜率变点分析论述。 

2 寻找单一斜率变点的基本原理 

先研究最简单的斜率变点问题。假定已知一条曲线中有且只有一个斜率变点，问题是如

何找到一种方法可简单、定量、准确地确定此变点。 

一般地，大多数的测量数据都呈离散的数据点对，并且当测量时间间隔较长时，不易形

成能真实反映过程变化的连续曲线。因此，多数观测序列不易用曲线方程表达，因而就无法

用微积分求导数的方法求出各点处的斜率。只能用求某点两侧一些相继数据点的线性回归系
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数的方法近似地求出某时刻点（或距离点）两侧较短时间间隔（或距离）内曲线的斜率。这

是因为在较短的时间间隔（或距离）内，曲线是近似直线的。某点两侧曲线斜率之差可反映

该点两侧斜率变化的幅度，这可说是用到了一阶差分。但这里拟找的“转折点”并不是斜率

变化最大的点，而是斜率局部加（减）速变化最大的点。在监测时间是等时间间隔（或等间

距）的条件下，斜率变化幅度的二阶差分就反映了斜率变化的加（减）速度。通过寻找斜率

变化的加（减）速度局部极大值的方法，就可找出斜率变点所落在的单位区间。然后，再用

类似于求分组数据众数的方法，便可定量地求出斜率变点的估计值了。 

3 寻找单一斜率变点的方法和步骤 

以下结合 3个不同类型的实例，介绍寻找单一斜率变点的方法和步骤。 

例 1. 日本 Tohoku铁道线上 Asamushi滑坡的累计位移监测数据[2]如表 1所示（数据由
图 1量出）。 

表 1  日本 Tohoku铁路线 Asamushi滑坡累计位移 

时间 t (天)

1966.7 

累计位移

D(mm)

时间 t (天)

1966.7 

累计位移

D(mm) 

21.0 0 24.5 184.57 

21.5 22.29 25.0 240.00 

22.0 45.71 25.5 302.86 

22.5 68.00 26.0 361.14 

23.0 91.43 26.5 422.86 

23.5 114.29 27.0 577.14 

24.0 144.00   

这是由滑坡表面测得的位移时间曲线，它明显包含了第二、第三蠕变阶段的数据。第二

阶段的曲线段近似直线，反映出等速蠕变特征；但第三阶段则是加速蠕变阶段，其曲线明显

加速上扬（图 1）。这就是说，在这个例子中，已知包含且只包含一个斜率变点，只要能找
到斜率局部加速变化最大的点，那么就意味着找到了这个斜率变点了。以下分步介绍寻找这

个变点的回归系数二阶差分法。 

（1）取定探索点：由于监测数据是等时间间隔的，为此选取两个相邻观测时间点的中
点为探索点，构成探索点序列。如例 1 中的探索点序列为 ti=21.25, 21.75, 22.25, 22.75, 
23.25, ……, 26.75。 

（2）以各探索点为中心构造滑动窗口，以便计算出探索点前、后附近曲线的斜率（即
探索点前、后各若干数据点的线性回归系数）。由于参加回归的数据点数 n的多少会影响回
归系数的取值，故在探索点前、后各取一样多（n）数据点构成滑动窗口，这样可在同等条
件下进行前、后斜率的对比。又由于曲线只在较短的时间（或较小的距离）内才近似直线，

故 n也不能取得太大。这里分别取 n=2,3,4构成三套滑动窗口。 
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（3）在以 ti为滑动窗口中，对探索点 ti前（或左）的 n 个数据点作线性回归，求出回

归系数，记为 ( )( )n
l ib t ；同样，对探索点 ti后（或右）的 n 个数据点作线性回归，求出回归

系数，记为 ( )( )n
r ib t 。显然，n=2 时算出的回归系数反映局部的斜率性态较多，反映整体的

斜率性态则不够，又由于点数太少（只是两点，可连一直线），随机性较大，统计意义不够。

相反，n=4时算出的回归系数反映整体的斜率性态较好，反映局部的的斜率性态则较差，又
由于点数较多，统计意义较强，较少随机性；n=3则介乎二者之间。因此，应当更着重 n=4

时的结果。因此，将 n=2,3,4时计算出的 ( )( )n
l ib t 、 ( )( )n

r ib t 进行加权平均，权取 n2。于是，

当对某个
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4, , ,i j i j i j it b t b t b t （j=l,r）均存在时，加权平均数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 42 2 2
2 2 2

2 3 4

1 2 3 4
2 3 4
1 4 9 16
29

j i j i j i j i

j i j i j i

b t b t b t b t

b t b t b t

 = × + × + × + +

 = × + × + × 

 （j=l,r） ( 1) 

（4）对每个探索点 ti，计算 ( )r ib t 与 ( )l ib t 之差，并记为 ( )iS t∆ ，即 

( ) ( ) ( )i r i l iS t b t b t∆ = −  ( 2) 

( )iS t∆ 可说是 ti点前、后曲线斜率的增量（或改变量），也可理解为是 ti点后、前曲线斜率

的一阶差分，它的大小反映了 ti点处斜率增加的幅度。 
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图 1  日本 Tohoku铁路线 Asamushi滑坡时间－累计位移曲线变点分析结果 

（5）对 ( )iS t∆ 的序列再计算二阶差分，即 

( ) ( ) ( )2
1i i iS t S t S t −∆ = ∆ −∆                        ( 3) 

这个二阶差分值的大小就反映了在区间 ( )1,i it t− 内曲线斜率加速度变化的大小。 ( )2
iS t∆ 也
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构成一序列。 

（6） 沿着 ti从小到大的序列，寻找 ( )2
iS t∆ 序列中出现的最大值（它比前、后两个值

均大）。设它所对应的区间为 ( )1,i it t− ，它就应是斜率变点所在的区间。再把它前、后两个相

邻区间 ( )2 1,i it t− − 及 ( )1,i it t + 和它们对应的 ( )2
1iS t −∆ 、 ( )2

1iS t +∆ 值利用起来，用与分组数据

众数类似的方法，进行线性内插，即可求出斜率变点 t*的精确值，计算公式如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 2

1*
1 12 2 2 2

1 1

i i
i i i

i i i i

S t S t
t t t t

S t S t S t S t
−

− −
− +

∆ − ∆
= + × −

   ∆ −∆ + ∆ −∆   
 ( 4) 

对例 1 数据用回归系数二阶差分法进行计算，将计算的中间结果及最终结果列于图 2 中。

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

A B C D E F G H I J K L M 
探索点t i 时间t  (天) 累计位移

1966.70 D (mm) b r
(2) b r

(3) b r
(4) b r b l

(2) b l
(3) b l

(4) b l ∆S (t i ) ∆2S (t i )
21.00 0.00

21.25 21.50 22.29
21.75 22.00 45.71
22.25 22.50 68.00
22.75 23.00 91.43 45.72 52.57 61.83 56.73 44.58 45.71 45.48 45.43 11.30
23.25 23.50 114.29 59.42 70.28 83.54 76.10 46.86 45.72 45.94 46.00 30.10 18.80
23.75 24.00 144.00 81.14 96.00 106.40 99.69 45.72 46.29 45.83 45.96 53.73 23.63
24.25 24.50 184.57 110.86 118.29 118.51 117.39 59.42 52.57 50.17 52.19 65.20 11.47
24.75 25.00 240.00 125.72 121.14 121.37 121.90 81.14 70.28 61.83 67.11 54.79 -10.41
25.25 25.50 302.86 116.56 120.00 176.91 150.93 110.86 96.00 83.54 91.18 59.75 4.96
25.75 26.00 361.14
26.25 26.50 422.86
26.75 27.00 577.14  

图 2  日本 Tohoku铁路线 Asamushi滑坡时间－累计位移曲线变点分析 Spreadsheet配置 

 从图 2中可以看出，取得最大的二阶差分为 ( )2 23.63iS t∆ = ，它对应的区间为(23.25, 

23.75)，它的前、后两个相邻区间为(22.75, 23.25)和(23.75, 24.25)。它们对应的二阶差分值为

( )2
1 18.80iS t −∆ = ， ( )2

1 11.47iS t +∆ = 。 

 按公式( 4)可算得 

( ) ( ) ( )

( )

23.63 18.8023.25 23.75 23.25
23.63 18.80 23.63 11.47

23.39

t∗ −
= + × −

− + −

= 天

 

从图 1直观来看，t*作为该曲线的斜率变点是合适的，它可作为蠕变曲线第二阶段与第
三阶段的分界点。找出这个分界点有重要实际意义，它可提醒观测者何时开始就应对该滑坡

动态进行加密监测，也可使现场工程师有可能只用第三阶段的数据点，对滑坡发生时间作出

更为精确的预报。因此，斜率变点的确定有助于解决滑坡蠕变曲线第二、第三阶段的划分问

题。此外，它还可以帮助寻找曲线由快速下降到突然转缓，以及曲线由平缓下降突然转为快

速沿斜线下降的“转折点”问题。 

4 寻找曲线由快速下降到突然转缓趋于平稳的“转折点” 

 地质学中遇到这类问题较多。但过去往往只凭肉眼观察来人为确定一个“转折点”，没



 

 5

有客观定量分析的方法。而这种问题的解决不但对理论研究有帮助，而且具有重要的实际经

济效益，如确定经济合理的取样间距、勘探网密度等。也就是俗称的寻找“平衡点”的问题。

下面将结合求土体相关距离的实际例子来说明斜率变点分析在其中的应用。 
 例 2. 已知从加拿大温哥华及近郊 Haney处土体静力触探试验数据计算得出滞后距 T与
方差折减函数 Γ2(T)如表 2、图 3所示。 

表 2  Haney处 T与 Γ2(T)数据表 

T (m) Γ2(T) T (m) Γ2(T) T (m) Γ2(T) 

0.2 0.8919 1.6 0.2297 3.0 0.0878

0.4 0.7297 1.8 0.2027 3.2 0.0716

0.6 0.5405 2.0 0.1784 3.4 0.0568

0.8 0.4054 2.2 0.1622 3.6 0.0405

1.0 0.3378 2.4 0.1351 3.8 0.0270

1.2 0.2838 2.6 0.1122 4.0 0.0162

1.4 0.2500 2.8 0.1014   

 
例 1中的曲线是开始等速上升，经过斜率变点后加速上扬。而例 2中的曲线则是开始快

速下降，到变点时突然减速下降，并逐渐趋缓，甚至趋于一条水平的渐近线。这里需要寻找

的是突然减速下降的“转折点”。由于例 2中曲线虽与例 1中曲线在直观上很不相同，但都
是凹曲线。因此，随着 Ti（或 ti）的增加，曲线的斜率总是增大的。因此，一阶差分还是用

公式： ( ) ( ) ( )r li i iS T b T b T∆ = − 。但到计算二阶差分 ( )2
iS T∆ 时就与例 1时有所不同。例 1

中序列 ( )iS T∆ 一般是随着 ti的增大而递增的，故 ( ) ( ) ( )2
1i i iS T S t S t −∆ = ∆ −∆ ；而例 2 中

序列 ( )iS T∆ 一般是随着 Ti的增大而递降的，故此时计算二阶差分就应到过来减： 

                ( ) ( ) ( )2
1i i iS T S T S T−∆ = ∆ −∆  ( 5) 

其余求 T*的方法、公式与方程( 4)类似。 
 对例 2 中数据的计算结果列于图 4。从图 4 可以看出，取得最大值的二阶差分为

( )2 0.1822iS T∆ = ，它对应的区间为（1.1, 1.3）。它的前、后两个相邻区间为（0.9, 1.1）和

（1.1, 1.3），它们对应的二阶差分值为 ( )2
1 0.1679iS T −∆ = 和 ( )2

1 0.1314iS T +∆ = ，按照( 4)

可得： 

( ) ( ) ( )* 0.1822 0.16791.1 1.3 1.1 1.1439
0.1822 0.1679 0.1822 0.1314

T −
= + × − =

− + −
 

这就是“转折点”的 T的估计值。再根据表 2中 T与 Γ2(T)的数据，用线性内插法求出 Γ2(T*)
来： 
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图 3  Haney处方差折减函数 Γ2(T)图 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

A B C D E F G H I J K L M 
探索点t i T  (m) Γ2(T ) b r

(2) b r
(3) b r

(4) b r b l
(2) b l

(3) b l
(4) b l ∆S (t i ) ∆2S (t i )

0.2 0.8919
0.30 0.4 0.7297
0.50 0.6 0.5405
0.70 0.8 0.4054
0.90 1 0.3378 -0.2700 -0.2195 -0.1791 -0.2041 -0.6755 -0.8108 -0.8244 -0.7996 0.5954
1.10 1.2 0.2838 -0.1690 -0.1352 -0.1318 -0.1380 -0.3380 -0.5068 -0.6554 -0.5655 0.4275 0.1680
1.30 1.4 0.2500 -0.1015 -0.1182 -0.1209 -0.1174 -0.2700 -0.3040 -0.4188 -0.3627 0.2453 0.1822
1.50 1.6 0.2297 -0.1350 -0.1283 -0.1134 -0.1210 -0.1690 -0.2195 -0.2601 -0.2349 0.1139 0.1313
1.70 1.8 0.2027 -0.1215 -0.1012 -0.1095 -0.1086 -0.1015 -0.1352 -0.1791 -0.1548 0.0462 0.0678
1.90 2 0.1784 -0.0810 -0.1083 -0.1128 -0.1070 -0.1350 -0.1182 -0.1318 -0.1280 0.0210 0.0252
2.10 2.2 0.1622 -0.1355 -0.1250 -0.1026 -0.1141 -0.1215 -0.1283 -0.1209 -0.1233 0.0091 0.0119
2.30 2.4 0.1351 -0.1145 -0.0842 -0.0764 -0.0841 -0.0810 -0.1012 -0.1134 -0.1052 0.0211 -0.0119
2.50 2.6 0.1122 -0.0540 -0.0610 -0.0677 -0.0637 -0.1355 -0.1083 -0.1095 -0.1127 0.0490 -0.0279
2.70 2.8 0.1014 -0.0680 -0.0745 -0.0750 -0.0739 -0.1145 -0.1250 -0.1128 -0.1168 0.0430 0.0060
2.90 3 0.0878 -0.0810 -0.0775 -0.0783 -0.0785 -0.0540 -0.0842 -0.1026 -0.0902 0.0118 0.0312
3.10 3.2 0.0716 -0.0740 -0.0777 -0.0750 -0.0757 -0.0680 -0.0610 -0.0764 -0.0704 -0.0053 0.0171
3.30 3.4 0.0568 -0.0815 -0.0745 -0.0677 -0.0717 -0.0810 -0.0745 -0.0677 -0.0716 0.0000 -0.0053
3.50 3.6 0.0405
3.70 3.8 0.0270
3.90 4 0.0162  

图 4  Haney处方差折减函数 Γ2(T)变点分析结果 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2 2 * 2 * 2 **

2 2

1.0 0.3378 0.33781.0 1.1439 1.0
1.2 1.0 0.3378 0.2838 1.2 1.0 0.0541.0 1.2

0.1439 0.7195
0.2

T T TTΓ − Γ − Γ − Γ− −
= ⇒ = ⇒

− − −Γ − Γ

= =

 

( )2 * 0.3378 0.054 0.7195 0.2989T∴Γ = − × =  

于是，Haney 处土体相关距离δ 近似等于 ( )* 2 * 1.1439 0.2989 0.3419mT Tδ ≈ ⋅Γ = × = 。

这与原文中计算出的结果 0.324mδ = 非常接近，相对误差只有 5.5%。原文中 * 1.2T = ，如

果按本文量出的数据，则 ( )2 1.2 0.2838Γ = ，于是 1.2 0.2838 0.34056mδ ≈ × = ，此与本

文结果更为接近，相对误差仅为 0.39%。原文中 * 1.2T = 时， ( )2 * 0.27TΓ = ，故算出

1.2 0.27 0.324mδ ≈ × = 。可见，误差主要是本文量测数据造成的，与方法本身无关。可见，

斜率变点方法提供了计算相关距离的另一有效途径。 

5 寻找曲线由慢速平缓下降到突然转为快速沿斜线下降的“转折点” 

土力学中根据 e – logP高压固结实验曲线求取前期固结压力 Pc，即是此类问题的典型代
表。 
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例 3. 垂直压力 P 的对数与隙比的试验数据[4]见表 3、图 5。首先运用线性内插使试验
数据等间隔化。变点分析结果见图 6。 

表 3  e - lgP数据表 

logPi ei logPi ei logPi ei 

0.9  1.3097  1.8  1.2743  2.7  1.1430  

1.0  1.3085  1.9  1.2676  2.8  1.1113  

1.1  1.3055  2.0  1.2585  2.9  1.0689  

1.2  1.3025  2.1  1.2495  3.0  1.0247  

1.3  1.2993  2.2  1.2386  3.1  0.9793  

1.4  1.2953  2.3  1.2271  3.2  0.9319  

1.5  1.2913  2.4  1.2130  3.3  0.8839  

1.6  1.2869  2.5  1.1950  3.4  0.8327  

1.7  1.2806  2.6  1.1747  3.5  0.7815  

0.4

0.8

1.2

1.6

0.5 0.9 1.3 1.7 2.1 2.5 2.9 3.3 3.7

 L (=lgP )

e

(lgP )*=2.4658

 

图 5  高压固结实验 e – lgP曲线 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

A B C D E F G H I J K L M 
探索点L i logP i e i b r

(2) b r
(3) b r

(4) b r b l
(2) b l

(3) b l
(4) b l ∆S (t i ) ∆2S (t i )

0.9 1.3097
0.95 1.0 1.3085
1.05 1.1 1.3055
1.15 1.2 1.3025
1.25 1.3 1.2993 -0.0400 -0.0400 -0.0412 -0.0407 -0.0300 -0.0300 -0.0246 -0.0270 0.0136
1.35 1.4 1.2953 -0.0400 -0.0420 -0.0485 -0.0453 -0.0320 -0.0310 -0.0306 -0.0309 0.0144 0.0008
1.45 1.5 1.2913 -0.0440 -0.0535 -0.0573 -0.0543 -0.0400 -0.0360 -0.0338 -0.0353 0.0189 0.0046
1.55 1.6 1.2869 -0.0630 -0.0630 -0.0642 -0.0637 -0.0400 -0.0400 -0.0376 -0.0387 0.0250 0.0060
1.65 1.7 1.2806 -0.0630 -0.0650 -0.0730 -0.0691 -0.0440 -0.0420 -0.0412 -0.0418 0.0273 0.0023
1.75 1.8 1.2743 -0.0670 -0.0790 -0.0835 -0.0798 -0.0630 -0.0535 -0.0485 -0.0521 0.0278 0.0005
1.85 1.9 1.2676 -0.0910 -0.0905 -0.0960 -0.0936 -0.0630 -0.0630 -0.0573 -0.0599 0.0337 0.0060
1.95 2.0 1.2585 -0.0900 -0.0995 -0.1051 -0.1013 -0.0670 -0.0650 -0.0642 -0.0648 0.0364 0.0027
2.05 2.1 1.2495 -0.1090 -0.1120 -0.1210 -0.1166 -0.0910 -0.0790 -0.0730 -0.0773 0.0392 0.0028
2.15 2.2 1.2386 -0.1150 -0.1280 -0.1449 -0.1355 -0.0900 -0.0905 -0.0835 -0.0866 0.0490 0.0098
2.25 2.3 1.2271 -0.1410 -0.1605 -0.1752 -0.1659 -0.1090 -0.0995 -0.0960 -0.0989 0.0670 0.0181
2.35 2.4 1.2130 -0.1800 -0.1915 -0.2303 -0.2113 -0.1150 -0.1120 -0.1051 -0.1086 0.1027 0.0357
2.45 2.5 1.1950 -0.2030 -0.2600 -0.2828 -0.2647 -0.1410 -0.1280 -0.1210 -0.1259 0.1388 0.0361
2.55 2.6 1.1747 -0.3170 -0.3170 -0.3491 -0.3347 -0.1800 -0.1605 -0.1449 -0.1546 0.1801 0.0413
2.65 2.7 1.1430 -0.3170 -0.3705 -0.3973 -0.3779 -0.2030 -0.1915 -0.1752 -0.1841 0.1938 0.0137
2.75 2.8 1.1113 -0.4240 -0.4330 -0.4402 -0.4357 -0.3170 -0.2600 -0.2303 -0.2515 0.1843 -0.0096
2.85 2.9 1.0689 -0.4420 -0.4480 -0.4564 -0.4518 -0.3170 -0.3170 -0.2828 -0.2981 0.1537 -0.0306
2.95 3.0 1.0247 -0.4540 -0.4640 -0.4698 -0.4658 -0.4240 -0.3705 -0.3491 -0.3661 0.0997 -0.0539
3.05 3.1 0.9793 -0.4740 -0.4770 -0.4878 -0.4825 -0.4420 -0.4330 -0.3973 -0.4145 0.0680 -0.0317
3.15 3.2 0.9319 -0.4800 -0.4960 -0.5024 -0.4973 -0.4540 -0.4480 -0.4402 -0.4445 0.0528 -0.0152
3.25 3.3 0.8839
3.35 3.4 0.8327
3.45 3.5 0.7815  
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图 6  高压固结实验 e – logP曲线变点分析结果 

由于曲线是凹的，对每个 Li算出的 ( )l ib L 总大于 ( )l ib L ，因此公式( 2) 

( ) ( ) ( )i l i r iS L b L b L∆ = −  ( 6) 

由于算出的 ( )iS L∆ 序列基本上是递增的，故计算 ( )2
iS L∆ 的公式仍可沿用公式                  

( 3)，即 ( ) ( ) ( )2
1i i iS L S L S L −∆ = ∆ −∆ 。 

从图 6的最后一栏看出，最大的 ( )2
iS L∆ 为 0.0413，所对应的区间为（2.45, 2.55）。它

的前、后两个相邻区间为（2.35, 2.45）和（2.55, 2.65），它们对应的二阶差分值为

( )2
1 0.0361iS L −∆ = 和 ( )2

1 0.0137iS L +∆ = ，按照( 4)可得： 

( ) ( ) ( )* 0.0413 0.03612.45 2.55 2.45 2.4658
0.0413 0.0361 0.0413 0.0137

T −
= + × − =

− + −
 

即斜率变点的的估计值为 ( )*log 2.4658P = 。因此，前期固结压力 cP 的估计值为

* 2.465810 292.28kPacP = = 。原文 cP 的计算结果为 313.91kPa，两者极为接近，相对误差仅

为 6.89%。 

7 结论 

在自然界、社会、经济等问题的科学研究中，常遇到要寻求一条曲线的“转折点”问题。

当曲线是单调递增（或单调递减），且是凹的（或凸的）曲线时，就意味着曲线中有且只有

一个斜率变点存在，可用回归系数二阶差分法确定此变点。 

当曲线不是单调且凹凸性有变化时，可以将曲线先划分为单调且凹凸性单一的曲线段，

然后分段求取斜率变点。 

回归系数二阶差分法求得的斜率变点是斜率最大加速的点，而不是斜率变化量最大的

点。该点往往是在沿着近似直线的变化后，开始突然加速转向变为沿着另一条直线或曲线变

化的“转折点”，它多在斜率变化量最大的点（或曲率最大的点）之前发生。 

应用回归系数二阶差分法需要是等间距数列，且间隔要相对较密，即数据点对足够多，

最好大于 20或 30对，至少也要有 13对。这是因为运用滑动窗口时存在边缘效应，并且算

出的回归系数不能很好代表曲线的斜率。若原始数据是不等间距的，可以采用线性内插的方

法使之转化为等间隔的较稠密的数据。 

曲线单调增、减及凹、凸不同时，计算斜率变点的公式稍有不同：1单调增、凹性时，

用公式( 2)、（3），如例 1；②单调降、凹性时，用公式( 2)、( 5)，如例 2；③单调降、凸性

时，用公式( 6)、（3)，如例 3；④单调增、凸性时，用公式( 6)、( 5)。 
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