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Abstract : The self2similarity is a common phenomenon in geology1 It has been shown that geochemical element

data , mineral deposit and it s space dist ribution have f ractal st ructures1 A fractal dist ribution requires that the

number of object s larger than a specified size has a power2law dependence on the size1 This paper shows that a

number of dist ributions , including power2function , Pareto , log2normal and Zipf , display f ractal p roperties un2
der certain conditions and that this may be used as the mathematical basis for developing fractal models for data

exhibiting such dist ributions1 The summation method is developed on the basis of f ractal models to determine

thresholds for Au data in Shandong Province , China1 The anomalous area enclosed by contours which have

contour values greater than or equal to threshold (200 ×10 - 9 ) contain the known large2sized and super large2
sized gold mineral deposit s1
Key words : f ractal modeling ; f ractal dimension ; geological anomaly

摘　要 :自相似性 (标度不变性)是地学中的一个普遍现象。研究表明 ,地球化学元素含量、矿床储量规模及其

空间分布具有分形结构。分形不变分布的特点要求大于某一尺度物体的数目与物体大小之间存在幂指数关

系。论证了幂函数分布、帕累托分布、对数正态分布和齐波夫定律在一定条件下具有分形不变性质 ,它们是分

形模型的数学基础。基于分形模型 ,用求和方法确定中国山东省金地球化学元素异常值范围。等值线大于或

等于金地球化学元素临界值 (200×10 - 9 )围成的异常面积包含了已知的大型、超大型金矿床。

关键词 :分形模型 ;分维数 ;地质异常值
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　　分形和多重分形产生于尺度独立性过程的自相

似自然结果 ,并且应用在孔隙分布、网络、大小分布

和其他许多领域[122 ]。许多地质现象具有尺度不变

性 ,例如岩石碎片、断层、地震、火山喷发、矿藏和油

井的频度和大小之间的分布[3 ]。分形分布的特点要

求大于某一尺度物体的数目与物体大小之间存在幂
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指数关系。在分形概念被提出之前很长一段时间 ,

人们从经验上就认识到幂指数型的统计关系适用于

许多地质现象。

关于地质现象的统计分布 ,幂指数分布不是唯

一 ,还有如正态分布和对数正态分布等其他种类。

但是 ,幂指数分布是唯一不含特征分布长度的分

布[4 ]。这样 ,幂指数分布可以应用于那些具有标度

不变性的地质现象。如果一定数目的事件在统计上

相互独立 ,那么 ,中心极限定理就提供了应用正态分

布的基础 ,而标度不变性则提供了应用幂指数分形

分布的基础。分形概念对连续分布的对象也适用。

许多地球物理数据具有幂指数频谱 ,包括重力、地磁

和地表地形。由于幂指数频谱由振幅和频率两个量

决定 ,因此利用这两个量可以进行数据集的结构分

析 ,分析结构也可以作为对资料两点间进行内插值

的依据。

1　分形分布

111　幂函数分布( power2f unction distribution)函数

11111　一般的幂函数分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x) = ak - a x a - 1 , a > 0 ,0 < x≤k (1)

则随机变量 X 服从幂函数分布[5 ]。其中 k称为尺

度参数 , a称为形状参数或指数。

由式 (1)可求得随机变量 X 的分布函数、数学

期望和方差 ,即

F( x) = P( X ≤x) = ( x/ k) a , a > 0 ,0 < x≤k (2)

E( X) = ak ( a + 1) - 1 , a > 0 (3)

V ( X) = ak2 ( a + 2) - 1 ( a + 1) - 2 , a > 0 (4)

在高端截尾条件下 ,0 < x ≤k′≤k ,我们推得下

列等式

P( X ≤x| X ≤k′) = ( x/ k) a ( k′/ k) - a = ( x/ k′) a

0 < x≤k′≤k (5)

式 ( 5 ) 表明幂函数分布在高端截尾条件下

(upper t runcation)具有分形性质[ 6 ]。

P( X ≤x| X ≤k′) = P( X ≤cx| X ≤ck′)

0 < x≤k′≤k (6)

式 (6)表明幂函数分布具有尺度不变的特征。

其中 k′为尺度参数 , c为任意正的常数。

因此 ,幂函数分布是具有尺度不变的分形不变

分布 (在高端截尾条件下) 。

11112　截尾的幂函数分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x) = ak - a x a - 1 [1 - ( k′/ k) a ] - 1

a > 0 , 0 < k′≤x≤k < ∞ (7)

则随机变量 X 服从截尾的幂函数分布。其中 k与

k′称为尺度参数 , a称为形状参数或指数。

由式 (7)可求得随机变量 X的分布函数

F( x) = P( X ≤x) =
( x/ k) a - ( k′/ k) a

1 - ( k′/ k) a

a > 0 , 0 < k′≤x≤k < ∞ (8)

截尾的幂函数分布随机变量的数学期望和方差

总是存在 (当 a > 0时) 。

在高端和低端截尾条件下 , 0 < k′< k′1 ≤x ≤k1

< k < ∞,我们推得下列等式

P( X ≤x| k′1 < X ≤k1 ) =
( x/ k1 ) a - ( k′1 / k1 ) a

1 - ( k′1 / k1 ) a

a > 0 , 0 < k′1 ≤x≤k1 < ∞ (9)

式 (9)表明截尾的幂函数分布在高端和低端条

件下具有分形性质。

P( X≤x| k′1 < X≤k1 ) = P( X≤cx| ck′1 < X≤ck1 )

a > 0 , 0 < k′1 ≤x≤k1 < ∞ (10)

式 (10)表明截尾的幂函数分布具有尺度不变的

特征。其中 k1 和 k′为尺度参数 , c为任意正的常

数。

因此 , 截尾的幂函数分布是具有尺度不变的分

形不变分布 (在高端和低端截尾条件下) 。

11113　渐近的幂函数分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x)～ak - a x a - 1 , a > 1 , x→0 (11)

则随机变量 X 服从渐近幂函数分布。其中 k称为

尺度参数 , a称为形状参数或指数。

渐近幂函数分布的函数为

F( x) = P( X ≤x) ～ ( x/ k) a , a > 0 , x→0 (12)

由式 (12)可得出 ,当 x →0时 , 将数据对{ P ( X

≤x i ) }和{ x i } ( i = 1 ,2 , ⋯, n)绘在双对数坐标纸上 ,

它们渐近于一条直线上 ,直线的斜率为 a。

112　帕累托分布( Pareto distribution)函数

11211　一般的帕累托分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x) = aka x - a - 1 , a > 0 , x≥k > 0 (13)

则随机变量 X 服从帕累托分布。其中 k称为尺度

参数 , a称为形状参数或指数。

由式 (13)可求得随机变量 X 的分布函数、数学
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期望和方差 ,即

F( x) = P( X ≤x) = 1 - ( x/ k) - a , a > 0 , x≥k > 0

(14)

E( X) = ak ( a - 1) - 1 , a > 1 (15)

V ( X) = ak2 ( a - 2) - 1 ( a - 1) - 2 , a > 2 (16)

Mandelbrot 认为帕累托分布在低端截尾 (low2
er t runcation)条件下具有尺度不变的分形性质[7 ] ,

即

P( X ≥x| X ≥k′) = ( x/ k) - a ( k′/ k) a = ( x/ k′) - a

x≥k′> k > 0 (17)

式 (17)表明帕累托分布在低端截尾条件下具有

分形性质。

P( X ≥x| X ≥k′) = P( X ≥cx| X ≥ck′)

x≥k′> k > 0 (18)

式 (18)表明帕累托分布具有尺度不变的特征。

其中 k′为尺度参数 , c为任意正的常数。

因此 ,帕累托分布是具有尺度不变的分形不变

分布 (在低端截尾条件下) 。

11212　截尾的帕累托分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x) = aka x - a - 1 [1 - ( k′/ k) - a ] - 1

a > 0 , 0 < k≤x≤k′< ∞ (19)

则随机变量 X 服从截尾的帕累托分布[8 ]。其中 k

与 k′称为尺度参数 , a称为形状参数或指数。

由式 (19)可求得随机变量 X的分布函数

F( x) = P( X ≤x) = 1 -
( x/ k) - a - ( k′/ k) - a

1 - ( k′/ k) - a

a > 0 , 0 < k≤x≤k′< ∞ (20)

截尾的帕累托随机变量的数学期望和方差总是

存在 (当 a > 0时) 。

在高端和低端截尾条件下 , 0 < k < k1 ≤x ≤k′1

< k′< ∞,我们推得下列等式

P( X ≥x| k1 < X ≤k′1 ) =
( x/ k1 ) - a - ( k′1 / k1 ) - a

1 - ( k′1 / k1 ) - a

a > 0 , 0 < k1 ≤x≤k′1 < ∞ (21)

式 (21)表明截尾的帕累托分布在高端和低端条

件下具有分形性质。

P( X ≥x| k1 < X ≤k′1 ) = P( X ≥cx| ck1 < X ≤ck′1 )

a > 0 , 0 < k1 ≤x≤k′1 < ∞ (22)

式 (22)表明截尾的帕累托分布具有尺度不变的

特征。其中 k1 和 k′为尺度参数 , c为任意正的常数。

因此 , 截尾的帕累托分布是具有尺度不变的分

形不变分布 (在高端和低端截尾条件下) 。

11213　渐近的帕累托分布

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x)～aka x - a - 1 , a > 0 , x→∞ (23)

则随机变量 X 服从渐近帕累托分布[9 ]。其中 k

称为尺度参数 , a称为形状参数或指数。

渐近帕累托分布的函数为

F( x) = P( X ≤x) ～1 - ( x/ k) - a , a > 0 , x→∞

(24)

Mandelbrot 利用帕累托分布和它的渐近形式

解释许多经验现象[10 ]。Johnson 和 Kotz[5 ]讨论了

帕累托分布的各种类型。

113　对数正态分布( Lognormal distribution)函数

Aitchison 和 Brown[11 ] 以及 Crow 和 Shimi2
zu[12 ]在他们的文章中详细讨论了对数正态分布。

如果随机变量 Y = ln X 服从正态分布 ,则非负的随

机变量 X 服从对数正态分布。

如果随机变量 X的密度函数为

f ( x) =
1

2πσx
exp

- (ln x -μ) 2

2σ2
, x > 0 (25)

则随机变量 X 服从对数正态分布[13214 ]。其中μ称

为尺度参数 ,σ> 0称为形状参数。

由式 (25)可求得随机变量 X 的分布函数、数学

期望和方差 ,即

F( x) = P( X ≤x) =∫
x

- ∞
f ( t) d t (26)

E( X) = eμ+σ2 / 2 (27)

V ( X) = e2μ+σ2 (eσ
2

- 1) (28)

令 X′= c X , c > 0为常数 , 则随机变量 X′的密

度函数为

f ( x) =
1

2πσx
exp

- (ln x -μ- lnc) 2

2σ2
=

1

2πσx
exp

- (ln x -μ′)
2σ2

, x > 0 (29)

其中μ′=μ+ lnc

式 (29)表明 , 随机变量 X和 X′= c X 服从同一

分布函数 (对数正态分布) ,且形状参数σ不变 ,尺度

参数μ改变为μ+ lnc ,即对数正态分布的随机变量

在相乘一个正常数 c > 0的条件下 ,分布形式不改变

(形状参数σ不变 ,尺度参数μ改变) [9 ]。因此 ,对数

正态分布在上述变换条件下具有分形性质。

114　齐波夫定律( Zipf la w)

如果随机变量 Z的分布律为

P( Z = r) = ar - p , ( p > 1 , r = 1 ,2 ,⋯) (30)
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则随机变量 Z 服从齐波夫定律[15 ]。其中 a =

( ∑
∞

r = 1
r - p ) - 1为常数 , p称为指数参数。

随机变量 Z的分布函数 ,数学期望和方差分别为

H ( z) = P( Z≤z) = ∑
r≤z

ar - p , p > 1 (31)

E( Z) = ( ∑
∞

r = 1
r - p + 1 ) / ( ∑

∞

r = 1
r - p ) , p > 1 (32)

V ( Z) = ( ∑
∞

r = 1
r - p + 2 ) / ( ∑

∞

r = 1
r - p ) - E2 ( Z) , p > 1

(33)

在低端截尾条件下 , r≥k > 0。我们推得下列

等式

P( Z = r| Z≥k) = ( ar - p ) / ( ∑
r≥k

ar - p ) , r≥k > 0

(34)

式 (34)说明齐波夫定律具有分形性质。

P( Z = r| Z≥k) = P( Z = cr| Z≥ck) , r≥k > 0

(35)

其中 k为尺度参数 (正整数) , c为任意正的常数。

式 (35)说明齐波夫定律具有尺度不变性质。

因此 ,齐波夫定律反映的是具有尺度不变的分

形不变分布 (在低端截尾条件下) 。

2　应用实例

211　分形模型

设分形模型

N ( r) = Cr - D , r > 0 (36)

其中 r表示特征尺度 , C > 0 称为比例常数 , D

> 0称为一般分维数 , N ( r) = N ( ≥r)表示尺度大于

等于 r的数目或和数。

许多地质现象具有标度不变的特征 ,如岩石碎

片、断层、地震、火山喷发、矿藏和油井等。这些现象

的频度和大小之间的分布具有尺度不变性 ,可以用

幂指数分布加以描述。

为了求出其分形模型 (36)中分维数 D ,将观测

数据 ( N ( r1 ) , N ( r2 ) , ⋯, N ( rn ) )和 ( r1 , r2 , ⋯, rn )绘

在双对数坐标纸上 ,如果其点大致分布在一条直线

上 ,分维数 D可以利用直线的斜率求出 ,也就是说 ,

将观测数椐 ( N ( r1 ) , N ( r2 ) , ⋯, N ( rn ) )和 ( r1 , r2 ,

⋯, rn)代入式 (36) ,然后等式两边取对数 ,式 (36)化

为一元线性回归模型

lg N ( r) = - Dlg r + lg C (37)

用最小二乘法求出斜率 D 的估计量 ,即为分维数 ;

如果其点大致分布在两段直线上 ,可采用分段拟合 ,

有的分界点清楚 ,有的则不清楚。为了提高分界点

确定的客观性 ,在两个区间用最小二乘法回归时用

最优化方法确定分界点。其基本思想是 ,找出合适

的分界点 ri0 ,使各区间拟合的直线与原始数据点之

间的剩余平方和 Ei ( i = 1 ,2)在两个区间的总和为

最小 ,即

E = E1 + E2 = ∑
i0

i = 1

[ N ( ri ) + D1 lg ri - lg C1 ]2 +

∑
n

i = i0 +1

[ N ( ri ) + D2 lg ri - lg C2 ]2

其中 ri0是分界点 , D1 和 D2 分别为相应区间的斜

率 ,即分维数。为了检验回归方程的显著性 ,对每个

回归方程都进行了相关系数检验及方差分析检验。

212　用求和方法确定地球化学元素异常值范围

设地球化学元素的值{ x i } , i = 1 ,2 , ⋯, N。即

N ( r) = ∑
N

x i ≥r

x i (38)

式 (38)是对所有满足 x i ≥r的 i 求和 , min
1≤i≤N

x i ≤r≤

max
1≤i≤N

x i。这样得到了数据 ( N ( r1 ) , N ( r2 ) , ⋯, N

( rn) )和 ( r1 , r2 , ⋯, rn) 。

山东省是中国著名的金矿化集中区和黄金产

地。我们以金矿床的地球化学元素为例 ,用求和方

法确定大型、超大型矿床的地球化学元素异常值范

围。下面是应用求和法等式 (38)对金元素 Au ( N =

21 316)数据处理的具体结果。

应用表 1的数据 ,在 lg r2lg N ( r)坐标中投点 (见

图 1) ,用最小二乘法拟合直线 ,得到相应的直线方

程为

lg N ( r) = - 01242 938lg r + 41687 48 (39)

R2 = 01963 99 ,1≤r < 200

lg N ( r) = - 11414 65lg r + 71483 22 (40)

R2 = 01959 45 ,200≤r < 800

我们得到分维数 D1 = 01242 938 , D2 = 11414 65 ,分

界点 ri0 = 200 ×10 - 9。以上方程均通过显著性检

验。地球化学元素金的异常值范围大于 200 ×

10 - 9。

图 1显示 N ( r)与 r之间的关系 ,用最小二乘法

拟合两段直线。ri0 = 200 ×10 - 9表示金元素异常的

临界点。用求和方法和其他方法 (如面积方法)

算出地球化学元素金的异常范围一致 ,且异常范围
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表 1　用求和法等式( 38)求出 Au元素数据的 N ( r)

Table 1　N ( r) of Au data calculated by Eq (38)

r/ 10 - 9 N ( r) r/ 10 - 9 N ( r) r/ 10 - 9 N ( r) r/ 10 - 9 N ( r)

1 60 246. 63 8 28 234. 95 100 16 584. 65 400 6 741. 90

2 42 225. 09 9 27 880. 11 120 15 367. 54 450 5 909. 46

3 33 972. 22 10 27 444. 68 150 14 560. 91 500 5 008. 28

4 31 415. 72 15 26 078. 95 200 13 390. 70 600 3 881. 49

5 30 200. 14 20 24 886. 23 250 11 942. 70 650 3 295. 76

6 29 336. 08 25 23 892. 90 300 11 102. 98 700 2 648. 25

7 28 693. 53 50 20 691. 04 350 8 194. 82 800 1 899. 00

图 1　lg N ( r)2lg r图
Fig11　lg N ( r)2lg r plot for Au values f rom 21316 samples

与大型、超大型金矿床的吻合程度很高 ,是寻找金矿

的一种直接信息 ,对圈定靶区有着举足轻重的意义。

引起分段分形的原因可能是大型、超大型矿床与中

型、小型矿床成因不一。大型、超大型矿床是长期演

化继承的地质产物。成矿系列有其有序性 ,它们的

变量极值集合是大型、超大型矿床的控制因素。系

列矿床共生和叠加成矿两重作用是大型、超大型矿

床产生的必要条件。

3　结论

(1) 一般的幂函数分布在高端截尾条件下具有

尺度不变的分形性质 ,截尾的幂函数分布在高端和

低端条件下具有分形性质 ;一般的帕累托分布在低

端截尾条件下具有尺度不变的分形性质 , 截尾的帕

累托分布在高端和低端截尾条件下也具有分形性

质 ;对数正态分布的随机变量在相乘一个正常数 c

> 0的条件下 ,分布形式不改变 (形状参数σ不变 ,

尺度参数μ改变) ;齐波夫定律在低端截尾条件下具

有分形性质。这些分布是分形模型的数学基础。

(2) 用求和方法确定中国山东省金地球化学元

素异常值范围。等值线大于或等于金地球化学元素

临界值 (200×10 - 9 )围成的异常面积包含了已知的

大型、超大型金矿床 ,其结果与实际情况一致。该方

法不仅适用于金元素和金矿床 ,而且还适用于其他

元素和矿床 ,具有普遍的意义。
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《地学前缘》英文版、中文版网上查询和浏览方法

英 文 版

《地学前缘》国际版已由爱思唯尔 ( Elsevier)公司出版 ,可在其在线平台上 ( http : ∥www. sciencedirect . com/ science/
journal/ 18725791)浏览、查阅、下载。

中 文 版

方法一 :
(1)登录中国地质大学 (北京)网站 ,网址为 :http :/ / www. cugb. edu. cn
(2)点击首页右侧“特色网站”栏目下方的“地大 (北京)期刊中心”选项
(3)在【刊物】选项选择《地学前缘》,通过篇名、作者、作者单位、关键词、中文摘要、全文、期号 7个字段输入检索词 ,最

后指定查询年限后点击【检索】按钮
方法二 :
(1)登录中国地质大学 (北京)网站 ,网址为 :http :/ / www. cugb. edu. cn
(2)点击首页上部【机构设置】按钮
(3)在“机构设置”中的“辅助单位”中点击“期刊中心”进入期刊中心简介页面
(4)点击【期刊查询】按钮 ,即可查阅摘要和全文
(5)检索同方法一的 (3)步骤
方法三 :
(1)登录中国地质大学 (北京)网站 ,网址为 :http :/ / www. cugb. edu. cn
(2)点击首页上侧的【数字图书】按钮
(3)在“数字资源”栏目下方的友情链接中点击“地大 (北京)期刊中心”进入地大 (北京)期刊中心页面
(4)检索同方法一的 (3)步骤
方法四 :
(1)登录中国地质图书馆网站 ,网址为 :http :/ / www. cgl. org. cn
(2)点击首页右侧“资源导航”中的《地学前缘》
(3)在期刊浏览页面 ,当鼠标放在各期次上时出现该期主题名称 ,点击各期次可浏览 2006 - 1999年各期目录 ,在目录

中选择文章的 PDF全文浏览文章全文
(4)需要检索服务 ,向下滚动期刊浏览页面点击 http :/ / dept . cugb. edu. cn/ Science web/ qkzhx/ display. asp 超链接查看

详细信息
方法五 :
(1)登录世界数据中心中国地质科学数据中心网站 ,网址为 :http :/ / www. wdcgeo. net/
(2)点击首页右侧“常用链接”中的《地学前缘》期刊
以下两步骤同方法四的 (3)、(4)步骤
方法六 :
(1)登录中国地质科学数据网的“国土资源科学数据共享地质科学数据节点”网站 ,网址为 :http :/ / www. geoscience. cn/
(2)点击首页下部“友情链接”中的《地学前缘》期刊
以下两步骤同方法四的 (3)、(4)步骤
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